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数学 奥林匹克 是 起 步 最 早 、 规 模 最 大 、 类 型 多 种 、 层 次 较 多 的 一 项 学 科 竞 赛 活动 . 
多 年 来 的 实践 表明 :这 项 活动 可 以 激发 青少年 学 习 数 学 的 兴趣 ,焕发 青少年 的 学 习 热 
情 ,吸引 他 们 去 读 一 些 数学 小 册子 ,促使 他 们 寻找 机 会 去 听 一 些 名 师 的 讲座 ;这 项 活动 
可 以 使 参与 者 眼界 大 开 , 环 出 一 个 班 、 一 个 学 校 或 一 个 地 区 的 小 转子, 去 与 其 他 "高 手 ” 
互相 琢磨 ,激励 并 培养 他 们 喜爱 有 挑战 性 数学 问题 的 素养 与 精神 ;这 项 活动 可 以 使 参 
与 者 求知 欲望 大 增 ,使 得 他 们 的 阅读 能 力 、 理 解 能 力 、 交 流 能 力 、 表 达能 力 等 诸 能 力 与 
日 俱 进 .这 是 一 种 有 深刻 内 涵 的 文化 现象 ,因此 , 越 来 越 多 的 国家 或 地 区 除 组织 本 国 或 
本 地 区 的 各 级 各 类 数学 奥林匹克 外 ,还 积极 地 参与 到 国际 数学 奥林匹克 中 . 


我 国 自 1986 年 参加 国际 数学 奥林匹克 以 来 ,所 取得 成 绩 举 世 公 认 , 十 多 年 来 一 直 | 


保持 世界 领先 的 水 平 .其 中 ,到 2007 年 止 ,湖南 的 学 生 已 取得 10 块 金牌 .3 块 银牌 的 好 
成 绩 , 这 优异 的 成 绩 , 是 中 华 民族 精神 的 体现 ,是 国人 潜质 的 反映 ,是 民族 强盛 的 希望 ， 
为 使 我 国 数学 奥林匹克 事业 可 持续 发 展 ,一 方面 要 继续 吸引 越 来 越 多 的 青少年 参与 ， 
吸引 一 部 分 数学 工作 者 扎实 地 投入 到 这 项 活动 中 来 , 另 一 方面 要 深入 研究 奥林匹克 数 
学 的 理论 体系 ,要 深入 研究 数学 奥林匹克 教育 理论 与 教学 方略 ,研究 数学 奥林匹克 教 
育 与 中 学 数学 教育 的 内 在 联系 .为 此 ,在 中 国 数学 奥林匹克 委员 会 领导 的 大 力 支 持 与 
热情 指导 下 ,2003 年 ,湖南 师范 大 学 成 立 了 “数学 奥林匹克 研究 所 ” ,研究 所 组 建 近 一 年 
来 ,我 们 几 位 教授 都 积极 投身 到 研究 所 的 工作 中 , 除 深 入 进行 奥林匹克 数学 与 数学 奥 
林 匹 克 教育 理论 研究 外 ,还 将 我 们 多 年 积累 的 辅导 讲座 资料 进行 了 全 面 、 系 统 的 整理 ， 
以 专题 讲座 的 形式 编写 成 了 这 套 专 题 研究 从 书 , 分 几何 代数、 组 合 、 数 论 , 真 题 分 析 五 
卷 .这 些 丰 富 、 系 统 的 专题 知识 不 仅 是 创新 地 解 竟 赛 题 所 不 可 或 缺 的 材料 ,而 且 还 可 激 
发 解 竟 赛 题 的 直觉 或 灵感 .从 教育 心理 学 角度 上 说 ,只 有 具备 了 充分 的 专题 知识 与 遇 
辑 推 理 知识 ,才能 有 目的 \ 有 方向 \ 有 成 效 地 进行 探究 性 活动 . 

由 于 这 套 从 书 篇 幅 较 大 ,2009 年 又 进行 了 修订 ,有 些 部 分 可 能 整理 欠 完 善 , 教 请 专 
家 、 同 行 和 读者 不 音 指正 . 
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第 一 章 ”集合 中 的 对 应 原理 


РРР 


【基础 知识 】 


定义 1 设 4 和 如 是 两 个 集合 (二 者 可 以 相同 ), 如 果 对 于 每 个 x € 4 ,都 有 唯一 确 
定 的 y € 8 与 之 对 应 , 则 称 这 个 对 应 关系 为 4 到 8 的 映射 , 记 为 /:4 一 B, 这 时 y = 
f(x) € B 称 为 x € 4 的 象 ,而 х 称 为 y 的 原 象 . 

特别 地 , 当 4 和 8 都 是 数 集 时 ,映射 / 称 为 函数 . 

定义 2 设 f 为 从 4 到 8 的 一 个 映射 . 

(1) 如 果 对 于 任何 x ,xz € А, ув x2, 都 有 f(x1) у f(x), 则 称 了 为 单 射 . 

(2) 如 果 对 于 任何 y € B, 都 有 x € 4, 使 得 f(x) = y, 则 称 /为 满 射 . 

(3) 如 果 映 射 了 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 /为 双 射 ,或 一 一 映射 . 

(4) 如 果 /为 满 射 , 且 对 任何 y € В, Ж 4 中 的 m 个 元 素 ,它们 的 象 都 是 y, 则 称 
/为 ( 信 数 为 m 的 ) 倍数 映射 . 

我 们 用 1 4 1 表示 集 4 的 元 素 个 数 (或 基数 ), 则 有 下 面 的 对 应 原理 : 

对 应 原理 — Ú 4 和 8B 都 是 有 限 集 ,f 为 从 4 到 8B 的 一 个 映射 . 

(1) 如 果 了 为 单 射 , 则 1 4 <l B 1; 

(2) 如 果 /为 满 射 , 则 | 4 121 B |; 

(3) ШЖ f 为 双 射 , 则 1 4 1=18B 1; 


(4) 如 果 了 为 倍数 是 т 的 倍数 映射 , 则 1 41= m | B |. 
1 Р 


ë8 МЇ ЗЕ ДЕ ЗЕ-Н-ҢЕШЕ ЗЕ ГЫ ао 


【典型 例题 与 基本 方法 】 | 
例 1 如 果 从 数 12,…,14 中 , 按 由 小 到 大 的 顺序 取出 a ,aa, a, 使 同时 满足 a, - 
а > 3 与 a, ~ а, > 3, 那 么 所 有 符合 上 述 要 求 的 不 同 取 法 有 种 . 
(1989 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


解 “S= 1,2,---,14|,5 = {1,2,…,10}. 
Т = |(а,а,а3) | а,,а,,а, € 8,а,- a, >3,ау-а, > 31, 
Т = (ба ,а а) Та, аа, € 5',а, < a, < а). 


ЕХ Са) аз аз) == (aaa). 8 ау = а.а, = а - 2,а' = аз - 
4(w asm Є Т). 

容易 验证 ,这 个 对 应 是 一 个 一 一 对 应 或 一 一 映射 或 双 射 , 则 | 了 | =| Tl. 

从 而 ,问题 转化 为 求 | 7 1, 即 求 在 5' 集中 选取 三 个 不 同 元 素 的 组 合 数 C = 120. 

1, 车 i 被 选取 ， 

另 解 ”赋值 = ван. 

于 是 ,从 14 个 数 的 集合 中 任 选 三 个 数 的 子 集 表示 一 种 取 法 ,对 应 着 一 个 排列 (yx， , 
жуз, хы), 2 ЕНЕС, оаа) 必 对 应 着 一 个 取 法 . 故 任 取 三 个 数 的 子 集 
所 表示 的 一 种 取 法 的 取 法 集合 到 所 有 的 排列 (x， ‚х,у хы) 集 之 间 的 对 应 是 一 一 映 
射 


其 中 = 1,2,…,14. 


根据 题 设 的 要 求 , 取 法 总 数 等 于 排列 (wm ,x,,…, xs) 中 有 3 个 1,11 个 0, 而 且 每 两 
А 中 至 少 隔 着 两 个 0 的 排列 数 .为 了 求 出 这 样 的 排列 数 ,我 们 选 排 好 模式 1001001 , 然 
后 将 剩 下 的 7 个 0 插入 3 个 1 形成 的 4 个 空位 中 , 故 有 Сл = Ch 种 方法 ,此 即 为 所 有 
不 同 的 取 法 总 数 

注 ”此 问题 可 推广 到 一 般 情 形 : 求 从 集合 |1,2,…, nl 中 任 取 满足 下 列 条 件 的 7 个 
аза, a, 的 不 同 取 法 数 .(1)1 < a, < a, < … < a, < n;(2)a,. - a, > m, 
k=1,2,…,r - 1,8 m € N°. 

事实 上 , 可 将 所 有 满足 (1), (2) 的 r 数组 的 集合 记 为 4. 由 (2) 有 a, < a,a - 
m(k =1,2,--,r- 1), а < аы - (m - 1). 

所 以 ,al < a, - (m - 1) < аз —- 2(m - 1) < a, - 3(m - 1) 
294 а, – (г- UR „1. 

Ф b= а - (2-10) (т 1), = 1,2,.…7, 则 

Іс < <b = n- (r- 0) (т 1). 


记 集 合 11,2 п (6 0) (т 10) 的 (无 重复 )> 元 数组 的 集合 为 B, 则 4 与 B 之 


间 存 在 一 一 对 应 , 即 双 射 . 

于 是 141=181= С, сср: 

#2 WS = 11,2,…,nl ,4 为 至 少 含有 两 项 的 公差 为 正 的 等 差 数 列 , 其 项 都 在 S 
中 , 且 添 加 5 的 其 他 元 素 于 4 后 均 不 能 构成 与 4 有 相同 公差 的 等 差 数列 . 求 这 种 4 的 个 
数 (这 里 只 有 两 项 的 数列 也 看 作 等 差 数列 ) . (1991 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

解 ” 当 n = 2k 时 ,满足 题目 要 求 的 每 个 数列 4 中 有 两 连续 项 ,使 其 前 一 项 在 集合 
1,2,…,k| 中 ,而 后 一 项 在 集合 {+ 1,k + 2,…,2k| 中 ;反之 ,从 并 ,2,…,k| 和 {k++ 
1,k + 2,…,2k| 中 各 取 一 数 ,并 以 两 数 之 差 作为 公差 ,可 作出 一 个 满足 要 求 的 4 .容易 
看 出 ,这 种 对 应 是 一 一 对 应 , 即 双 射 . 故 4 的 个 数 为 上 k = срт. 


п = 2k +1 时 ,满足 题目 要 求 的 每 一 个 数列 4 中 必 有 连续 两 项 ,其 前 一 项 在 集合 
和 1,2,…,hk| 中 ,后 一 项 在 集合 i + 1,k + 2,…,2k + 1| 中 ,讨论 与 前 面 类 似 .故此 时 А 


的 个 数 为 1， (t+ 1D) = TO - D +. 


两 种 情况 统一 起 来 ,共有 [ 世 ] 个 A. 


#3 ШЖ 5, = 11,2,…,n|, 若 是 5, 的 子 集 ,把 X 中 的 所 有 数 的 和 称 为 X 的 
“容量 "(规定 空 集 的 容量 为 0) . 若 忒 的 容量 为 奇 ( 偶 ) 数 , 则 称 X 32 S, 的 奇 ( 偶 ) T E. 
(1) 求证 : 5, 的 奇 子 集 与 偶 子 集 个 数 相等 . 
(2) 求证 : 当 n > 3 时 ,5, 的 所 有 奇 子 集 的 容量 之 和 与 所 有 偶 子 集 的 容量 之 和 相 
等 . 
(3) Чп > 3 时 , 求 5, 的 所 有 奇 子 集 的 容量 之 和 . (1992 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
解 (1)S, 的 子 集 有 2" 个 ,可 分 为 两 类 :(a) 不 含 元 素 1 的 子 集 ( 包 括 空 集 ZG);(b) 
含有 元 素 1 的 子 集 .对 (a) 中 任 一 集合 X, ,对 应 着 (b) 中 的 集合 Y. = X, U 1852, 
(b) 中 任 一 元 素 Y, 都 是 (a) 中 元 素 X, 的 象 ,并 满足 Y， = X, U {1}, 且 (a) 中 不 同 集合 
也 对 应 着 (b) 中 不 同 的 集合 .因此 ,(a) .(b) 的 集合 间 可 建立 一 一 对 应 , 即 双 射 . 
又 若 Х, Ж S. 的 偶 子 集 , 则 Х, U {1} 是 奇 子 集 ;反之 , 若 X, Ж 5, 的 奇 子 集 , 则 
X, U 11} 是 偶 子 集 . 因 此 ,S. 的 奇 子 集 与 偶 子 集 个 数 相 等 ,都 等 于 2 个 . 
(2) А, 表示 S, 中 全 体 奇 子 集 容量 之 和 , В, 表示 5, 中 全 体 偶 子 集 容 量 之 和 .又 设 
a, b, 分 别 表示 5, 中 奇偶 子 集 的 个 数 , 由 (1) a, = b, = 2 . 
G) 若 n 为 奇数 (n > 3) BF, 5, 的 所 有 奇 子 集 可 由 下 列 两 类 子 集 组 成 :5,1 的 奇 
子 集 ;5,., 的 每 个 偶 子 集 与 集 {n} 的 并 .于 是 4, = А, + (B +mn pi) = А+ 
В, + n + 2 .类 似 可 得 B, = А. + В, + n*2" 了 7, 因此 ,A, = В,. 


Вукота Эсин 


(ш) # 为 偶数 (mn > 4) 时 ,5, 的 所 有 奇 子 集 可 由 下 列 两 类 子 集 组 成 :DS, 的 所 
ТАР: О, 的 每 个 奇 子 集 与 集 1ni 的 并 .于 是 ,4。= А, + (Аата) = 
24, + n*2" .类 似 可 得 ,B= 28,1 + п 2772 ДА) ЯА, = B... FDL A, = В,. 

综 上 ,对 任何 n > 3,4, = В,. 

(3)X XJ S, 的 补 集 为 CS,X, 则 类 与 C5, ае S, 的 容量 , 即 1 +2+… + 


n= эп + 了 .因此 ,5, 中 所 有 子 集 的 容量 之 和 是 2"! 了 1 абл +1)=2"2. а(п +1). 


因为 4 = В, ‚пЗ, А, = 1. 2730 п(п +10) = 279. п(п + D. 

914 设 n 是正 整 数 ,集合 M = 1,2,…,2nj , 求 最 小 的 正 整数 及， 使 得 对 于 MM 的 任 
何 一 个 上 元 子 集 ,其 中 必 有 4 个 各 不 相同 的 元 素 之 和 等 于 4 +1. 

(2005 年 东南 地 区 奥林匹克 题 ) 

解 ”考虑 1 的 m+2 元 子 集 已 = 和 -na+l ,24. 忆 中 任何 4 个 不 同 元 素 
之 和 不 小 于 n -ltntntltn+2=4n+1, 所 以 k > n +3. 

将 必 的 元 配 为 n 对 ,B; = (ün +1- 让 ,1<i<nm. 

对 的 任 一 ”+ 3 元 子 集 4, 必 有 三 对 B... Bo, Ba 同属 于 A(i, ,i,,is 两 两 不 同 ). 

又 将 M 的 元 配 为 上 - 1 对 ,C; = (2,2п – 1),1<і<л- 1,9 М ИЕ п +376 
子 集 4, 必 有 一 对 Ca ,同属 于 А. 

这 一 对 Ci 必 与 刚才 三 对 Bi , Ba, Ba 中 至 少 一 对 无 公共 元 ,这 4 个 元 素 互 不 相同 , 且 
和 为 2n +1+2n =4п+1. 

因此 ,所 求 的 最 小 正 整数 = п +3. 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 注意 单 射 方法 的 运用 

例 5 BA = AUA U. U 4,5S = 1А, А, А 0) 5 中 每 r 个 元 的 集合 
的 交集 非 空 ;ii 每 + 1 个 元 的 集合 的 交集 为 空 集 . 问 :(1) 1 4 | 至 少 是 多 少 ?(2) 当 1 4 1 
最 小 时 , 集 | 4 | 为 多 少 ? 

解 (1) 考虑 足 标 集 H1,2,…,k| 的 任 一 + 元 子 集 (4,,…,i ,在 4 D A, П 
ПА, 中 任 取 一 个 元 素 а ЕВЫ у, а. 

于 是 ,f 是 足 标 集 的 + 元 子 集 的 集合 到 4 的 一 个 单 射 .事实 上 , 若 仿 万 ,也 对 应 
于 a, 则 会 形成 + + 1 个 子 集 的 交集 不 空 , 矛 盾 . 


因此 ,| 4 | 不 少 于 足 标 集 的 r 元 子 集 的 个 数 , 即 14 1> Ci. 
3 ч СО з == = 有 
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(2) 考虑 任 一 A, ,在 S 中 任 取 其 余 "个 集 ,它们 的 交集 至 少 有 一 个 元 (不 空 ) ,而 此 交 
集 与 4, 取 交 为 空 集 .由 于 有 C; | 种 不 同 取 法 ,因而 14; 1<141- C MMA = Ci 时 ， 
ГА 1& Су. š Ч 

另 一 方面 ,4 与 5' 中 任 选 + - 1 个 其 余 的 集 取 交 ,至 少 有 一 个 ,从 而 1 4; |> CR 

这 说 明 , 当 | 4 | 取 最 小 值 C* 时 ,每 个 А, 的 集 都 是 Cy 

Ж ”此 例 的 结论 具有 一 般 性 ,许多 竞赛 题 都 是 它 的 特殊 情形 .如 第 13 届 莫 斯 科 竞 
赛 题 ;“ 某 城市 有 公共 汽车 10 条 线路 , 现 知 沿 其 中 9 条 线路 可 走 遍 所 有 车 站 ,但 沿 其 中 
任何 8 条 线路 不 能 走 遍 所 有 车 站 . 问 至 少 有 多 少 个 不 同 的 车 站 ?” 按 上 述 例题 中 结论 
(1) 知 ,至 少 有 45 个 车 站 . 

例 6 在 一 个 车 厢 中 ,任何 m(m > 3) 个 旅客 都 有 唯一 的 公共 朋友 ( 当 甲 是 乙 的 朋 
友 时 , 乙 也 是 甲 的 朋友 .任何 人 不 作为 他 自己 的 朋友 ) . 问 在 这 个 车 而 中 ,朋友 最 多 的 人 
有 多 少 个 朋友 ? 《第 5 届 国 家 集训 队 选 拔 试题 ) 

解 ” 设 朋友 最 多 的 人 有 卡 个 朋友 ,显然 ,k > m. 若 上 > m, 设 A4 有 上 个 朋友 B,，,B,， 
"BB, 并 记 5 = |В,,В,,--,В,|. 

В, ,B,,…,B; ,是 从 5 中 任 取 的 m – 1 ЕЖ, А, , В, ‚В, 7, В, ,这 mm 个 
人 有 唯一 的 一 个 公共 朋友 , 记 为 C, С, 是 4 的 朋友 , 故 С, € 5, 这 说 明 S 中 的 每 mm - 
1 个 元 素 对 应 着 S 中 的 唯一 确定 的 一 个 元 素 . 

ХВ, OB... B. | Z IB В, о, B. |, ВЛА, Ву, В, БЛА, В, 
т В) 对 应 的 唯一 的 公共 朋友 分 别 为 C. ,CE 8, 则 必 有 С, < С,, ІВ, ,В,, 
В ОТВ, o. B... B. ,1 至少 有 m 个 元 素 ,而 他 们 至 少 有 两 个 朋友 4 各 CG,, 此 与 
ёз. 

这 样 一 来 ,上 述 的 对 应 就 是 一 个 单 射 .因此 , 5 中 的 m - 1 元 子 集 的 个 数 C? < k. 

fam З, т -1>2, 这 时 C > C, = ЕУ ЕЖА, Й А> m 
能 成 立 . 

故 朋友 最 多 的 人 的 朋友 个 数 的 最 大 值 为 m. 

例 7 设 n(n > 2) 是 整数 .5 是 集合 !1,2,…, ni 的 子 集 ,5 中 没有 一 个 数 整除 另 
一 个 数 ,也 没有 两 个 互 质 的 数 . R S 的 元 素 个 数 的 最 大 值 . 

(2005 年 巴尔 干 地 区 奥林匹克 题 ) 


解 ”构造 映射 /: 


5-2]. [9] +2, 


аљина Эно 


= == 


/把 x € S № 2x € (—,п](Ж о, 是非 负 整 数 )， 集 合 
[2]. [2] + 2,…,} 中 的 元 案 满足 “没有 一 个 数 整 除 另 一 个 数 " 这 一 条 件 . 

易 知 这 是 一 个 单 射 ,这 是 因为 车 存在 非 负 整数 hh 已, 使 得 26x = 25 y, 不妨 设 
k < k,, Шуг, 38 . 

又 对 于 x、y € 3S, 则 (x,y) > 1. 


而 (x,y) 1 (/(х),/(у)),Ж(/(х),/(у)) > 1. 
从 而 ,FA(S) 中 不 含有 两 个 连续 的 整数 . 


F am Q Эгно 


因此 ,1S ‘< |: 1 = [2]. 
另外 , 当 S = lk 1 k BB. > 也! 时 ,5 满足 题 设 要 求 ， 


故 1 5 | 的 最 大 值 为 [2] . 
例 8 考虑 方程 组 


Ë + ав; + ° + арх, = 0, 


аху + аах, + * + ax, = 0, 
аы + а) + … + ах, = 0. 
其 中 系数 а, 为 整数 ,不 全 为 0. 试 证 :在 n > 2m 时 ,有 一 组 整数 解 (x) , x,,…, x, ) 满足 
0 < max | x, |< n(max | aç 1)( = 1,2,+,п;] = 1,2,5, т). 
证 明 ” 先 假定 n = 2m. 设 4 = max | a; 1,B = mh, 集合 
Х = 二) = 1.2, п, 
Y= lO" yo) dB = 1,2,,m}. 
ФЕТ уу = ада + арх; +" + ах, (і = 1,2,+,т). 
显然 是 从 集 X 到 了 的 映射 (因为 1 y I< l aa 1-1 а 1+] ав laz l+" +1а„1* 
| x, 1<пАВ). 
由 于 1x1 = (2B +1)" = (2тА + 12” = (4m242 + 4mA +1)" 
> (2лАВ + 1)" =l Y. 
所 以 了 一 定 不 是 单 射 , 也 就 是 说 ,中 必 有 两 个 不 同 元 素 (x 人 1 x，…, m, )， 
(x...) 具有 相同 的 象 . 
Ф x = x,- (j = 1,2,5), 


J 则 《xi ,x;,…,%,) 是 方程 组 的 解 ,并 且 
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0 < max | z; | < max | x”, 1+ тах | 2; 1< 28 = nA. 


如 果 n > 2m, 根据 上 面 所 证 ,方程 组 有 解 (zz，…，,xao;0,…,0) 满足 


0 < max | x; 1< 2mA < nA. 

注 “此 例 是 从 反面 运用 单 射 的 概念 来 解 题 的 . 

2. 构造 适当 的 映射 ,利用 对 应 原理 实现 问题 的 转化 

通过 构造 适当 的 映射 ,进而 利用 对 应 原理 实现 问题 的 转化 , 可 以 达到 另辟蹊径 的 
效果 . 
例 9 在 一 个 6x6 的 棋盘 上 放置 了 11 块 1x2 的 骨牌 ,每 一 个 骨牌 恰好 覆盖 两 个 
方 格 .证 明 : 无 论 这 11 块 骨牌 怎么 放置 ,总 能 再 放 人 一 块 骨牌 , 

证 明 “” 若 有 某 一 行 存在 4 个 空格 ,由 于 每 行 公有 6 格 , 必 有 两 空格 是 相 邻 的 ,可 放 
置 一 块 骨 牌 ,否则 每 行 至 多 有 3 个 空格 , 

如 果 这 11 块 骨 牌 放 置 以 后 ,不 能 再 放 和 人 一 块 骨牌 ,考虑 两 个 集合 : 

X = | 下 面 5x6 的 空格 集合 |,Y = | 上 面 5 x 6 的 骨牌 集合 | . 

则 必 有 :(i) 空格 的 上 方 必须 对 应 骨牌 (否则 , 若 空格 的 上 方 还 对 应 空格 , 则 连续 两 
个 空格 可 以 放置 一 块 骨牌 ) . 

《ii) 不 同 的 空格 必定 对 应 不 同 的 骨牌 (否则 , 若 两 个 不 同 的 空格 对 应 同一 骨牌 ,这 
个 空格 必 相 邻 , 因 而 这 两 个 空格 可 以 放置 一 块 骨 牌 ) . 

于 是 ,这 种 空格 与 骨牌 的 对 应 构成 了 从 天 到 了 的 映射 :/:x ~ y. 显 然 ,这 是 一 个 单 
射 . 

由 上 述 可 见 , | x1<lyl<11. 
又 由 于 整个 棋盘 上 有 空格 6 x 6 -11 x 2 = 14 个 , 除 最 上 面 一 行 可 能 有 的 空格 外 ， 

应 有 1X1> 11. 

做 于 着 十 E 相 到 | 下 

这 说 明 , 这 种 空格 与 骨牌 的 对 应 均 成 了 从 于 到 了 的 一 一 映射 .于 是 ,集合 了 Y 中 有 ll 
块 骨 牌 , 即 棋盘 上 面 的 5 x 6 上 有 11 块 骨牌 ,从 而 棋盘 的 最 后 一 行 全 是 空格 .这 又 导致 
了 矛盾， 

综 上 所 述 ,命题 获 证 . 

йо 用 n 个 数 (允许 重复 ) 组 成 一 个 长 为 N 的 数列 ,上 且 NN > 2". 试 证 :可 在 这 个 
数列 中 找 出 若干 个 连续 的 项 ,它们 的 乘积 是 一 个 完全 平方 数 . 

证 明 ” 设 n 个 数 a,,a,,…,a, 组 成 的 长 为 N 的 数列 为 6 ,6,,…,b, 这 里 b € 
fateaz as = 1,2,5, №) 


作 映 射 f:B = ЬЫ, Б, Б овоо ,其 中 凤 = (ci,cs,…,c,). 对 于 每 


个 j(1 < < 4), 我 们 赋值 
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0, 若 а, ЖЕЬ,,Ь.,---, 中 出 现 偶数 次 ， 

үн l: а ЕБ, ‚б, Б, 中 出 现 奇数 次 . 

如 果 有 某 个 上 = 10,0,…,01 ,那么 ,在 乘积 5,5，…6 中 ,每 个 a, 都 出 现 偶数 次 ,所 
以 积 为 完全 平方 数 . 

如 果 每 个 z, = (0,0,…,0) ,那么 ,由 于 集合 {(cl ,ccs) 1с; = 0 或 1,i = 1,2, 
…,n| 恰 有 2" -1 个 元 素 ,由 题 设 N > 2” > 2" - 1, 所 以 必 有 天 和 帮 (1 < k < h < N) 
满足 w = vw .这 时 ,在 乘积 5,5… 6b 和 by 5，…6 中 每 个 a, 出 现 的 次 数 具 有 相同 的 奇偶 
性 ,从 而 它们 的 商 , 即 乘积 b... 6,2… b, 中 每 个 a; 出 现 偶数 次 , 亦 即 b... b, b, 为 完全 
平方 数 . 


【模拟 实战 】 


аон еа Эрушс 


习题 A 


1. 7 为 坐标 平面 上 所 有 整 点 的 集合 ( 横 , 纵 坐标 都 是 整数 的 点 称 为 整 点 ) ,如 果 两 个 整 
点 (x,7),(u,v) 满 足 1x -wl1+1y -v1= 1, 则 称 这 两 个 点 为 相 邻 点 .证 明 :存在 集 
€ SS 7, 使 得 每 个 点 PE 7, 在 P 与 P 的 相 邻 点 中 恰好 有 一 个 属于 5. 

‚ 设 有 т 只 茶杯 ,开始 时 杯 口 都 朝 上 .把 茶杯 随意 翻转 , 现 定 每 翻转 n 只 , 算 一 次 翻动 ， 
翻动 过 的 茶杯 允许 再 翻 .证 明 : 当 m( > 3) 为 奇数 ,n(> 2 R. n < m) 为 偶数 时 ,无 论 
翻动 多 少 次 ,都 不 能 使 杯 口 都 朝 下 . 

‚ 在 数 轴 上 给 定 两 点 1 和 /2 ,在 区 间 (1W2) 内 任 取 n 个 点 ,在 此 п + 2 个 点 中 ,每 相 邻 
两 点 连 一 线段 ,可 得 n + 1 条 线段 .证 明 :在 此 n + 1 条 线段 中 ,以 一 个 有 理 点 和 一 个 
无 理 点 为 端点 的 线段 惟有 奇数 条 . 

. 将 正 整数 “表示 为 一 些 正 整数 oi ,az,…,a Л, п = а + aa +" + m，, 其 中 
а < 0 < … < 0,. 记 J(n) 是 如 此 表示 的 方法 种 数 (如 4 = 4,4=1+3,4=2+ 
2,4=1+1+2,4=1+1+1+1, 故 f/(4) = 5). 证 明 : 对 任意 n> 1,f(n+1) < 


TL) + fn + 2)]. 


ю 


Г] 


> 


习题 B 


| 某 48 个 自然 数 的 乘积 恰好 有 10 个 不 同 的 质 因数 .证 明 :从 这 48 个 数 中 可 以 挑 出 4 个 


) 数 来 ,它们 的 乘积 恰好 是 一 个 平方 数 . 
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2. W M = [1,2,---,20| XF M BJE—9 6 fE s,f(s) 取 工 到 20 中 的 一 个 整数 (1 < 
f(s) < 20). 证 明 : 存 在 М 的 一 个 10 元 子 集 7, 使 得 所 有 的 大 E 7, 都 有 f(T，\ |k]) 
= k. (IMO - 31 国家 集训 队 训 练 题 ) 

3. 将 正 整数 = 写成 若干 个 1 和 若干 个 2 之 和 ,和 项 顺序 不 同 认为 是 不 同 的 写法 ,所 有 写 
法 种 数 记 为 a(n); 将 n 写成 若干 个 大 于 1 的 正 整数 之 和 ,和 项 顺序 不 同 认为 是 不 同 
的 写法 ,所 有 写法 的 种 数 记 为 8(n) .求证 :对 每 个 n, 都 有 a(n) = В(л +2). 

4. 集 3 = 11,2,…，,19901 .如果 S 的 某 个 31 元 子 集 的 元 素 和 被 5 整除 , 则 称 为 是 S 的 好 
子 集 . 求 S 的 好 子 集 的 个 数 . (IMO - 31 预选 题 ) 


наче МЕТА дрво 
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第 二 章 ”集合 中 的 最 大 .最 小 问题 


【基础 知识 】 


集合 问题 中 最 大 ,最 小 问题 是 一 类 综合 性 较 强 的 问题 , 它 既 涉及 数论 知识 .代数 知 
识 , 还 涉及 组 合 知识 .因而 ,求解 这 类 问题 要 具体 问题 具体 分 析 , 有 时 要 采用 类 分 法 ,有 
叶 要 采用 构造 法 ,有 时 还 要 采用 反 证 法 等 各 种 各 样 的 方法 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 М = 11,2,3,…,1995| ,4 是 hi 的 子 集 且 满足 条 件 : 当 x € А,15х А, 
4 中 元 素 的 个 数 最 多 是 . (1995 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

解 ”构造 子 集 4 如下: 

1995 + 15 = 133, 记 А, = 1134,135,…,1995| , 则 1 А, | = 1862( 个 ). 

133 + 15 = 8 余 13, 记 А, = 19,10,…,133|, 则 1 А, 1 = 125( 个 ). 

记 А, = {1,2,3,4,5,6,7,8},И | А, 1= 8( 个 ). . 

显然 ,4 Ú A; ОА = 11,2,…,19951,4; А, = @,i ј, B l15a 1 a € 
Алі А, = 1,2,3. 

令 4 = А, U 4,, 那 么 ,4 是 满足 要 求 的 子 集 , 且 

1А1=1А, |+1 А, |= 1862 +8 = 1870. 

#2 #5 = 11,2,3,41, п ЙО]: а, ,az, ‚а, 有 下 列 性 质 ,对 于 S 的 任何 一 
个 非 空子 集 B(B 的 元 素 个 数 记 为 | B 1) ,在 该 数列 中 有 相 邻 的 1 8 | 项 恰好 组 成 集合 
В,Ж п 的 最 小 值 . (1997 年 上 海 市 竞赛 题 ) 

解 n 的 最 小 值 为 8. 

首先 证 明 S 中 的 每 个 数 在 数列 a ,a,,… ,a, 中 至 少 出 现 2 次 . 

ЖЕЗ Е ,Я 5 中 的 某 个 数 在 这 个 数列 中 只 出 现 1 次 ,由 于 含 这 个 数 的 二 元 子 集 共 有 
3 个 ,但 在 数列 中 含 这 个 数 的 相 邻 两 项 至 多 只 有 两 种 取 法 ,因此 ,不 可 能 3 个 含 这 个 数 
的 二 元 子 集 都 在 数列 相 邻 两 项 中 出 现 .矛盾 . 

由 此 ,可 得 n > 8. 
另外 ,数列 3,1,2,3,4,1,2,4 满足 题 设 条 件 , 且 只 有 8 项 ,所 以 ,n 的 最 小 值 为 8. 


йз 设 5 为 {1,2,…,50| 的 具有 下 列 性 质 的 子 集 ,$ 中 任意 两 个 不 同 元 素 之 和 不 


被 7 整除 , 则 5 中 元 素 最 多 可 能 有 几 个 ? 《第 43 届 美 国 中 学 生 竞赛 题 ) 


解 ”将 {1,2,…,50i 按照 模 7 分 成 7 类 : 

K, = 11,8,15,22,29,36,43,501 ， 

K, = {2,9,16,23,30,37,44}, 

K, = }3,10,17,24,31,38,45}, 

K, = }4,11,18,25,32,39,46}, 

К, = {5,12,19,26,33,40,47} , 

= |6,13,20,27,34,41,48| , 

Ko = {7,14,21,28,35,42,49}. 

下 面 证 明 :S = K, U K, U K, U {7| 为 满足 要 求 的 最 大 集合 . 

首先 ,对 a,b € 5,а з 0 有 三 种 可 能 : 

(1)а,БЄ К,(1< і < 3), Да + Б = 21(007), а + 不 能 被 7 整除 ， 
(ü)a € K,b € К(1<і еј < 3), Ша+Ь = + (пой), а + b 不 能 被 7 整 


Р 
I 


(а € K,,b = 7(1 < i < 3), Ма + b = i(mod7),a + 不 能 被 7 整除 . 
综 上 知 ,S 中 任 两 个 元 素 之 和 不 能 被 7 整除 . 

其 次 车 给 S 添加 一 个 元 素 , 则 必 存 在 S 中 的 一 个 元 素 与 e 之 和 能 被 7 整除 . 
添加 的 c 有 4 种 可 能 : 

(i)e € K,,MJ с 5 K, 中 的 元 素 之 和 能 被 7 整除 . 

(ic € K,,MJ c 5; K, 中 的 元 素 之 和 能 被 7 整除 . 

(iii)e € К, c 5 K, 中 的 元 素 之 和 能 被 7 整除 . 

(iv)c € L, 则 < 与 7 之 和 能 被 7 整除 . 

综 上 知 ,S 中 元 素 不 能 再 增添 .所 以 ,5 中 元 素 的 最 大 值 为 

ISI=IK I+] K, 1+1 K, |+ 1 = 23. 

4 设 自然 数 n 5, п 个 不 同 的 自然 数 a ,a,,…,a, 有 下 列 性 质 :对 集合 S = 


йа, аз, а, } 的 任何 两 个 不 同 的 非 空子 集 和 ,4 中 所 有 数 的 和 与 8 中 所 有 数 的 和 
都 不 会 相等 .在 上 述 条 件 下 , 求 二 + 二 + Д. 的 最 大 值 ， (1994 年 上 海 市 克 赛 题 ) 


Ж ”不妨 设 o < a, < … < a,. 
先 证 明 :对 任何 自然 数 < пр У) а >2'-1. ; Ф 


ЉЕТА S-Sao 


= 用 反 证 法 .车 > а, < 2—1, а.а, а} 的 每 个 非 空子 集 的 元 素 和 不 超过 


Г] 
£ 2 -2. 但 la aa 有 2 - 1 ЕРЕ НАЧАЛЕ СН, ДГ РА АЕ Е 1036 
Е 素 和 相等 ,这 与 题 设 矛 盾 . 故 所 证 结论 四 成 立 . 
E| вая з, шту, + 2-1. ® 
š 
Wy 事实 上 ,1 + кат +2) 
& Ж 
ка а -1 2-2 а, 2"! 
д четка кета 
Ф а= 5) „0, = 4-2,1, = У)а 


显然 ,cl > cx > > cv， 
D, = Уа = (1+2 6201) = Уа, = (2-1) ьо. 

于 是 ,我 们 有 ü 

1 + жее жуд - +Ç +" + а” = ed 

= су + в(Ю,- D.) + + e, (D, - D,.,) 


= (ej — е) + (c; — с) 0, + + (ср с,) 0, + cD, 


> 0. 
故 @ 式 得 证 . 
注意 到 , 当 S = 11,2,2 ,2 时 , 题 设 条 件 成 立 .此 时 ,有 
оз L... 1 = 1+1 61 a 2- zL, 
0 ` a a, 2 тт 215 
因此 ,所 求 的 最 大 值 是 2 - T. 
【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 假定 结论 来 推导 ,具体 构造 来 验证 
例 5 10 人 到 书店 买书 ,已 知 :(1) 每 人 都 买 了 三 种 书 ;(2) 任何 两 人 所 买 的 书 中 ， 
者 至 少 有 一 种 相同 . 问 购买 人 数 最 多 的 一 种 书 最 少 有 几 个 人 购买 ? 
(1993 年 中 国 奥林匹克 题 ) 


Н 解 。 设 购买 人 数 最 多 的 一 种 书 有 x 人 购买 ,10 人 中 的 甲 购买 了 三 种 书 , 因 其 他 9 
12 


人 都 至 少 有 一 种 书 与 甲 的 书 相同 ,又 9 + 3 = 3, 则 知 甲 的 三 种 书 中 ,购买 人 数 最 多 的 一 


种 书 不 少 于 4 人 购买 , 故 x > 4. 


如 下 列 集合 表示 : | А, А, ‚А, |, Ат, A.A 1. 1А Аз Аа, (САА, А, ТАА А5}, 
{А,,А, ‚А, ‚1А, ‚А, ， As}, {42,As, А} ‚1А, А; ‚А, {hs,A4, Ае. 


不 同 的 数 a ЯЬ, (а + b) | ab. (1993 年 中 国 冬令 营 题 ) 


其 中 ab EN НЖ(а,,Ь,) = lai е bi, 不 妨 设 a > Ы. 


12), (30,15), (36,18), (42,21), (48,24); 


对 都 至 少 包含 M 中 的 一 个 元 素 . 令 T= S М. 


50 - 12 = 38, 所 以 ,所 求 最 小 自然 数 丰 = 39. 


жх = 4, 则 甲 的 三 种 书 均 有 4 人 购买 . 

同 理 ,其 他 9 人 的 每 种 书 也 均 有 4 人 购买 . 

故 10 人 所 买书 的 总 数 应 是 4 的 倍数 , 即 4 1 30,278. ТЦ х > 5. 

当 x = 5 时 , 设 4 为 互 不 相同 的 书 , 存 在 购买 人 数 最 多 的 一 种 书 恰 有 5 人 购买 情况 


#6 #5 = 11,2,…,50}, 求 最 小 自然 数 k, 848 S 的 任 一 上 元 子 集中 都 存在 两 个 


Ea =ƏiRe ДУ ЗЕ-+-ЧЕЙЕ МЕ ГЫ ЭружО 


解 ” 设 有 a,bE 5S 满足 条 件 (a + Ь) 1 аЬ,ййс = (а,Ь), Ра = са, = с, 


由 于 a+b= с(а + Ь,),аЬ = Cab, 

ВЖ, (а; + b.) | ca,b,. 

又 由 于 (aa + ,ai) = 1,(а, + 6,6) = 1, 

Ж, (а, + 6) |с. 

于 是 ,a,b E€ 5,70 a + b < 99,8 

с(а, + а) < 99,1803 < а + b, < 9. 

由 此 可 知 , S 中 满足 条 件 (a + b) | ab 的 不 同 数 对 (a,5) 共有 23 对 ,列举 如 下 : 
а + b, = 3 时 ,c 是 3 的 倍数 ,属于 这 一 类 的 (a,b) 有 (6,3),(12,6),(18,9),(24， 


al + b, = 4 时 ,有 (12,4),(24,8),(36,12),(48,16); 

а + b, = 5 时 ,有 (20,5),(40,10),(15,10),(30,20),(45,30); 

a, + b, = 6 时 ,有 (30,6); 

а + b, = 7 时 ,有 (42,7),(35,14),(28,21); 

а + b; = 8 时 ,有 (40,24); 

а + b, = 9 时 ,有 (45,36)， 

令 M = {6,12,15,18,20,21,24,35,40,42,45,48| , 则 上 述 23 个 数 对 中 的 每 一 个 数 


于 是 ,7 中 任何 两 数 都 不 能 成 为 满足 要 求 的 数 对 (a,5). 因 为 | M1= 12, 1 了 1= 


另 一 方面 ,下 列 12 个 满足 题 中 要 求 的 数 对 互 不 相交 ,它们 是 


З ЧАА Эсуно 


(6,3), (12,4), (20,5), (42,7), (24,8), (18,9), 

(40,10), (35,14), (30,15), (48,16), (28,21), (45,36). 

对 于 5 中 任 一 39 元 子 集 尺 , 它 只 比 S 少 11 个 元 素 ,而 这 11 个 元 素 至 多 属于 上 述 12 
个 数 对 中 的 11 个 ,因此 , 必 有 12 对 中 的 一 对 属于 R. 

综 上 所 述 , 所 求 的 最 小 自然 数 k = 39. 

例 7 设 S= 1А = (aaa)1a = 0 或 1,i = 1,2,…,8|, 对 于 5 中 的 两 


个 元 素 4 = (а,,а,<,)Ж В = (Ь,Ь,, 7,6) 4А, В) = 311a-b1, 并 


称 其 为 4 和 之 间 的 距离 . 问 S 中 最 多 能 取出 多 少 元 素 ,它们 之 中 任何 两 个 的 距离 > 
5? (1995 年 中 国 国家 队 选 拔 赛 题 ) 
解 05 是 5 а 87 中 的 任何 两 个 元 素 之 间 的 距离 > 5. 
ЎА = (а,,а,,,в) ЖП B = (六 加) 是 3 中 的 两 个 元 素 , 记 


(А) = Уо, w(B) = Ук. 

848, 004), ов) 分 别 表示 A, B 中 的 1 的 个 数 ， 

如 果 w(4) + w(B) > 12, 那 么 4 和 B 中 至 少 有 4 个 1 的 位 置 相同 ,从 而 

d(A,B) <8-4=4， 

此 与 57 的 定义 矛盾 .因此 , 必 有 zw(4) + w(B) < П. 

从 上 式 可 知 ,在 集合 S' 的 元 素 中 ,最 多 只 有 一 个 元 素 里 的 1 的 个 数 > 6. 

不 妨 设 (0,0,0,0,0,0,0,0) Є 8'( 因 为 可 以 将 8' 内 的 每 一 个 元 素 的 第 ; 个 分 量 同 时 
由 1 变 0 或 由 0 变 1, 不 改变 8' 的 性 质 ) . 

这 样 ,S' 中 的 其 他 元 素 中 1 的 个 数 > 5. 如 果 5' 中 有 两 个 1 的 个 数 等 于 5 的 元 素 ， 
那么 由 5+ 5 - 8 = 2 可 知 ,这 两 个 元 素 至 少 有 两 个 相同 的 分 量 位 置 上 都 是 1. 又 因为 这 
两 个 元 素 的 距离 > 5, 所 以 这 两 个 元 素 至 多 有 两 个 相同 的 分 量 位 置 上 都 是 1. 

综 上 所 述 , S' 中 任何 两 个 1 的 个 数 等 于 5 的 元 素 丛 在 两 个 相同 的 分 量 位 置 上 都 是 
1, 因 此 , 57 中 至 多 有 两 个 1 的 个 数 等 于 5 的 元 素 ， 

由 上 面 的 讨论 可 知 ,8' 中 至 多 有 4 个 元 素 ,其 中 一 个 为 全 为 0 的 元 素 ,一 个 是 1 的 
个 数 > 6 的 元 素 ,2 个 是 1 的 个 数 = 5 的 元 素 . 

另 一 方面 ,S' 可 以 由 以 下 4 个 元 素 构成 ; 

(0,0,0,0,0,0,0,0), (1,1,1,0,0,1,1,1), 

(1,1,1,1,1,0,0,0),(0,0,0,1,1,1,1,1). . 

故 在 S 中 最 多 能 取出 4 个 元 素 ,它们 之 中 任何 两 个 的 距离 > 5. 

例 8 11 个 集合 M,，M,,…, Mi, 每 个 集合 有 5 个 元 素 ,并 且 任 意 两 个 集合 的 交 非 


空 . 求 具有 同一 公共 元 素 的 集合 数目 的 最 大 值 的 最 小 可 能 值 . 
(1994 年 罗马 尼 亚 国 家 队 选 拔 赛 题 ) 
解 ” 用 n(x) 表示 含有 元 素 x 的 集合 的 数目 .用 了 表示 所 有 11 个 集合 Mi, M,，…， 


м, 内 全 部 元 素 组 成 的 集合 , 即 了 = Ü M,. 
由 题 设 可 知 ， 2л) = 5:11 = 55. (+) 


Жс. 表示 从 (个 集合 中 任 选 两 个 集合 组 成 集合 对 的 对 数 ， 也 是 从 11 个 集合 
中 任 选 两 个 含有 元 素 x 的 集合 组 成 集合 对 的 对 数 (如 果 n(x) = 1, 规 定 С) = 0) .由 
于 任意 两 个 集合 Mi ,Mi(I < i < j < 11) 的 交 非 空 ,因此 ,MM УМ, 至 少 有 一 个 公共 元 
素 x € Т. 换 句 话说 ,任何 一 对 集合 (MM,MM)(1 < i < j П) 至 少 有 一 个 公共 元 素 
z € Т.(М,,М,)  п(х) 2 х 的 集合 中 一 对 集合 ,所 以 ,有 


DCs > Ch = 55,808 1 У)а(а) а) - 1] > 55. 

Ет. ЄТ 

记 n = maxjn(z) 1х € T|, Mj Еа (а - 1) (а) > 55. 
єт 


再 利用 ( * ) 式 ,可 得 才 (n - 1) > 1, 从 而 n> 3. 

ШЖ п = 3, 那 么 ,对 任意 的 x € 7, 都 有 n(x) < 3. 下 面 证 明 : 不 存在 x € 了, 使 得 
п(х) < 2. 

用 反 证 法 .如 果 存 在 某 个 x € 7, 使 得 n(x) < 2, 那 么 至 少 有 11 - 2 = 9 个 集合 不 
含 x. 不 妨 设 Mi ,NM ,Mi ЖА z, M, 含 *. 由 于 M,,M,,:-: , Mu 中 的 每 一 个 与 M. 
至 少 有 一 个 公共 元 素 ,而 这 个 公共 元 素 又 不 是 x, 因 此 ,一 定 是 М, 的 其 他 4 个 元 素 之 
一 ,这 4 个 元 素 属于 Ms,M4 ,Mu 这 9 个 集合 ,那么 必 有 一 个 元 素 y РМ,,М,,, 
Mu 这 9 个 集合 中 的 三 个 集合 ,加 上 y € Mi ,有 n(y) > 4.5 п = 3 了 矛盾， 

因此 , 当 n = 3 时 ,对 任意 的 x € 7, 都 有 n(x) = 3. 于 是 ,我 们 有 3 -171= 11.5， 


有 171= 5, 矛盾 . 
由 此 ,可 得 n > 4. 
Мп = 4 时 ,我 们 可 以 给 出 符合 题目 条 件 的 一 个 例子 如 下 : 
М, = M, = |1,2,3,4,5|,М; = |1,6,7,8,9|, 
М, = {1,10,11,12,13}, M, = {2,6,9,10,14}, 
М, = {3,7,11,14,15}, M, = |4,8,9,12,15}, 
Ms = {5,9,13,14,15}, M, = {4,5,6,11,14}, 


次 吾 潍 访 导 五 性 溢 洲 加 让 奖 O 


она ЭО 


Мұ = {2,7,11,12,13},М„ = {3,6,8,10,13}. 
2. 特殊 情形 来 探索 ,综合 推 证 获 结论 
例 9 WS = (x,x,,…,%,) 是 前 个 自然 数 1,2,…,n 依 任意 次 序 的 排列 .f(5) 
为 S 中 每 两 个 相 邻 元 素 的 差 的 绝对 值 的 最 小 值 . 求 f( 5) 的 最 大 值 . 
(IMO - 30 预选 题 ) 


解 ”分 两 种 情况 讨论 . 
G) # п = 2k 为 偶数 , 则 /(5) < k 与 其 相 邻 数 之 差 的 绝对 值 不 大 于 . 


另 一 方面 ,在 8 = (k+1,1,k+2,2,…,2k,k) 中 ,有 f(S) = k = [2]: 


Gi) # n = 2k + 1 为 奇数 , 则 f(S) < +1 与 其 相 邻 数 之 差 的 绝对 值 不 大 于 上 . 
另 一 方面 ,在 S$ = (k+1,1,k+2,2,…,2k,k,2k +1) 中 ,有 


f(S) = k = [23]. 


综 上 所 述 ,maxf(S) = [2]. 

例 10 设 S = {1,2,…,2005|. 若 5 中 任意 n 个 两 两 互 质 的 数组 成 的 集合 中 都 至 
少 有 一 个 质数 , 试 求 п 的 最 小 值 、 (2005 年 中 国 西部 奥林匹克 题 ) 

解 ”首先 , 取 S 的 一 个 子 集 4o = 11,2,3,5,-,41°,43°}, Д1 А, 1 15,4, 中 任 
意 两 数 互 质 ,但 其 中 无 质数 . 这 表明 n > 16. 

其 次 ,可 以 证 明 :对 任意 4 C 5,n = | À 1 = 16,4 中 任 两 数 互 质 , 则 4 中 必 存 在 一 
个 质数 . 

反 证 法 : 

假设 4 中 无 质数 , 记 4 = |a,6,,…, awl. 

分 两 种 情况 讨论 . 

(О ЖІ 4, 则 a1,a,，,…, ais 均 为 合 数 ,又 (oa) = 1(1 < i<j< 16), 故 a 
与 а, 的 质 因数 均 不 相同 . 

设 а, 的 最 小 质 因 数 为 p; ,不 妨 设 p< р, < … < рь, 

а > рі > 2,а > рї} >3,%,0s > pb > А > 2005, 
了 矛盾 . 
(2) #1Є А, а, = 1,a ,aa，…,as 均 为 合 数 . 
同 (1) 所 设 , 同 理 , 有 а, > рі > 2,a, > рї > 3°,-,а„ > рї, > 47 > 2005, 
矛盾 . 
从 而 ,4 中 必 有 质数 , 即 


16 


=141= 16 时 结论 成 立 . 


综 上 ,所 求 п 的 最 小 值 为 16. 


例 11 (1) 求 所 有 自然 数 n(n > 2) ,使 得 存在 实数 c ,ac ,…:,a ЖЕ а - a1 
Пеја} = HB. 1, 
(2) ЖА = {1,2,3,4,5,6},В = |7,8,9,…, ni .在 4 中 取 三 个 数 .8 中 取 两 个 数组 
成 五 个 元 素 的 集合 4,i = 1,2,…,20, | А, (| А, 1< 2,1< i<j< 20. 求 n 的 最 小 值 . 
(2002 年 中 国 国家 队 集训 选拔 赛 题 ) 
解 (l)a,,a,," a, 有 如 下 性 质 : 
(i)a,,a,,"", a, 两 两 不 等 ; 


Gi) 它们 的 差 的 绝对 值 两 两 不 等 . 

于 是 ,n = 2,a, = 0,o = 1; 

п = 3,а = 0,a, = 1,а; = 3; 

п = 4,2 = 0,a, = 2,а; = 5,а; = 6. 

下 证 : 当 n > 5 时 ,不 存在 a ,a,,…,a, 适合 题 设 条 件 . 
Ф0<а<а<с<а„,Ь = ao-oii=12…mn-1 则 当 ;i < 了 7 时， 


а-а |= a - a = b + + +b.,(1<i<js<n. 
显然 ，max la, -a |=la -a,l= а,, 
leicjen 


所 以 ,a, = Tn(n - 1), 即 а, = a, — a, = bi ++ Ьу = 0 
2 2 


注意 到 ,4b,,…, 5b; 两 两 不 等 ,总 和 为 1 +2+… + (п 一 1), 目 b,,b,,…,b, 都 不 等 
ФА, Ц, Ы, ,bi 为 1,2,…,n -1 的 一 个 排列 . 

注意 到 妈 + + bl si < 了 < 为 12,…,aCai- 了 的 一 个 排列 ， 

所 以 ,bi + baa >п, = 1,2,--,n - 1. 

设 b =1,2<ї<п-2,ЩЬ + >п, + b, > n. 这 就 证 明了 6b, ,b,, > 
п- І.Д Ьу = Б = n 一 1. 这 导出 矛盾 .因此 ,只 有 5b, = 1 或 b=1, 且 b=n-1 
Б. = п-1. 

设 b = 1,6. = п- 1,0, + b, = n. 所 以 ,b+ bw > n,i > 1. 已 知 存在 指标 
і, Ба = 2,03, > n 2.0, = п- 1.1 b, = 2,Ь, = п – 2,18, b, + 
b, = by + ,, ФШ. НД, цп - 1 4 时, 即 n>5 时 ,不 存在 cl,…,o, 适合 题 设 
条 件 . ) 


Б = 1,6, = 1. 同 上 法 讨论 仍 得 = > 5 时 ,不 存在 ol ,az，… 


„а, 适合 题 


аљам Эрш 


дите ЗЕ Га Эсушо 


(2)п 的 最 小 值 是 16. 

设 B 中 每 个 数 在 所 有 4; 中 最 多 重复 出 现 k 次 , 必 有 k < 4. 车 不 然 , 数 m 出 现 k 次 ， 
k > 4,3k > 12, 在 m 出 现 的 所 有 4; 中 ,至 少 有 一 个 А 的 数 出 现 3 次 ,不 妨 设 它 是 1, 就 
ЖЖЖ 11,а,,а,,т,Ь},11,ау,а,,т,Ь},11, аз, ав,т,Ь;},ҖҤ а € A,1< i<6. 
为 了 满足 题 意 , ai 必须 各 不 相同 ,但 只 能 是 2,3,4,5,6 五 个 数 .这 是 不 可 能 的 . 

k = 4,20 ` A,, B 中 数 有 40 个 ,因此 至 少 是 10 个 不 同 的 ,6 + 10 = 16,# п > 16. 

3 n = 16 时 ,可 作出 如 下 20 个 集合 : 

11,2,3,7,8},11,2, 和 

11,3,5,13,14] ,{1,3,6,12,15| ,11,4,5,7,9| ,11,4,6,13,16] ,11,5,6,8,11| ， 

{2,3,4,13,15} ,12,3,5,9,11}, |2,3,6,14,16} , {2,4,5,8,10} ,12,4,6,7,11}, 

{12,5,6,12,13} ,13,4,5,12,16|, {3,4,6,8,9} , {3,5,6,7,10} , |4,5,6,14,15} . 

例 12 iX = {1,2,…,2001}. 求 最 小 正 整 数 m, 适 合 要 求 :对 的 任何 一 个 mm 元 
子 集 到 ,都 存在 wv € W(w 和 vw 可 以 相同 ) ,使 得 w + v 是 2 У. 

(2001 年 中 国 奥林匹克 题 ) 

解 ” 当 ww 分 别 为 2 +a,2 -a 时 ,w+v =2x2 =25 是 2 的 方 赛 , 由 此 将 
划分 成 以 下 5 个 子 集 : 

2001 = 2° + 977 > x > 2" - 977 = 47, 

46 = 2° + 14 > x > 2° – 14 = 18, 

17 = 2 +1> x>2 -18=15, 

14=2+6>x>2-6=2， 

多 三 1 

< Y = |2001,2000,…,1025} U {46,45,…,33} U {17} U 114,13,…,9}. 

于 是 , | Y 1 = 998, 且 对 任何 u. € 了 ,wu + "都 不 是 2 УЕ. 

证 明 如 下 : 

Чио EY 时 ,不 妨 设 u > " 且 有 2 < wu <2' +a <2", 其 中 , 当 7r 分 别 取 值 10， 
5,4,3 时 ,相应 的 a 值 依 次 为 


977,14,1,6. 

()#2 < ои, ‚27 < w+v < 27, и + vv 不 能 是 2 的 方 短 . 

(2) #1< v < 2 , 则 当 2 < и<2 +a(l<a<2)BF,1 <v <2 - а. TE 
2' <и+о < 2,u + о ВЕЕ 2 ЮРЖ. 

所 以 , 子 集 了 中 任何 两 数 之 和 都 不 是 2 的 方 寡 . 

故 所 求 的 最 小 正 整数 m > 999. 


将 下 划分 成 999 个 互 不 相交 的 子 集 : 


A, = {1024 ~ i,1024 + 计 (i = 1,2,…,977)， 
В, = |32 - ],32 + ]}(} = 1,2,.…,14), 

С = {15,17}, 

D, = |8- k,8 + k|(k = 1,2…,6)， 

Е = {1,8,16,32,1024}. 


X-T. ХВЕ — 15999707 W, W ПЕ > 全, 则 从 其 中 任 取 一 个 元 素 的 2 倍 
都 是 2 的 方 赛 ; 若 多 站 E = 多 , 则 多 中 的 999 个 元 素 分 属于 前 面 的 998 个 2 元 子 集 . 
由 抽 居 原理 知 , W 中 必 有 不 同 的 u、v, 属 于 其 中 同一 个 子 集 . 显然 ,u + v 2107Ж. 
综 上 ,所 求 的 最 小 正 整 数 m = 999. 


【模拟 实战 】 


习题 A 


. 证明: 存在 一 个 2003 的 整数 倍 , 它 不 超过 11 位 , 且 各 位 数字 不 含 2,3,4,5,6,7. 

, 已 知 自然 数 n > 5, 试 求 : 
(1)п 0#1а,,а;, al 中 ,a + qa(1 < i <j<n) 至 少 产生 了 多 少 个 不 同 的 数 ? 
(2) 确定 达到 上 述 最 小 值 的 所 有 п 元 集合 . 

. 某 运动 队 的 队员 编号 无 重复 地 取 自 正 整数 1 到 100. 如果 其 中 任 一 队员 的 编号 都 不 
是 另 两 队员 编号 之 和 ,也 不 是 另外 某 一 队员 的 2 倍 , 问 这 个 运动 队 最 多 有 几 个 人 ? 

. Ф 3 是 n 个 不 同 实数 的 集合 ,4s 是 由 S 中 所 有 互 不 相同 的 两 元 素 的 平均 值 所 组 成 的 


ю 


O° 


> 


集合 .对 给 定 n > 2,А, 最 少 可 能 有 多 少 个 元 素 ? (1993 年 普 特 南 竞赛 题 ) 
5. 集合 100,01,…,98,99| 的 子 集 开 满足 :在 任 一 无 穷 的 数字 序列 中 均 有 两 相 邻 数字 构 
成 的 元 素 ,X 最 少 应 含 多 少 个 元 素 ? (第 52 届 莫 斯 科 奥 林 匹 克 题 ) 


e 


求 最 小 的 正 整数 ,使 得 S = {1,2,…,150| 的 每 个 pü РА 4 ПУТА 
数 (已 知 S 中 共有 35 个 素数 ) . 


习题 B 


人 


. 一 个 数 集 的 和 是 指 它 的 所 有 元 素 的 和 , 令 5 是 一 些 不 超过 15 的 正 整数 组 成 的 集合 ， 
5 的 任意 两 个 不 相交 的 子 集合 的 和 不 相等 ,并 且 在 所 有 具有 上 述 性 质 的 集合 中 , 的 
和 最 大 , 求 集合 5 的 和 . (第 4 届 美 国 邀 请 赛 题 ) 


а-н ЯКАТА ЭСушО 


2. 用 荆 (8) 表示 非 空 整数 集 S 中 所 有 元 素 的 和 . 设 = 1a ,a,,…, a,| ЖЕШ, Н 
а < а, < … < mm, 若 对 每 个 正 整数 n < 1500 ,存在 4 的 子 集 $, 使 得 P(S) = n. 
试 求 满足 上 述 要 求 的 au 的 最 小 值 . (第 21 届 美 国 奥林匹克 题 ) 

3. 是 一 个 正 整数 ,4 是 集合 |1,2,…,n| 的 子 集 的 一 个 集合 ,使 得 4 内 无 元 素 包含 4 
的 其 他 元 素 . 求 4 的 全 部 元 素 的 个 数 的 最 大 值 . (1994 年 保加利亚 奥林匹克 题 ) 

4. 集合 4 = |1,2,3,--- ,1997] ,对 4 的 任意 一 个 999 元 子 集 X, 若 存在 х,у € X, 使 得 
х <у B.x 1y, 则 称 X 集 为 好 集 . 求 最 大 的 自然 数 a(a € А) ,使 任 一 含有 的 999 元 
子 集 都 为 好 集 . 《《 中 等 数学 》1999 年 1 期 奥林匹克 问题 ) 
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函数 问题 


ЮЕ b ЭЕ-н-ЕЙЕ ЗЕ TS Эружо 


第 三 章 ”函数 值 . 值 域 的 求解 


【基础 知识 】 


求 某 些 抽象 函数 的 值 或 值 域 ,是 需要 综合 考查 函数 的 构成 特点 (有 的 函数 是 以 某 
一 简单 函数 为 模特 或 特殊 函数 为 背景 构 作 而 来 ) 及 性 质 后 ,根据 所 给 条 件 来 推导 计算 
结果 的 一 类 问题 ,所 需要 的 基础 知识 是 熟悉 掌握 函数 的 单调 性 、 奇 偶 性 、 周 期 性 有 界 
性 等 基本 性 质 和 这 些 性 质 的 综合 应 用 .… 


【典型 例题 与 基本 方法 】 
例 1 #й#у:{х z 60,1, € RH 一 了 R, 且 满足 FLz) + /和 =) = 1+ xz R 


2). 
解 5®=12уҗуь 


1 
1-у' 


ШЖ /(ү1—) + ба) = #=2. Ф 


1-5 х 


又 令 x = “І, КЛЕЯ 


и 


Ка) лт) = l,m El) клі 


代入 题 设 条 件 式 ,有 CT) + О) = =, 


Es SIF ДУ ЗЕ-н-ЕЙЕ МЕГА руво 


由 题 设 条 件 式 及 D,@, 得 f(x) = £ C. 


故 /@) = 3. 


й2 设 函 数 /(x) 满足 下 列 条 件 : 

G) # z > y, 且 f(x) +x>a>Ay)+y, 则 存在 实数 zE [y,x], 使 得 Kz) = 
ш-—12{ 

(这 方程 Kx) = 0 至 少 有 一 个 解 ,并 在 该 方程 的 解 中 存在 一 个 解 不 大 于 所 有 其 他 
的 解 ; 

Gii)/(0) = 1; 

(iv)/(— 2003) < 2004; 

(а) fly) = Лх у) + y f(z) + zy]. 

Ж f(— 2003) МИЙ. 

解 “ F(z) = f(x) + х, F(0) = 1. 

Ë u JE у(х) = 0 的 最 小 根 , 则 F(u) = и. 

Жи < 0, 则 对 于 w = 0, 由 条 件 (i) 及 F(0) > w > F(u) 得 出 :存在 : € [u,0], 
使 得 F(z) = w = 0. 

由 条 件 (v) 知 0 = f(z) + /(u) = Да f(u) + u f(z) + zu] 

= flu(/(z) + z)] = flu ° F(z)] = f(0) = 1. 

ЖЕ, Ц, и > 0. 

对 于 任意 实数 *, 由 条 件 (v) ,有 

0 = /(ж). и) = Дх flu) + u * f(x) + xu] = flu ` f(x) + xu]. 

从 而 ,wf(x) + xu 是 方程 f(x) = 0 0948. 

иу) = 0 的 最 小 根 , 则 w f(x) + x u > u, 

从 而 ,f(x)+x 宇 1, 即 /(х)>»1-х. 

于 是 f(- 2003) > 2004. 

又 由 条 件 (iv) ,有 f( 2003) < 2004. 

故 /(- 2003) = 2004 


例 3 已 知 函 数 /(x) 在 (- 1,1) 上 有 定义 ,/( 广 ) = - 1, 且 满足 4,y € (-1,1), 
Жа) + бу) = fE) HBH: 


1+ xy 


(1) 车 有 序列 х, = 去 ,xs = үт. (z) =-2° 


п+а + 


+ ) = 50). 


(CO1+ 7 二 ) + = + (= 


п === 


з 


证 明 ”由 题 设 ,有 (0) +700) = (0+0) = f(0) ë /(0) = 0. 


х - х 


X <€ (-1,1),# f(x) + f(— z) = Кг) = f(0) = 0, 
1870 z) тыы ы 1) 上 为 奇 函 数 . 


ч 


(0) х= y, 有 2f(x) = Жү? т? 从 而 大 xs) = fG z) = 2/(х,). 


ЭХЖЕНЯ ‚ДЕЎ | f(x,)1 айз у) = -1 公 比 为 9 = 2 ткн, 
б) =- 27. 


1 1 
0) зру = (ЕК + 1) (6+2) -1 


1 1. 1 
(k + 1)(k + 2) 2 k+l k+2 


£ 1 
"` +002) г а 
атту = буу + = рү! -/брүз), 
тш л үү = fh Е) =-1- p. 
Ж-+у р) ++ 
例 4 х > 0, 求 函数 


31. 
x 


0.015) = 0. 


x+ 


f(x) = н ы ыр КА, 
[s]. [+] + 627+ 051 +1 


的 值 域 .其 中 [x] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 . 


解 ih (=) 的 表达 式 中 ,x 与 二 对 称 , 且 * > 0, 不 妨 设 x > 1. 
G) x = 1 时 ,十 =1, 有 /(1) = 2 2+ 


(йа > 1 时 , 设 == n+a,0<a<1,nEN+, 有 [x] = n,[1] = 0.08) = 


n +e 
n+1 


Зза Эгужо 


ЫТА Это 


ХЕИ g(x) = е 


п+а 


п+1 ДРЕ] 
n+1+ 1 уйле т т = Һ(п = 1,2,---). 


ла) наа» 10 М ДЕЕ ДЫ С 
1 


1 
п+—— 2 п+1+ 
й а, = n+1 n +1, 


Е n+1 _ |, 1 
Жо кыы чк А. Ж n+1 = (п + 1)?" 
Ж 1, = [а,,Ь,). 
又 ca = nn DG +2) 


从 而 , 当 m 2 时 ,or = а < aç < as < < < а, ec 
易 知 b 单调 递减 , 即 6, > b, > bç > > Б, > 
#k[a,,b,) = айга аә 
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因 =[a,b)= 1). = [ovb) = [2,10), 
BDA UU BU ULU = AU UY = [2,3], 


综 上 所 述 ,/(x) 的 值 城 为 | 十 | U [总 55. 


例 5 Б (л) 是 定义 域 为 正 整数 集 且 取 值 为 正 整 数 严格 单调 递增 函数 , 且 
满足 /[f(n)] = Зп, Ж f(2004) 的 值 . 

解法 1 由 题 设 知 f(n) € N'*, 且 (3n) = Д1/1/(л)]] = 3 (п), һєм. Ф 

首先 求 /(1) 与 f(2). 

车 A(1) = 1, 则 有 J/(1) = f(f(1)) = 3,5 f(n) 单调 矛盾 . 

由 题 设 ,有 /[f(1)] = 3,Ж f(1) > 3, 则 由 严格 单调 性 , 知 f(3) > 0) > f(1) > 
3, 从 而 (3) > 5, 即 ff(1)) > f(3) > 5 5 /(/(1)) = 3 矛盾 . 

因此 ,f(1) = 2. 

在 条 件 式 /[f(n)] = 3n(n EN’) 中 , 令 n=1 有 f[f(1)] = f(2) = 3. 

同样 ,由 条 件 式 /[/(n)] = 3n, 可 求 得 

f(3) = 6, (6) = 9,f(9) = 18,--- 

由 此 猜测 Fn +1) < f(n) + 3(n € N°). @ 
此 ,其 次 证 明 上 述 不 等 式 成 立 . 


假设 @ 式 不 真 , 即 存在 n。€ N' ,使 得 f(no + 1) > f(no) + 3, 则 由 题 设 


3(no +1) = flf(no +1)] > /f(xo) + 3] > f[f(no)] +3 = Зп + 3,2FJ8.. 
因此 @ 式 成 立 . 
最 后 , 求 f(2004). 
由 加,@ 两 式 即 f(1) = 2,f(2) = 3, 一 方面 有 
(2004) = 3 - f(668) > 3[/(669) - 3] = 3°. f(223) -9 
> 3°[/(225) - 6] = 3°. /(75) ~ 63 = 3“ - f(25) - 63 
> 3°[/(27) - 6] - 63 = 3*. /(3°) - 549 
= 3⁄ - 3° - /(1) — 549 = 3' + 2 – 558 = 3825. 
另 一 方面 ,有 
(2004) = 3/(668) < 3[/(666) + 6] 
= 3. f(Ə° - 74) + 18 = 32. f(74) + 18 
=< 39. [/(72) + 6] + 18 = 3 + /(3° + 8) + 180 
= 3° /(8) + 180 < 3° - [/(6) + 6] + 180 
= 3°. 502) + 6 - 3° + 180 = 3° - 3 + 6 - 3° + 180 = 3825. 
К f(2004) = 3825. 
解法 2 ” 同 解法 1 求 得 fO) = 2. 由 f(3n) = fLf(/(n))] = 3/(n)(n € N°), 
NIM k € М 时 ,有 (34) = 34 f) = 2-3*. 
由 上 式 ,又 有 J(2.3*) = f[/(3)] =3.34 = 3", 
因此 ,对 任意 mrE N: ,有 J(3") = 2-3°,/(2.3") = 3". 
ХИ у(2. 3") – /(3") = 3"! -2.3" =3"=2.3"-3". 
则 知 自 变量 由 3" 增加 到 2 - 3" 时 ,函数 值 从 2 - 3" 增加 到 3°! ,注意 到 f(n) € N° 且 严 
格 单调 递增 , 知 f(3* + m) = 2.3" + m(0 < m < 3" ,m € N°). 
0 f(2 - 3" + m) = Д3" + m)] = 3: (3" + m). 
2-3" + m,” n = 3: + m,0 < m < 3“ 时, 
Ла) = be + т), n = 2-3: + m,0 < m < 3' Н. 
而 2004 = 2. 3° + 546,0] /(2004) = f(2* 3° + 546) = 3(3° + 546) = 3825. 


【 解 题 思 维 策略 分 析 】 


1. 通过 观察 联想, 赋 以 某 些 特殊 值 , 注 意 归 纳 、 类 比 ,从 而 确定 未 知 函 数 的 性 质 来 
求 得 其 值 或 值 域 

例 6 已 知 函 数 是 定义 域 为 及 的 函数 , 且 F(x +2)[1 - /(x)] =1+/(х),/(1) = 
2 +Y2. 求 (1989) . (1989 年 北京 市 竞赛 题 ) 


解 由 /x+201-7oO] =1+1(4), 有 f(x+2) = ТЕД. 


28 ye 2 5E-T-WeSE2a: ГЫ жо 


озго 


1+ Кх) 


1+ 
1+ х +2) 1- Кх) 1 
Ms +s) = Л = AD =- ди. 
1- f(x) 
хуа) = КҖЕ+ 1 Щ 
/4 -2) 1391-1 1-1 
х-2)-1 х)+1 
Хе 0) == 2) +15 fx) -1 1 A: 
Ка) +1* 
Ж f(x +4) = f(x - 4), 
Вр /(х +8) = f(x). 
于 是 f(1989) = /(248. 8+5) = /(5) =- уу =- = =- 2: 


917 设 /(n) 是 定义 在 所 有 正 整数 上 且 取 正 整 数值 的 函数 .对 所 有 正 整数 т, п, 


解 ” 设 f(1) = г, (m) = n, 则 


ff fLf(m) + f(n)] = m + п. f(1988) 的 所 有 可 能 值 . (1988 年 墨西哥 奥林匹克 题 ) 


fl2n) = Ат) + f(m)] = 2m. @ 
特别 地 , 当 m = 1,n = 28,00) = 2. ® 
我 们 证 明 г = 1, 不 然 的 话 , 则 设 上 = b + 1,b € N. [Ө] 


每 个 n€ N, 都 有 [f(n)] = 


ХВ) = c,c EN, 则 fl(2c) = 20, 并 且 

2c +24 = Дус) + /(24)] = /(2Ь +2) = /(2:) = 2, 

即 上 +e = 1. 矛 盾 , 于 是 f(1) = 1. 

ШЖ /(п) = mn, 则 .n+1l) = Ип) +f)] = n + 1. 

所 以 ,对 一 切 自然 数 n, 有 _f(n) = 

特别 地 ,f(1988) = 1988. 

例 8 设 N 为 自然 数 集合 ,k C N, 如 果 有 一 个 函数 f. ed КШ 

kn .求证 :对 每 一 个 n€ N, жн, Ж 1 = Хп) < 
(第 5 Жину) 

证 明 ”由 于 f:N 一 N 是 严格 递增 的 ,因此 ,有 

Хп) = п,Ф /(п+т) >/(п)+т.®@ 

H Ф, (п) = п + т(т 为 非 负 整数 ) ,于 是 由 已 知 , 得 

ka = f[f(n)] = f(n + m) > f(n) + m = Кп) + f(n) - п, 


йв > 2/(п) - п, (п) < 和 ln. 图 


1„, 


由 图 可 得 ,如 = /[f(n)] < 10а). 


即 f(n) > т. 


йй, Күп а) < 1. 


2. 注意 各 种 方法 的 综合 运用 
例 9 No 是 所 有 非 负 整数 的 集合 ,f(n) 是 一 个 函数 ,使 得 f: No — No, 且 对 于 每 个 


п € Nflf(n)] + f(n) = 2n + 3.Ж /(1993). (1994 年 保加利亚 奥林匹克 题 ) 
Ж ”首先 证 明 :如 果 m,n€ №, т з п, Й f(m) zf(n), 即 f 是 一 一 映射 确定 
的 函数 . 


用 反 证 法 .如 果 f(m) = f(n), 则 [fCm)] = f[f(n)]. 

于 是 ,我 们 由 题 设 条 件 可 得 

2т +3 = /[/(т)] + f(m) = f[f(n)] + f(n) =2n+3， 

从 而 ,有 m = n.2F)8. 

ЖЖ /(0).# /(0) = x,x > 0. 

在 题目 给 定 的 关系 式 中 , 令 n = 0, 则 得 f(x) + x = 3,80 f(x) = 3 — x. Ф 
HT f(x) > 0, 因 此 ,x < 3. 

由 题目 给 定 的 关系 式 中 , 令 п = х, ДИВ 

Hf(x)] + f(x) = 2x +3. 

将 四 代 和 人 上 式 ,得 /(3-х) =3x. @ 
在 题目 给 定 的 关系 式 中 , 令 n = 3 - х,ЖИН /[/(3-х)] + f(3 х) = 2(3 -x) +3, 
将 四 代 人 上 式 ,得 f(3x) = 9 - 5x. 


ШР /(3х) > 0, 因 此 9- 5: > 0, 即 x < 9. 


从 而 ,有 x = 0 或 x = 1. 

如 果 * = 0, 即 f(0) = 0. 此 时 ,在 题目 给 定 的 关系 式 中 , 令 п = 0, ДИВ f[ /(0)] + 
/00) = 3, 从 而 ,有 0 = 3, 蔬 盾 . 

ВО х = 1, 则 必 有 f/f(0) = 1. 

又 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 : 对 任何 非 负 整数 4,f(n) = n + 1. 

事实 上 , 当 n = 0 时 ,由 f(0) = 1 可知, 结论 成 立 ， 

设 当 n = 有 时 ,结论 成 立 , 即 f(k) = k +1. 

于 是 ,在 题目 给 定 的 关系 式 中 , 令 m = k,# f[f(k)] + f(k) = 2k +3. 

由 归纳 假设 ,得 f(k + 1)+k+1= 2k+3, 


ИЉА ружо 


Вч ДУ ЗЕ-+Е КЕМЕ ГЫ Эрн 


ВДЕ +1) = k +2. 

根据 数学 归纳 法 原理 ,对 任何 非 负 整数 =, 有 f(n) = n + 1. 

从 而 f(1993) = 1993 + 1 = 1994. 

#110 i /(z) 是 周期 函数 ,7 和 1 是 f(x) 的 周期 上 且 0 < T < 1. 证 明 : 


пж T 为 有 理 数 , 风 存 在 素数 p, 使 E f(x) 的 周期; 


(L) # 7 为 无 理 数 , 则 存在 各 项 均 为 无 理 数 的 数列 | а, ,满足 1 > a, > a,a > 
O(n = 1,2,…), 且 每 个 ou(n = 1,2,…) 都 是 f(x) 的 周期 . 


证 明 (I)3 7 为 有 理 数 , 则 存在 正 整 数 m,n, 使 得 7 2 B(m,n) = 1, 从 而 
存在 整数 a,b ,使 得 ma + nb = 1. 于 是 ， 
ты -a 4 67 = a .1+6 .7 是 周期 函数 . 


又 因 0 < T < 1, 从 而 m > 2. 

рп ЖИТ, т = pm ,mr € N ,从 而 二 = m + 1. (а) 的 周期 

(П) 着 了 为 无 理 数 , 令 а, = 1 [未]7, 则 0 < a, < 1, 且 a ЖЖ, Фа, = 
1 [Ble on = 1- Га, 

由 数学 归纳 法 易 知 a, 均 为 无 理 数 ,有 0 < а, < 1. 

хі - [Z] < 1,ËK1 < a, +1, а, е1 - 10а, < ,因此 |a,| 是 弟 


减 数列 . 
最 后 证 明 :每 个 a, 是 (x) 的 周期 . 


事实 上 , 因 1 和 7 了 是/(x) 的 周期 , 故 a, = 1 САТ (а) 的 周期 . 


假设 a, (z) 的 周期 , 则 a... = 1 — [Ja 也 是 /(x) 的 周期 


由 数学 归纳 法 ,证 得 а, EJ f(x) 的 周期 . 

例 11 全 体 正 整数 的 集合 可 以 分 成 两 个 互 不 相交 的 正 整 数 子 集 {/(1),f(2),…， 
Оп), 80), 802), (п), Л) < f@) < … < f(n) < …&(1) < 
g(2) <… < g(n) <… 且 有 g(n) = f[f(n)] + Ка > 1).Ж (240). 

(мо - 20 试题 ) 
解 ”我 们 先 来 证 明 以 下 三 个 等 式 : 


в(п) = Кп) + n, 
Afln)] = Кп) + n - 1, 
Ап) +1] = f(n) + n + 1, 
事实 上 ,假设 Fn) = Е,Й g(n) = f(k) + 1, 于 是 ,两 个 互 不 相交 的 集合 {f(1)， 
了 (2),…,f(E)| 和 1g(1),g(2),g(3),…,g(n)} 中 包含 所 有 从 1 到 g(n) 的 自然 数 . 计 
算 这 两 个 集合 中 元 素 的 个 数 ,就 可 以 得 到 
g(n) = 上 +n, 即 g(n) = f(n) + n. 故 中 式 成 立 . 
XH k+n = g(n) = f(k) +1,48 Л) = k+ n - 1,80 /[/(n)] = f(n)+n- 
1. 故 .@ 式 成 立 . 
ФЕ = [fO(n)],G = lg(n)|,n = 1,2,3, 
由 等 式 g(n) - 1 = f[f(n)] 可 知 ,g(n) - 1 是 下 的 元 素 . 
因此 ,不 可 能 有 两 个 连续 的 整数 都 是 G 的 元 素 . 
又 因为 k + n RE G 的 元 素 ,所 以 上 + n -1 和 大 +m+1l 都 是 下 的 元 素 , 并 且 是 下 
的 两 个 相 邻 的 元 素 .由 加 可 知 ,f[f(n)+1]=k+n+1, 即 
Д\/Хп) +1] = Хп) + n+1. 故 @ 式 成 立 . 
下 面 ,我 们 利用 @,@,@) 三 个 式 子 来 逐步 求 出 /(240). 
事实 上 ,由 g(1) = f[f(1)] + 1 > 1, 得 FI) = 1, 从 而 g(1) = 2. 由 加 得 /2) = 
ДУ) +1] =)+l+l=3， 
H @#/(3) = f(/(2)) = f(2)+2-1=4, 
f(4) = f(f(3)) = (3) +3- 1 = 6, 
76) = f(f(4)) = f(4) +4 - 1 = 9, 
Р) = f(f(6)) = f(6) +6 - 1 = 14, 
f(14) = /1/(9)] = f(9) +9 - 1 = 22, 
/022) = f[/(14)] = f(14) + 14 - 1 = 35, 
f(35) = f[ f(22)] = 3022) + 22 - 1 = 56, 
7056) = /1/(35)] = f(35) + 35 - 1 = 90, 
H @ 8/(91) = /1/(56) + 1] = f(56) + 56 +1 = 147, 
(148) = f[ (91) + 1] = /(91) + 91 + 1 = 239, 
f(240) = /1/(148) + 1] = f(148) + 148 + 1 = 388. 


eee 


аон ўно 


КЕНТА Ўро 


【模拟 实战 】 


1 


习题 A 


ы n – 10,4 п > 100 时 
Ж» є®,ШК/.2-=®ЙЕ Ла) = {л +11)], 当 n < 100 时 ' 证 明 :对 任意 


n < 100, 都 有 (an) = 91. (1983 年 前 南斯拉夫 奥林匹克 题 ) 
2. Кп) 定义 在 正 整数 集 上 ,并 且 :(1) 对 任 一 正 整数 n,f[f(n)] = 4n + 9;(2) 对 任 一 
非 负 整数 К, 7025) = 2°! + 3. 试 确定 f(1789), (1989 年 澳大利亚 奥林匹克 题 ) 
. 函数 /,g,h:N 一 N 满 足下 述 三 个 条 件 :(1) 对 不 同 的 mE N, h(n) 取 不 同 的 值 ;(2) 
函数 g(n) 的 值 域 是 N;(3)f(n) = g(n) - h(n) +1,п € N. 证 明 :f(n) = 1,аЄ 
N. (1979 年 罗马 尼 亚 奥林匹克 题 ) 


ы 


习题 B 


. 设 /(0) = /(1) = 0, 及 /+2) = 4 о +1) -16”!/(›) + 6 27 (0 = 1,2,+). 
求证 :f(1989)， (1990) , f(1991) 均 被 13 整除 . (IMO - 31 预选 题 ) 
‚п 是 不 小 于 3 的 自然 数 ,/(n) 表示 不 是 的 因数 的 最 小 自然 数 (例如 (12) = 5) .如 
Ж (п) > 3, 又 可 作 f(f(n)), 类 似 地 ,如 果 /(f(n)) > 3, 又 可 作 /[/(J(n))] 等 等 
如 果 人 CA(…A(n)…)) = 2, 就 把 叫做 n 的 "长度". 如 果 用 1 表示 的 长 度 , 试 对 任 


ю 


а 
意 自 然 教 n(n > 3), L, ,并 证 明 你 的 结论 . (1988 年 中 国 冬令 营 试题 ) 

3. 对 于 给 定 的 正常 数 上 ,定义 万 (#) 为 大 的 数字 和 的 平方 ,并 令 扩 (FE) = 万 (上 (6)), 求 
Лә (29%) 的 值 . (IMO - 31 预选 题 ) 
. 函数 f(x, y) 对 所 有 的 非 负 整数 <. y ,满足 : 
(1)/(0,y) =у+1; 

(2)/(х + 1,0) = /(x,1); 

(3)/(x +1,у +1) = f[x,f(x + 1,y)]. 

试 确定 /(4,1981). (IMO - 22 试题 ) 


a 


第 四 章 ”多 元 函数 的 条 件 最 ( 极 ) 值 求解 


【基础 知识 】 


求 函数 最 值 问题 是 数学 中 一 类 重要 问题 ,其 中 又 以 求 多 元 函数 的 条 件 最 ( 极 ) 值 为 
各 类 竞赛 的 热点 .解答 此 类 问题 ,常常 要 应 用 到 二 次 函数 、 三 次 函数 的 性 质 以 及 一 般 函 
数 的 各 种 基本 性 质 ,特别 是 四 凸 性 ,以 及 几 个 重要 不 等 式 ,如 平均 值 不 等 式 、 柯 西 不 等 
式 等 . 除 此 之 外 ,还 要 具有 灵活 变更 问题 的 能 力 和 较 强 的 解 题 技巧 .例如 ,对 于 某 些 多 
元 函数 的 极 值 , 常 常 要 将 某 些 变量 固定 而 考虑 少数 几 个 变量 的 变化 规律 .因此 ,求解 多 
元 函数 的 条 件 最 ( 极 ) 值 问题 常 采用 函数 法 、 不 等 式 法 ,不 变量 法 、 冻 结 变量 ( 先 固定 某 
些 变量 ) 法 等 ， 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


1. 函数 法 

例 1 х,у СЕЖЕ (х,у) = x° + бу? -2xy -14x - бу +72 的 最 小 值 ， 
并 求 出 取得 最 小 值 时 的 x、y 的 值 . 

解 由 f(x,y) = (x*-y-7)?+5(y -2) +3, 知 f(x,y) > 3. 

此 时 由 x-y-7=0 且 y-2=0 得 

ж = 9,y = 2 时 ,f(x,y) 取得 最 小 值 3. 

例 2 Их ЄВ, БК у(х) = (x? + 4x +5)(x? + 4x + 2) + 222 +8x+1 的 
最 小 值 . 

Ж “u= 2 +4x, 于 是 

Ка) = g(u) = (и + 5)(и + 2) + 2и +1 = и + 9u + 11. 


由 一 次 函数 性 质 知 , 当 u = - 2 时 ,5(z) 取得 最 小 值 , 且 当 w > - Э Bb, z(u) 是 


и 的 严格 增 函 数 .由 = < +4x = (x+2) - 41и >-4, 且 当 x =-2 时 ,uv = - 4, 
故 知 x = - 2 时 ,f(x) 取得 最 小 值 ,其 值 为 - 9. 
例 3 WE xi ,xz，…xzm 是 2000 个 实数 ,满足 x, € [0,1](i = 1,2,…,2000) ,定义 


F, = — Ë > F; 的 最 大 值 ,并 证 明 你 的 结论 . 


81882 ЗЕ-+-ЕЖЕ М ГЫ ЭружО 


ачко Ч МЕ ГЫ Эсуно 


解 Ўл 的 最 大 值 是 200 . 


жю уэ ы 
实际 上 ,由 于 % € [0,1] ,首先 >, F, < 0m 一 一 一 一 , 记 不 等 式 右边 为 5, 只 需 证 
ы > z” + 1999 
2000 нр SN. _ 2000 S" ән 
5 < 5099,80 уа < 3995( 27 <: + 1999). (*) 
Ж f(x.) = 2900927 — хао. 1999 ПИШНЕ ; = 1,2,---, n, f(a.) > 0 即 可 . 


而 3999/(х) = 2000x”” _ 3999x2m + 1999 
= 2000х°®9(«"® _ 1) - 1999(xzm _ 1) 
= (x - 1)[2000x”>(x'% + ç? ү... + 1) _ 1999(x'” + ç +... 1)] 


эж 199 А 
= (x - 1)[ >] (x - 1) + 1999 (z = 0)] 


= (а-а тя) + 19921 ур 10. 
所 以 (* ) 式 成 立 ， ж-н m = x, = … = яар = 1. 
2. 不 等 式 法 
例 4 ЖОКЕ /(х,у) = 6(2 + у')(х + y) – 4(22 + ay + у?) -3(z+y)+5 
在 区 域 D = |(x,y) |x > 0,y > 0| 上 的 最 小 值 . 
Ж ”注意 到 * > 0,y > 0, 不 妨 设 x + y = k(k > 0), 显 然 有 


(7 = ЖЕ + э-р (= + y = +P. 
考虑 取 = Ой жу <1 时 ,有 地 < 证 (x+y)* < T. 
f(x,y) = 6(x + у?) + блу(х + у) - 4ху – 4092 + у?) – 3(z + y) +5 
= 60а --ф)(х + у -1) +609 - 00 +бу(у - 10 + (а - Ty, 


(0-0 + (а жу 0+2 


= б(ху -HC + y - 1) + (бх + 1)(х -二 > + (бу + DO -二 + 
(х+у-1)%+2 
> 2, 其 中 等 号 当 且 仅 当 * = у = 1 时 取 到 . 


又 当 z+y > 18 ву lz + у) > 去. 


Кх,у) = 6( + у Д) +у-1) +2(х- у)#+2 > 2. 


综 上 ,对 任意 给 定 (x,y) Є D, 均 有 f(x,y) > 2, 而 当 = = y = + Bl, Л), = 2. 

#5 设 x,y,z,w 是 四 个 不 全 为 零 的 实数 . 求 : 

s= 205222300. ИШЕК. (1985 年 奥地利 - 波兰 联赛 题 ) 

解 ”注意 到 ,所 给 函数 表达 式 中 将 z 与 w 互 换 ,同时 将 y 与 z 互 换 ,表达 式 不 变 .于 
是 ,由 含 参数 4 的 平均 值 不 等 式 ,有 


2xy < Аю? + 17,220 < Аш? + 12,29: =у7 +2, 
其 中 等 号 成 立 分 别 当 且 仅 当 y = Ах,2 = hw,y = z. 
于 是 ,xy + 2yz + zo < ТЛ + (к +) + (二 +1)Z + А. 


为 使 式 右 端 对 称 以 便 与 S ОРН Ж a 480822 = эу +1, 由 此 解 得 4 = 1 + 
жа = КА MB S < 上 22, 其 中 等 号 当 目 仅 当 = ш еу = = = l+ 
全 时 成 立 , 即 所 求 最 大 值 为 寺 (1 +02). 


йв 820-12.) +2 У) ГБ = 1, 求 加 的 最 大 


值 与 最 小 值 . (2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
解 AGREE. 


由 平均 值 不 等 式 ,有 ( x)? = }141+2 }] sa > 
{=1 {#1 1<1<јжа 


得 六 = > 1 其 中 等 号 当 有 仅 当 存在 二 使 得 % = 1, = Oj ж 1. 
ГЭЭ x; 的 最 小 值 为 1. 
再 求 最 大 值 . 令 а, уь +2 У bo = 1. (x) 


Ў М = Уа = У, 
£ а 


Зона 3:-3eO 


Yi + yz +°” + y, = Gr 


Ñ У +° + y, = а 
Ж <ç 让 
匹 
克 ye 
则 ( x ) 式 等 价 于 oz + а a p at =1. 
Ч Фал = 00м = Уа - aa) = Уа, - УУ Жаы 
代 =! В 1 е Ел 
К = Уа - У) Vk la = УМЕ - УЕ Du, 
8 由 柯 西 不 等 式 ,得 
M< ЎЫ МЕТР. (Da = [УЕ Ту. 
а аі ри а» 
Б ЫГ ге ГИР а 21) 
ажа + +a ч а? 
ОЕР ”ECVE 
ва, = УЕМ рр). 


ОЛУУ ту 

由 于 а > а > Б a, , АП 

мса сам „ NE- МЕНІ + TD 
Је - VE TD 于 


> 0,81 x, > 0. 


ВОКАН СУОЛ - МЕТУ. 

3. 冻结 变量 法 

йл 求 三 位 数 (十 进 制 表示 ) 与 其 各 位 数字 之 和 的 比 的 最 小 值 

解 。” 设 三 位 数 为 100x + 10y + z, 其 中 x,y,z 都 是 整数 ,是 1 < x <9,0<y,z < 
9, 于 是 , 它 与 它 的 各 位 数字 之 和 的 比 为 


= l00x +10y+z _ 99х + 9у 
Хауа) = х+у+т "турү Ф 


由 于 四 式 右 端的 表达 式 中 ,只 有 分 母 中 含有 г z, у ВЕ, Уа y, z) 当 目 仅 
3 z = 9 时 取得 最 小 值 .类 似 地 ,可 得 


f(s,y.z) > 1 + 


99х +9у _ уу 90х-81 mr 1701 
+ 


x=+y+z 9+х+у 


其 中 第 二 个 不 等 式 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 y = 9. 最 后 ,由 О 式 可 见 , 当 且 仅 当 
k = Ly = 9,z = 9 时 ,zy 本 取得 最 小 值 /1,9,9) = 职 , 即 所 求 的 最 小 值 为 葛 

注 ”此 例 中 的 求法 又 称 为 累 次 求 极 值 法 、 

йз “已 知 非 负 实数 ауу, 满足 不 等 式 zi + + +, < y. Ж 


база, зы) = LL Q к) 的 最 小 值 . 

Е Щодо зола + z, 都 为 定 值 时 ,由 于 

(1 -DGL- x.) = 1 (vt + x.) + алан 

可 见 ，| x - x, 1 越 大 ,上 式 的 值 越 小 .为 此 ， 

Ф, = x(i = 12 2), = л + x. Z, = 0,00 (*) 
x” + 2, = жд + оха, = 0 < x, ` x... 

所 以 ,有 (1 - х,)(1- а) z.) > а) z): (1 一 1) th 

x, + w +" + Z, = m жж +s <. 

再 进行 形 如 ( * ) 的 变换 п - 2 次 , 即 可 得 

а-а) а) (1-а) > 1-(a + же жа) > 本 ,其 中 等 号 当 z = 2, 
ж, = xx =…= 知 =0 时 取得 . 

所 以 ,所 求 的 最 小 值 为 二 

Ë ”此 题 中 的 求法 又 称 为 磨 光 法 . 

4. 调整 法 

йэ 已 知 若干 个 正 整数 之 和 为 1976, 求 其 积 的 最 大 值 . (IMO ~ 17 试题) 

解 ”和 为 1976 的 不 同 的 正 整数 组 只 有 有 限 多 个 ,所 以 这 个 最 大 值 是 存在 的 

Ж x ,zz，,…,% 都 是 正 整 数 ,x + + … + z, = 1976 且 使 其 积 P = zx2…%, 取 
得 最 大 值 . 

(i) 对 所 有 i 均 有 x < 4, 若 不 然 , 设 罗 > 4,0 д = 2 + (x; — 2), 205) -2) = 
2% -4 > х, НОЯ x; -2 代替 % 时 ,将 使 乘积 变 大 ,此 不 可 能 . 

(i) 对 所 有 ,都 有 x, > 2. 若 有 某 = 1, дау = x, < x; + x; ОЧИ z, + x; Ñ 


Бике ЕКЕ МЕ ТЫ ЗсушО 


ВЕЗАНЕ ГА ЭВО 


Ж x ,% 时 ,将 使 乘积 已 变 大 ,矛盾 . 

Gü) 因为 4 = 2+ 2 = 2: 2,#& x, = 4 不 必要 , 它 可 以 用 两 个 2 来 代替 而 保持 和 与 
积 都 不 变 . 

(iv) 由 以 上 论证 知 ,P = 27 . 3 ,其 中 + 和 s 都 是 非 负 整数 . 因 2+2+2 = 3 + 3, 而 
2 <, ВОЙН r < 3. 又 因 1976 = 658 . 3 + 2, 故 得 + = 1,s = 658. 

所 以 ,所 求 的 P 的 最 大 值 为 2. 398. 

#10 设 a ,4;,…,a,，,… 是 一 个 以 不 减 的 正 整 数 为 项 的 数列 .对 于 т > 1, 定 义 
b,, = тіпіп;а, > m|, 即 b, 是 使 .> 3 的 n 的 最 小 值 . 若 已 知 a,。= 85, 试 求 

Gi + аз + °` + ap + b, + b, + "` + bs (*) 
的 最 大 值 . (1985 年 美国 奥林匹克 题 ) 

解 ” 若 有 i(1 < i < 18), 8а < arl, 则 进行 如 下 调整 ,ao = а + 1 av = а 
(7 зе i), 并 将 调整 后 的 5 记 为 b,j = 1,2,…,85. 于 是 ,可 知 

ba = itlbo = i= 1 = bio +1. 

这 就 是 说 ,上 述 调整 使 得 Б 减少 1 而 其 余 的 b 不 动 ,因此 ,所 作 的 调整 保持 ( x ) 


式 的 值 不 变 . 
这 样 ,我 们 就 可 以 进行 一 系列 的 调整 ,使 得 a， = а, = … = as = 85 并 保持 ( < ) 式 
的 值 不 变 ,但 这 时 b, = b = … = bs = 1. 所 以 ,所 求 ( * ) 式 的 最 大 值 为 
19.85 + 1 · 85 = 20 - 85 = 1700. 
【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 注意 问题 的 变更 与 转化 
例 11 求 二 元 函数 f(x,y) = (у) + (z + + 1)? 的 最 小 值 . 

(1998 年 “希望 杯 " 邀请 赛 题 ) 
ж 由 于 (x -y+ (z+ +1) 


= (8-0) +1060) - TP, 
上 式 可 看 成 直线 y = -x 一 1 上 的 点 (x, - x - 1) 和 双 曲 
# зу = 1 上 的 点 (y, 十 ) 间距 离 的 平方 ,如 图 4 -1 


因此 ,所 求 的 最 小 值 即 为 该 直线 和 双 曲 线 最 近 距 离 的 平 
方 .由 函数 的 图 象 ,可知 А,В,С 三 点 的 坐标 分 别 是 (1,1)， 


(- 1D,(- 1, - 2). 于 是 , 所 求 最 小 值 是 1 BC I. X I BC | = /2 38 „3.8 


1BCP = ЬШ f(z,y)wa = + УЖ. 
注 е0) + (z+ 上 + = (а-у) + [G +1) -(--)Ё „Иж йн 


y = x+ 1 与 双 曲 线 zy = - 1 上 的 点 (y， = у) 间距 离 的 平方 . 
例 12 已 知 ac,bc,dE Е, 


的 最 小 值 . 


а b d 
TN атьта ать 
解法 1 由 于 直接 去 分 母 较 繁 ,考虑 对 问题 进行 变更 . 

设 b+ct+d=A,c+dt+a=B,d+a+b=Ca+b+c=D. 


此 四 式 相 加 ,得 a + b+ c+ d = (A+ B+ C+ D). 


于 是 ,可 求 得 ,a = (В + C+D-24),6 = (С+ р +А-2В), 


c= 100 +А+В-20),4 = 1(4+В+С-2р). 


2 B+C+D-2A С+р+А-2В р+А+В-2С 
从 而 , 原 式 = ЗЯ + ЗВ + 3С + 


А+ B+ C-2D 
3D Ы 


即 3: (а, Ь,с,ӣ) + 12 
_A+B+C+D А+В+С+р А+В+С+р А+ В+С+р 
= А $ B É С D 


1 1 1 1 
= (4+В+С+ 0): (q t g t Ç + p) > 16, 


ЖЕШ 3+ /(a,b,e,d) + 12 > 16, 故 f(a,b,e,d) > 5, ДАВНА = 


В=С= D, 亦 即 a = b = c = d 时 取 到 . 


# (a,b,c, d) МИЫ. 

解法 2 ”注意 到 权 方 和 不 等 式 ,有 
2 P 2 

J(a,b,c,d) = a(b +š + d) t b(a + c+ 4) са Тр + d) t d(a + b + c) 
(a +b + c + d)° 


2 


> 2(ab + ас + ай + bc + bd + cd) 


28 3188 Дз-+4ЕЙЕ МГЕ Ўро 


ВЕН ДУЗЕ-и-ЕЖЕ ЗЕ ГЫ Эро 


(a + b + c+ а)? 


“Ut rerd + 
2 м м 


2 2 

како = + 1 + +4 > (++ 这, 于 是 
(а+Ь+с+4)® _ 4 

f(a,b,c,d) > = 3: 


бавежа? - бавежа) 


其 中 等 号 当 且 仅 当 a = b = с = А), (a,b,c, d) 的 最 小 值 为 号 . 
解法 3 ”注意 到 柯 西 不 等 式 或 权 方 和 不 等 式 ,有 


_ а+ь+с+ а а+ь+с+ а а+ь+с+а 
Жа,Ь,с,4) = b+e+d ы а+с+ a+b+d 

a+b+c+d_ 4 

a+b+c 

> (a+ b+ с + dl 1 + 1 + I + 

= b+c+d a+c+d a+b+d 

1 
CE ТӨ 


(өк TE 
” З(а+Ь+с+а) 03:7 


其 中 等 号 当 且 仅 当 a。 = b = с = d 时 取 到 , 故 f(a,5,c,d) ЫМШ. 


例 13 xi,x2，…,%is 满足 | x д 1+1 z — х;,|+°°° +] zm -xm | = 1993, 


= алата = 1,2,…,1993), 则 
Гу уа 1+172 -为 1+…+lym -Yim | 的 最 大 可 能 值 是 多 少 ? 
(1993 年 中 国 澳门 奥林匹克 题 ) 
Ж yz йай эфа us ы жыз n t ña 


= CEST) | (аб - жы) + (x — жн) + + (ay — ж)! 


= Щу! о l+21mn - n ls + kim mal) 


1 хм. 
= жаға а Г, 


1992 
Ф, | ya — Xyz |+ 1 ya — уз 1+ "° +1 yum |= >) | ye Ya | 
£ 


Уз» x > s > - 7. 


maaa 
= PE кетр! 5! 
1992 1992 i 

= У ртр! 5! 
1992. 


р 1 1 Pn 1 ЕАР 
хоер t G+ DG +2 * + 1992-1993) | * ~ wa! 
рт И! КА 1 
= тор) а-а 1 22 (1- тод) "1% 7 wa l 


Ey sss _1 ) . 1993 = 
= (1 — 1998) ° 22 Í x = жа 1 = (1- 1003) 1993 = 1992. 
另 一 方面 , 若 x, = t + 1993, za = zx = "7 


= xm = t,MM 
1 证 | ж, | = -193 _ 

уе уы != (кулу Т ® “(руп)” 

1992. 1992 1 

2! ља 1= 1993. 2 FE тту = 1992. 


& Ўт na 1 的 最 大 值 为 1992. 


2. 注意 各 种 方法 的 综合 运用 
例 14 З x, ,xa，,… хл 满足 如 下 两 个 条 件 : 


(1) - 廊 < ® <V3(i = 1,2,-,1997); 


(2)z + m + + хөл = - 318/3. 
试 求 :x? + xP + + zon 的 最 大 值 ,并 说 明理 由 (CMO - 12 试 题 ) 
їй ”满足 题 设 条 件 的 任何 一 组 х\,х,, ‚луу 之 中 , 若 有 这 样 的 x fü ду: 


3 
Ë x, + x; = 2m, x, — x; = 24, 则 
х= m+ h,x; = m — h. 


z2 6х0 = (т + В) + (m-h)2 = 2 > Ch+ 


ok 


在 和 值 x + x; = 2m 不 变 的 情况 下 ,x? + xP 随 h > 0 的 增 大 而 增 大 .约定 取 


mk. hh. 


h = min 3- mm- (- A 


则 <” + xP 达到 最 大 值 . 
因此 ,所 求 的 二 次 方 智和 的 最 大 值 只 能 在 以 下 情形 达到 :至 多 只 有 一 个 变 元 取信 


шои 


Ва ЧОмата Эро 


于 (- 


ш = 0 或 1. 


这 样 的 m 和 nn,3m + 4n 的 最 大 值 是 多 少 ?请 证 明 你 的 结论 . (CMO - 2 试题 ) 


互 不 相同 的 正 偶数 ,5(1 < j < п) 是 互 不 相同 的 正 奇数 . 


1 ч Е: 
万 5) ,其 余 变 元 取 值 都 是 /3 或 万- 


ЖН и 个 变 元 取 值 为 - ,2 个 变 元 取 值 为 /3, о 个 变 元 值 取 值 于 ( - 543) .显然 


34 ш = 1 时 , 设 这 个 变 元 的 取 值 为 :. 于 是 ,有 
Па + 9 + t = 1997, 


Se 


-ÑL.u+f5v + ho =- 31843. 


H @ - /3 + Q 1840 + (УЗ: + 1)u = 1043. 
29663: + 1)w = 1043 - 46 是 整数 ,并 且 0 < (/3: + 1)u < 4, 
ВТ, (За + 1)w 是 1043 除 以 4 所 得 的 余数 . 


222: 
由 此 ,得 w = 1,: 


КАФО, и = 1736,v = 260. 
ЮЖ, х2 + xP + … + 12, 的 最 大 值 为 


(= 2). ц (32. o + 2 = 136+ 4096 ;729 .260 = 189548. 
л 729 


例 15 普 个 互 不 相同 的 正 偶数 与 ”个 互 不 相同 的 正 奇数 的 总 和 为 1987. 对 于 所 有 
证 明 Dra, + a, + + a, + bi ++ + b, = 1987, 其 中 a(1<igm) 是 


显然 ,n 一 定 是 奇数 , 且 

а +a, + "+adn>2+4++2m = т(т + 1), 
++, 163+ + (2п – 1) = n. 
所 以 ,m? + т + п? < 1987, 6% п 为 奇数 . 

此 式 等 价 于 (m + 去) + n? < 1987 + T. 
由 柯 西 不 等 式 ,有 


3(m р) +4п У O+ TY + m < s m, 1, 


即 3m+4n<5w 1987 + 1 - 3. 


值 , 注 意 到 


因 Зт + 4п 是 整数 ,所 以 


3m + 4n < [5A/ 1987 + + -二 ], 即 3m + 4n < 221. 


易 证 ,方程 3m + 4n = 221 的 整数 解 的 一 般 形式 是 

r = 71-48, Ф 
п = 2 + 3k(k 是 整数 ). 

因为 n 是 奇数 ,所 以 QD 式 中 的 上 必须 是 奇数 , 设 k = 2: 1, 是 整数 , 则 

rr = 67-84, ® 
п = 5 + 6:(: 是 整数 ). 

因为 mn? < 1987, 所 以 m,n < [4/1987] = 44. 

代 人 加 中 ,得 出 3 三 :<6. 

用 1 = 3,4,5,6 分 别 代 入 Ф 式 可 知 ,(m,n) 只 能 是 (43,23),(35,29),(27,35) 及 


(19,41) 四 组 值 . 


不 难 验证 (43,23),(35,29),(19,41) 三 组 值 不 满足 关系 m(m + 1) + n° < 1987. 
对 于 (27,35) ,由 于 27(27 + 1) + 35 = 1981 < 1987, 

所 以 适当 选取 27 个 正 偶数 和 35 个 正 奇数 的 值 ,就 可 使 这 些 数 的 和 恰 为 1987. 
例如 ,由 2+4+…+54+1+3+…+61+69 = 1981, 

则 2+4+…+54+1+3+ 全 +67+75 = 1987. 

综 上 讨论 ,3m + 4n 的 最 大 值 是 221, 而 且 只 能 在 m = 27,n = 35 时 ,才能 达到 最 大 值 . 
3. 注意 运用 阿 贝尔 变换 及 其 证 明 方 法 


阿 贝尔 变换 Ха, ЯЬ, , 记 S, = 六 ok = 1,2,…,n, 并 记 S, = 0, 则 


ГУГЛ = S,b, + Ув - мл). 
事实 上 ,由 am = 5, - 8.106 = 1,2,7, п) Ж 


Sap = Ў Sb = Db - 205% 


k=1 
Р Ме 
= Уз, - С = 5,0, + У) 5,06, — bin). 
= = Еі 
916 见 例 6. 


解 易 得 x, 的 最 小 值 为 1( 诸 z, 中 一 个 为 1, 而 其 余 全 为 0 时 达到 ) ,为 求 最 大 


аљз МЕ [S ЭСИшО 


ВЕТКЕ за ТА ЭсушО 


Lš > (2) оу ӯ .2) 
"510: "80-4 р Д 22) 
Ж у, = > т" = 1,2,---, п, y, > 0. 


ER set дле ЫН Š, = 1. 

再 由 % = о i= 1,2,…,n, 有 

x, = V ny, x, ло, = уа), = 1,2,з,п-1. 

iya = 0, 帮 有 也 = Bi -wo = BI- Dx. 
利用 柯 西 不 等 式 可 得 > x 的 最 大 值 为 


[рут VE 108 = EE 1 达到 )， 
[DVi- vi-1) 


1 


2000 
例 17 实数 mx xa 满足 >) | x, -xi 1= 2001,Ф у, = т РЕЗА 
жо 
э), = 12,-..2001.3R >: Гу -~ Ука | 的 最 大 可 能 值 ， (2001 年 上 海 市 竞赛 题 ) 


解 ”由 于 不 知 х, 和 %, 的 大 小 关系 ,可 将 差 <, — xa 视 为 整体 ， жч Га ~ 
җы | = 2001 视 为 关于 x - z, 1 的 一 个 约束 关系 作 代 换 oo = i =з К =1, 
2,…,2000, 则 x = а,ж = Ўл = 2.3,…,2001 条 件 即 为 Га, | = 2001. 此 时 

n = 18а + (а + ај) ++ Ха = 二 [hao + (6-а +` + а], 

ља = 1106 + Das + а + + 20 +], 


1 
а-а | = Z й+у! @% - 2as -~ ka, | 


1 
«трба КД а lasa Í k la 1). 
记 4 =la 1+ 21а I+ +klal,k = 1,2,:-,2000,A, = 0, 则 


> а (ја 
4 X - Ую: <= k k+1) 


^1 1 
= 2 y (A - Ага) - эру ` xo 


20 1 
= Га, 1- A001 ` Азор 
> t 2001 2% 


аю 
Х Аж» =l а 1+21а 1+ 777 +2000-1 аж > 231 а, 1, 故 


о-ы! ?} 1% 1-зу` тате 2000. Ў тате 200. 
由 上 述 过 程 知 , 当 且 仅 当 | а, 1 = 2001,4 = аз = … = вш = 0 时 等 号 成 立 . 故 


所 求 最 大 值 为 2000. 
4. 引入 参量 运用 著名 不 等 式 求解 


例 18 设 *,y,z 是 不 全 为 0 的 实数 , 求 (y. = 2952 的 最 大 值 


+ y' + Z 
解法 1 注意 到 平均 值 不 等 式 ,并 引入 两 个 参 变量 I.A, > 0, 有 


xy + 27z < 再 (hz 十 ху) + (Ау + x) 
= Зла + б; + A2)y + ха 
ФА = sr ta = А, = 5.2, = 265. 
/5 


а + y' + Z) 


_ Ау + 2yz _ 好 
К f(x,y,z) ut + + 好 +у + 2 = 5 为 所 求 . 
解法 2 ”注意 到 引入 参量 * > 0 并 运用 平均 值 不 等 式 , 有 
m +y +: СРО ИУ ЕЕ 
令 2VI=A „1 
УУК = 2,01% А 


ауа) = 00-620. < ху + 252 = 35 ров. 


джу +Z Алыја 


Заза НОЖА ЭРО 


Ачма ЭсСужО 


【模拟 实战 】 


习题 A 


1. #22? + 3xy +27 = 1,Ж f(x,y) = а + у + ху 的 最 小 值 . 
2. 已 知 -1<2z+7y-z<82<x-y+z<s9,-3<xy+2y-z<s7. 求 函数 
J(x,y,z) =7x + 5у - 2z 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
3. 设 P(x,y) 为 1Sx+y1+15xz-y1= 20 上 的 一 点 , 求 x? - zy + у? 的 最 大 、 最 小 值 . 
(1993 年 澳门 竞赛 题 ) 

хуу: ЖЕЖ, Н x? + 2 + 2 = 1, 试 求 下 列表 达 式 的 最 小 值 : 

5 = т + Е + я. (第 22 届 全 苏 奥林匹克 题 ) 
а 5а 是 非 负 数 ,6 与 c 是正 数 ,并 且 5 + c > a + d, 试 求 下 式 的 最 小 值 ; 

b с 


(第 22 届 全 苏 奥 林 匹 克 题 ) 


= 


л 


ctrdtarb: 


习题 B 


PE k € N 及 实数 a > 0, 设 hh, 如 ,…,k ДЕ ЕЖЕ А +++ К = k, 
k €N, < r< Е, ач + ah + …+ а 的 最 大 值 . (CMO - 8 试题 ) 


. 设 *,y 是 正 数 ,3 是 z,y + 二 ,了 中 最 小 的 数 , 求 5 的 最 大 可 能 值 .,; 取 何 值 时 能 达 
到 最 大 值 ? (第 6 届 全 苏 奥林匹克 题 ) 
п ау ,za，…, 思 之 和 等 于 1, 设 是 下 列 各 数 中 最 大 的 数 :一 科恩 


1+x% 1+x%t +х,' 


ю 


ъ 


этүү ттүү. Ж S 的 最 小 可 能 值 ,xi ,za РУХ 
е (885 6и) 
.是 一 个 实数 ,对 于 任意 实数 x, 令 J(x) = ЕВР +1 


+= +17 
(1) Ж (а) 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
(2) 求 所 有 实数 ,使 得 对 每 三 个 实数 а,Ь 和 c, 存 在 一 个 三 角形 ,具有 边 长 f(a)， 
Ж%) (с). (1994 年 保加利亚 奥林匹克 题 ) 


> 


第 五 章 ”无 理 函 数 最 ( 极 ) 值 的 求解 


【基础 知识 】 


无 理 丁 数 一 般 是 多 层次 复合 函数 ,由 宕 函数 与 其 他 各 类 函数 或 复合 西数 再 复合 而 
成 .因而 , 它 联系 着 寡 函 数 ,而 蹇 函数 是 一 类 特殊 的 上 凸 函 数 ; 它 联系 着 解析 几何 中 的 
两 点 间距 离 公 式 ,而 距离 公式 是 解析 几何 的 重要 内 容 之 一 ; 它 联系 着 柯 西 不 等 式 的 根 
式 形式 ,而 柯 西 不 等 式 是 求解 不 等 式 的 重要 工具 ; 它 联系 着 平方 公式 ,而 平方 公式 中 有 
重要 的 三 角 公式 эша + соба = 1,… 它 还 联系 着 数学 各 学 科 的 知识 .因此 ,求解 无 理 
函数 最 ( 极 ) 值 问题 ,也 需要 有 较 强 的 灵活 变更 问题 的 能 力 和 较 高 的 解 题 技 巧 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 
1. лао 
例 1 ЁШ» € R' (i= 12, .n), Уа = mp € R° ,2 < k € N° Ж 
i=1 
М) = У) гта ЮК. 
解 “由 于 函数 y- 1502) 为 上 凸 函 数 , 则 有 


Уа маз т +, By FETT Co 
其 中 等 号 当 且 仅 当 x = ж = “` = x, 时 成 立 . 

于 是 Утта «л Гон +) = Vpmn + qn , 
其 中 等 号 当 且 仅 当 a = а = … = s, = ШЫЙ. 

Жо Mon = m =“ = x, = Т, Саак = рет + д. 


例 2 车 w = p q+ Зд - 2p + /'6 — 24, p.q Жи Н УЗ, 
试 确定 w 的 最 大 值 . 


解 ”考虑 函数 y = Vx 在 [0, + ©) 上 为 上 凸 函数 .而 2p - q > 0,3q - 2p > 0, 


а-на Ўжо 


наь маро 


6-24 > 0, 且 2p - 4,34 - 2р,6 – 24 #E[0, + =) 内 ,其 和 为 定 值 6, 则 当 
2р-ф=34-2р = 6- 2q = Š =2{, 
亦 即 P = q = 2 时 ,w 取 到 最 大 值 , 即 


Was 3V #[(2p = q) + (34 - 2p) + (6-24) = 3⁄2. 


2. 解析 几何 方法 
йз 求 以 实数 x,y 为 自 变量 的 函数 u(x,y) = x? +81 1-25 + BV2- у? 的 最 
小 值 . бой 年 “希望 杯 ” 邀请 赛 题 ) 


解 u(x,y) = х + 号 -2sy +18322 7 = (к-у) (3 +м2- у) 2, 


从 上 式 , 可 考虑 平面 上 点 Р\(х,#),Р,(у, -У2- у). ЩхЄ R,x = 0Bf, P, 的 轨迹 


是 以 两 条 坐标 轴 为 渐 近 线 的 双 曲线 ; 当 у € R, | y ! < /2 时 , P, 的 轨迹 是 以 原点 为 圆 
о0о, А2 为 半径 的 图 的 下 半圆 .由 图 象 (图 略 ) 显 见 ，| P, P, | 的 最 小 值 为 3VI - /2. 
由 此 可 得 u(z,y),, = (3VI -V2)* - 2 = 6 为 所 求 . 

Ж ”此 例 稍 作 变化 即 为 1983 年 美国 普 特 南 竞赛 题 : 求 Fu,p) = (u - vw)? + 
(/2- 2 - 3. 的 最 小 值 . 


例 4 Ж (х) = Vx — 3⁄2 -6x+13-Vx -z+1 的 最 大 值 . 
| (1992 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
Ж 由 于 f(x) = Ма 3а -6x+13-Vx х1 +1 
= V (x – 3) + (а? - 2) - V (x - 0 + (2 1), 

若 令 4(3,2),B(0,1),P(z,z), 则 (xz) = | PA 1-1 PB 1. 

于 是 ,问题 转化 为 在 抛物 线 y = x* 上 求 一 点 ,使 
1 PA 1-1 PB | 最 大 . 

因 点 4 在 抛物 线 下 方 (处 ), 点 B 在 抛物 线 上 方 
(内 ), 故 直线 AB 和 抛物 线 必 相 交 , 交点 由 方程 组 


2 
y = x 
Ë: 2 - 1 确定 ,消去 y 得 3x? - z -3 = 0. 
х-023-0 

由 于 关于 x 的 二 次 方程 的 常数 项 为 负 , 则 方程 必 有 


负 根 .又 三 角形 两 边 之 差 小 于 第 三 边 ,所 以 , 当 已 点 位 于 负 根 所 对 应 的 交点 位 置 时 ， 


f(x) 有 最 大 值 AB 1 = V10. 
注 ”不 必 求 出 交点 的 坐标 .从 图 中 也 可 看 到 : 
g(x) =1 PA 1+1 PB | 的 最 小 值 也 为 V10. 
#15 х 为 何 实数 时 ,函数 Fx) = а-а +1 + М2з* - 1822 + 12x +68， 
有 最 小 值 ?最 小 值 是 多 少 ? 
Z ”由 于 f(x)= =: - x+ 1 + 1887 +12х + 68 
=  - x + 1 + V2(x + 3)? + 2(э1 — 5 
=x -x+1+⁄/2- V (x +3) + (9 — 5° 
- (== #=ек1 /G+3Y + (2 - 51. 


于 是 ,上 式 可 看 成 如 下 两 个 距离 的 和 式 : 
抛物 线 у = а? 上 的 动 点 P(x,*?) 到 直线 y = х - 1 的 距离 
1PQO1= а-а -11 Га -x+l1l 
М + (- 1? /2 
动 点 P(x,**) 到 定点 (- 3,5) 的 距离 
1PMI= /[x - (-3)]Ë + (2 - 5) =V(x+3) + (x -5). 


如 图 5-2, 当 1 PQ 1+1 PM 1 的 值 最 小 时 ,M,P,Q 三 
点 共 线 ,此 直线 就 是 过 М 点 且 垂直 于 直线 y = x - 1 的 直 M 
线 1:y=-x+2. 

从 而 , 1 PQ 1+1 PM | 的 最 小 值 就 是 点 M 到 直线 y = 


іва |. = 2. 


此 时 ,直线 y = - x + 2 与 抛物 线 的 交点 Р,(– 2,4), 


Р,(1,1), 04 х = -2 或 x = 1 时 ,函数 f(x) 的 最 小 值 为 图 5-2 
Жаы = V2 3 = 9. 
3. 换 元 法 


в ЖЖ (х) = 2x +V z -3x+2 的 值 域 . 
解法 1 由 于 必 一 3x+2= («- 3 - T ШЕКЕ 
М за 11 (0 < :< 二)， 


ма Зз:-++ЕЖЕ ЗАН ўжо 


ВЕЉА Эро 


其 中 :的 值 确定 .由 э —3х 250, 20а < 1, 而 求 得 0 с 1. 


3 
2 


lx - 


-二 -lz-Í31- BBB YO EB. 


3 1+42 
lx- y != 8: ( 


于 是 ,f(x) = ав —3а +2 = (r 3) 34 (z - 21-1). 


0<:<2). 


当 *> 2 时 ,KKz) = аш) = 206-3) +34063) а 


其 中 等 号 当 且 仅 当 + = + 时 取 到 。 


Ш Т, Да) = ваб) = (z - 3) -t+3 


其 中 等 号 当 且 仅 当 + = 270: Є (0,77) 8]. 

故 .J(z) ВИНУС ®,з - 3) U [4, + =). 

解法 2 令 2x = и, 35 +2 = s( > 0), 

则 由 V ° —3х +2 = v 两 边 平方 ,并 将 x = (А? - 
Зх +2 0, 解 得 x> 23 Í: < 1.8 u > 45 u < 2) А, 
жеши о 1р 


1 
L 
4 


(а -3 30 = Ки 4и < 2. (ж) 
4 

于 是 , 原 问题 变 为 在 条 件 (* ) 下 , 求 f(x) = в(и,0) = и + s 的 值 域 , 即 求 直线 
ъ= – и + вби, о) 在 条 件 ( * ) 下 的 截 距 g(u,v) 的 取 值 范围 ,如 图 5 - 3. 4 ç = 0 时 ， 
由 (* ) 式 可 求 得 w = 4, 此 时 g(w,v) = 4, НЕЯ, в(и, о) ал = 4. 

当 v > 0 且 w <2 时 ,将 v=- w+g(u,0) =- w+k 代 入 @ 式 ,有 3w + (6 - 
8k)u + 4 - 8 = 0, 由 其 判别 式 
А = (6- 8k -4.3(4P -8) =0, 求 得 4 = би.) <3- (eka >з 5, 


因由 图 知 不 合 题 意 ) .此 时 ,s(z,o)ax = 3 - Ó. 


Мх) ИВС = 3 79] U [4, + ®) 


例 7 设 4> 0,8 > 0,а < b. RER (х) = À /z — a + B /b — х ЖН. 
解 由 zx-a>0 且 0-x > 0, 求 得 其 定义 域 为 [a,b]. 
又 由 f(x) = AVx-a+BVb-x 


= m A - В b— 
= вр урта УКЕ 
则 可 令 оша = -7 人 es = ү ра: НО < а,й < 7, 


; B А = 
即 有 sina = еу” = wanwa 
于 是 f(x) = в(а,В) = УА + В? УЬ a * cos(8 – а). 


х-а А А?Ь + Ва 
PB = айі, В 57 огр" = б". 

20p ТО 
Шта о 4) оь = ВР) > 0,0, Є [4,0], 


АШ Ха) = а) = МСА + В )(Ь-а). 

ЖН - Z < 8 -a < 至 ,注意 到 余弦 函数 的 取 值 范围 , 知 

ж) = min|f(a),f(b)]. 

故 所 求 Kx) = V (A? + В)У(Ъ — а) „/(®) ы = шш|/ба),/(Ь)!. (5-2) 


зазна Эро 


注 ”特别 地 , 当 a = 0,6 = 1 时 ,有 函数 


f(x) = AYr + BVI-x(0<x<1,4>0,B8>0) 
的 Хах) = УА? + В, (х), = min|A, B|. (5-3) 
如 上 的 (5 - 2) 式 ,(5 - 3) 式 是 非常 有 用 的 两 个 结论 ,利用 它们 可 方便 地 解决 有 关 
问题 (可 参见 习题 A 中 第 4.5 题 ) . 


例 8 ЖЕ у(х) = 2x +V 1 + x а 的 值 域 . 
解 ” 由 于 f(x) = 25 + Vl+x- x = 2x + 时 -< 


ИЖЕ З:-+-ЕШЕ НЕ ТЫ ЭсужО 


Фа 1 -全 ang， 6є[- 3, 321, х = т.б... та 


f(x) = 800) = 1 +V5sing «5..9 = 1 + Зане + 9), 其 中 p = ааш. 


й-2ч#<у,Ишеыш 5-2 < 0 +ф «у жагып, 
ЖАЙ - 2 вао + р) «1,0175 < (0) < Z. 


故 f(x) = 2x + V 1 + x -x КИВУ 4/5 5,7]. 


Ж ”对 于 圆锥 型 无 理 函数 Fx) = mx + п + Мах + bx + с (а? + b°, 0) 
的 值 域 , 均 可 以 运用 换 元 或 三 角 代 换 来 求解 . 

(D) Ча = 0 时 (为 抛物 线 型 ) f(x) = mx + n + V bx + G, 

ФУ жс = 2,0) = д(ї) = река (а – 06), 

然后 由 一 次 函数 (m = 0 时 ) язна 关 0 时 ) 的 知识 来 求 得 结果 . 

(H) a < 0 时 (为 权 贺 型 ,如 例 8), 当 Б? - 4ac > 0 时 ， 


b Vb – дас 


令 x = -站 -一 元 2.10,0 € [- 也 ,于 ], 则 


f(x) = g(0) = – 1 与 二 4aesing - = „> = 482 е + (п - т), 


然后 由 csing + bcos0 = V a° + b° + sin(9 + ф) 来 求 得 结果 . 
(Ш) ча > 0 时 (为 双 曲 线 型 ,如 例 7)， 


G) 34 -4ас < 0 时 , 令 = = - Ë + Уба = 


tan0,0 € (— 5), 


— = 65, b 
则 f(x) = g(0) = 7440. I ae 人 secg+ (n - 908), 


然后 再 利用 三 角 知识 求解 . 


Gi) 24° — 4ac > 0,01% ж --ф + 


/p72 
=й өс (- 5 和 于), 有 


да) = 8(0) = У баор. Ча УЛУ басу, (n Ё), 
然后 再 运用 三 角 知 识 求解 . 
4. 其 他 方法 


例 9 (1) 340 < < < 1 时 , 求 函数 
f(x) = (VIT+%+VI1I+x+2)， (V1- x +1) 的 取 值 范围 . 
(2) 证 明 : 当 0 < z < 1 时 ,存在 正 数 8, 使 得 不 等 式 /TT#+VI- <2- 革 ,成 


立 的 最 小 正 数 a = 2, 并 求 此 时 的 最 小 正 数 B、 
Ж (1) 由 1+x>0 且 1-x*>0, 有 -1<xx<1l, 也 满足 1 - x >0, 利 用 放 缩 


2 2 
法 ,有 0 < УТ + МТ +2 вав +1 + 4 +2= 4,41 < 


Vl1- +1 2,810 < /(х) < 8, 其 中 等 号 当 且 仅 当 x = 0 时 取得 , 故 f(x) 的 取 值 范 
围 为 (0,8]. 
(2) 对 任何 x € [0,1], 有 恒等式 
(Vl+x+Vl-x-2): (а) = – 2а. 
ЕЕЕ РЕЯ 
以 下 证 明 , 对 0 < a < 2 а 及 数 8 > 0, 不 等 式 


VTS + 129-2 <- S(z € 00,1) 不成立. 


2 х 
反之 , 即 - У) =-д, Ф 


ЖЕШ 2 > fD 成立. 


因为 2- a > 0, 令 x 一 0, 得 05 0), 


但 A(0) = 8, 这 是 不 可 能 的 . 
这 说 明 а = 2 是 满足 条 件 的 最 小 正 数 . 
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Es =i 88 2 зЕ-+-4ЕЖЕ МЕГА Ўжо 


ЮЕ е ЭЕ-н-ЕЖЕ з [R во 


求 使 不 等 式 VTT x + 1-5 -2<- 9205 Є [0,1]), 即 - 29 «- & @ 


成 立 的 最 小 的 > 0, 等 价 于 求 8 = “max 252). 
因为 ,由 柯 西 不 等 式 ,对 于 非 负 实数 u,v 有 Vu + < 20и + о). 


令 uw=1+x,v=1-x, 得 /T+x+V1-x<2. 


TE, z € [0,1], 1/0) = (Теа УТЕ +2DVi-R+1) < 


УТ +1) < 4, 而 二 0) = 4. 因 此 ,函数 二 f(x) 在 [0,1] 上 的 最 大 值 为 4, 即 满 中 
条 件 @ 的 最 小 正 数 8 等 于 4. 

例 10 #х,ує R' , 求 函数 

f(z,y) = Ма - За +3 + у Зу +3 + х1 -УЗху + у? 的 最 小 值 . 

解 ”由 于 题 设 的 特殊 结构 形式 , 启 引 作 特 0 
殊 联想 .如 图 5 - 4(1) ,考虑 三 面 角 О - АВС, 
其 侧 棱 ОА, ОВ, ОС 两 两 夹 角 均 为 30", 在 04 上 
取 一 点 已 ,使 OP =V3, 过 点 已 作 一 平面 ,分 别 交 Р, к 
ОВ,ОС ТО 和 R, 设 00 = x,0R = у, MI 
APQR 的 周 长 为 Ма? -3x+3 + 5 
Му -Зу +3 +М 2 -УЗзу + у. 图 5_4 

于 是 ,问题 转化 为 求 过 点 P 的 截 口 三 角形 
的 最 小 周 长 

将 此 三 面 角 沿 棱 OA 展开 ,如 图 5 - 4(2), A PQR 的 周 长 等 于 折线 PORP' 的 长 . 
显然 , PO + QR + RP' > PP' ,再 由 人 人 404 = 90° Ж ОР = (3 #1 PP = Y6. 故 所 求 代 
数 式 的 最 小 值 为 /6. 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 关注 函数 表达 式 的 等 价 变形 
#1 Ж) = Vv2z — 1 -Vx+3 的 值 域 . 


解 由 2z - 1> 0 且 x+3 >>0 得 其 定义 域 为 :过 二 


令 Vx+3= t,WJ £ >н, -р - 3, 于 是 


令 = 
Кх) +V x + = Í 1 4®—=—— :> 


Ë -2y - ү - 7 = 
КЕИ L: У, 
өс] ун #005 <- 024, 
72-55 


2-23 - у - 7 = 0 
设 g(t) = £ -2yt - у? - 7. 


ú A > 0. 
807) <0 П 
(т) а 22277 9.0 
14 


故 y > Y ПИЕШ) 3298. 


а 


因此 函数 值 域 为 [- 24, + ®). 


2. 运用 解析 几何 或 平面 几何 知识 求解 

例 12 Жа + у? = 25, 求 函数 f(x,y) = VBy -6x+50+V8y+6x+50 的 最 
ХИЙ. 

解 ”进行 等 价 变形 ,有 

f(x,y) = V8y – бх + 50 + /8у + бх + 50 

„езй +? + 
V (x +3) + (y + 4). 

于 是 ,f(x,y) 就 可 看 作 圆 < + у? = 25 上 的 点 P(x,y) 
到 贺 上 两 定点 4(- 3, - 4), B(3, – 4) 的 距离 之 和 ,或 者 看 
作 定 圆 2 + у? = 25 内 以 定 弦 AB 为 一 边 的 内 接 三 角形 的 周 
长 减 去 定 长 4B, 如 图 5 - 5. 和 欲求 (x,y) 的 最 大 值 ,只 须 求 
内 接 三 角形 周 长 之 最 大 值 . 易 知 , 当 内 接 三 角形 为 等 腰 三 角 
Ж ABC 时 周 长 最 大 ,这 时 C 点 坐标 为 (0,5) 故 知 
Jf(x,y)ak = /8+5+6+0+50+ 8-5-6+0+50 


ао а Ўжо 


= 6/10. 
з. 注意 各 种 方法 的 灵活 运用 


0113 ЖЮ f(x) = V10x - 9 - x + V 68x - 256 - х2 的 最 大 值 . 
解法 1 Hi 10x - 9 - 2 > 0 H 68< - 256 -x > 0, 求 得 其 定义 域 为 4 < z < 9. 
由 于 f(x) = V 10x - 9 — 22 + / 68х - 256 — х 
= у (ж - 1)(9- z) + (64- х)(х - 4), 
且 (Vxz - 1) + (64 х)? = 63,(V9 х) + ( x - 4) = 5. 
则 可 令 V* —1 = /63cosa,a Є [0,2], 


азата ао 


м9 z = (5оовв,В Є [0,5]. 


于 是 ,f(x) = в(а, В) = V63 -/5 (сова * сов + sina • віп) = /35cos(a - В). 


当 = 8 时 , 即 21-25408: = М € [4,9], 


5 
f(x) 取得 最 大 值 3 /35. 


解法 2 构造 直角 梯形 4BCD, 使 48 = /x -IT,CD = х-4,ВС = BE + EC = 
V64 -x+Yv9-x, 如 图 5-6. 


图 5-6 
由 Sama = лак + Seas + SA, 知 


+ ж*-1+/ж-4).(У/64-х+/9-х) 


= 141: +495: 4 + f5 . /6 sinLAED. 
(а) = Ма М9 x + V@4- x 4 < / 6 . /5 = 3V 本 为 所 求 . 
解法 3 ”由 柯 西 不 等 式 ,有 
f(x) = Ма - 109-5 +06425 :/5 4 

= М/(®-1+64-х)-(9-х+х-4) = 63.5 = 3/35, 
其 中 等 号 当 目 仅 当 站 1 = 60-8 p. М3 ç [4,9] 时 成 立 . 


9-х x 


故 f(x) 的 最 大 值 为 3V35. 


运用 柯 西 不 等 式 法 ,也 可 以 看 作为 向 量 方法 :ua .<1ul:1v1. 员 

例 14 жайда) = VZ +4 + VZ +2х + 10 ЮЖОМ. Р 

解法 1 函数 /(x) 的 定义 域 为 (- =, + =), ни, ЯМ +4, 10), |£ 

学 

Ма? + 2x + 10 成 等 差 数 列 , 故 可 令 V 2 + 4 = 258) - d, Ф Ке 

Vx +2х +1 = Зк) + a, © š 

p] 

BB 2 +4>2,/ 2 + 25 +10 = (х + 10) +9 23, y> 5, H 07 - 07, | Ж 
得 x = d: f(x) -3. @ 


又 将 加 代入 @, 得 4LP(x) -1]d +20- f(x) * d + 52 - f(x) = 0. 
由 A = [20 (ж) - 4: 417 (ж) - 1] + [52 - f/(z)] > 0, 
得 Р(х) 226 或 f(x) < 2(@2). 
26 


所 以 (а) > 26.34 уб) = 26 时 ,d = У,„ -= - 2 є R, 符 合 条 件 , 故 


Ка) = V26. 

解法 2 #ORV +2 +V (x +1) + 了 3 的 最 小 值 , 因 x€ 4 
(- о, + mm), 则 知 -l1<x<0, 从 而 知 x+1=1-|x1. 构 作 
RIA4BC, 使 人 B = 90,4B = 2,ВС = | z |, 构 作 RtACDE, 使 | I-l p 
ZD = 9%,CD = 1-1 x |, DE = 3, 如 图 5-7. “С 

ШМ + 4 + V ° +2х + 10 = АС + CE > АЕ. 


ЇЇ AE = V ВЮ? + (AB + DE): = V 1+ 5 = /26. _ Е 
其 中 等 号 成 立 由 RtA4BC о RtAEDC, 求 得 1z1= 2,88 85-7 
x= = 2: | 
=-%. 
【模拟 实战 】 
习题 A 


1. 求 函数 Kx) = V х +2х + 2 + 2 -10x+34 的 最 小 值 


ВЕБЕ ЕНАТА Эрн 


2. ЖЕЖ f(x) = V x? +2х + 10 + V z -2x+10 的 最 小 值 . 
3. 求 函数 J(x) = Ма? + бх + 10 + / х* - бх + 10 ВИМ 
4. 求 函数 f(x) = V4 和 好 -12z+8+V4+37 二 下 的 最 小 值 . 
5. ЖЕЙ (х) = У тх-р+у/ q — na (m,n > 0,2 < 2) 的 最 大 值 和 最 小 值 , 


6. 求 函数 f(x) = Vx+1+V4-2x 的 值 域 . 


习题 B 


1. ЖЕЖ у(х) = 2x + 3 + V -2x + 12x - 14 的 值 域 . 
2.3 < 2 0,3R f(x) = te a - Yl: É V l+ BA. 


3. 求 函数 f(x) =з“ = 2? 4 +13 +10 +> 1. ЖМ. 

4. хуузу, (n > 2) 为 非 负 实数 , 且 z, + x + … + x, = 1, 求 函数 
fxis m.) = Май + mix, + ж} + Ú x) + хоху + x + °° +/ + д2 + xt 
的 最 值 . 

5. 求 函数 


Хб) = /15 — 12совх + V 4 — 2 /3sinz + V 7 — 4/Заіпя + V 10 — 4/3sinx ~ бсовх 
的 最 小 值 . 


6. 求 函数 f(x,y) =„/ x+ 二 + 7 + 去 的 值 域 ,其 中 + y = 1. 
7. ЖЕЖ у(х) = 妇 -x+1+V2x - 1852 +12x+68 的 最 小 值 . 
8. ЖЮ /(х,у) = 222 + у? +2х(1- у) + 证 +208 +2) + 1 的 最 小 值 . 


第 六 章 ”函数 不 动 点 及 应 用 


【基础 知识 】 


设 f(x) 是 一 个 关于 x 的 代数 函数 ,我 们 称 方程 Kx*) = x 的 根 为 函数 /(%) 的 不 动 
点 .讨论 求解 函数 不 动 点 及 利用 函数 不 动 点 求解 问题 是 数学 竞赛 中 的 一 类 典型 问题 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 G 是 形 如 f(x) = ax + b(a 和 6 都 是 实数 ) 的 实 变数 x 的 非常 数 函 数 集 , 且 
G 具有 下 列 性 质 : 

(1) 车 f,g € С, gof € G, 其 中 定义 (gof)(x) = g[f(x)]. 

(2) 车 fE G 且 f(x) = ах + 6, 则 反 函 数 广 (x) 也 属于 С, у(х) = 


(3) 对 G 中 每 个 ,存在 一 实数 ,使 得 f(x.) = ау. 

证 明 :总 存在 一 个 实数 ,对 所 有 /EE G # f(k) = k. (IMO - 15 试题 ) 

分 析 条件 (3) 表明 ,对 每 一 个 /E.G, 都 有 一 个 不 动 点 x 使 Kxr) = %, 最 后 我 
们 要 证 明 , 集 G 中 所 有 函数 /, 必 有 一 公共 不 动 点 上 . 设 /(x) = ах + 6 的 不 动 点 为 x, 妈 


шу + b = 为 -车 a z 1,Й[ у = 二 乞 是 /的 唯一 不 动 点 ; 若 。 = 1 B b = 0, 则 任何 实 
数 都 是 /(x) 的 不 动 点 ;车 a = 1 且 5 0, 则 了 的 不 动 点 不 存在 ,这 时 с С.Ш. А 
须 证 明 , 当 (z) = az + ба е1) € C 时 ,必用 为 常数 ,这 时 取 = —5 „ИЯ 
任何 AE G,# f(k) = k. 


证 明 ”首先 证 明 , 若 z (z) = ax + b, € G,z,(x) = ax + b; € G,WJ b, = Ь;. 


事实 上 ,由 性 质 (0 О) Я в Га) = САО. с уу 


g: [gi (х) 存在 不 动 点 , 故 b, = b,. 

其 次 ,对 形 如 h(x) = x+ 5 89,4 b < 0 时 ,h(x) e G; b = 0 时 ,对 任何 
实数 ,有 h(k) = 上. 故 只 须 考虑 G 中 形 如 f(x) = ах + b(a 1) 的 函数 . 

Ж /\(ж) = ах + bi(a, 41) € С, (х) = ах + b,(a, # 1) € C, 由 性 质 (1) 


х-Ь 


ЕА 


Bs si 88 а 


оза 3-3ao 


48 f.L/,(x)] = а(а,х + Ь,) + bi = аах+аь, + b, € G, 
ЛЕЛ (х) = a,(a,z + b.) + b; = ауа,х + а,б, + b, € G. 


-b -bb 


а -1 a 1 


由 前 面 证 明 便 有 а, Б, + b, = asb, + b,, BD. 这 表明 对 任何 f(x) = 


ак ба е1) Є 6G, 二 和 是 常数 , 取 # = — MO) = | =) = о (6) в = 


а- в-1 
= = 心 即 知 题 中 结论 成 立 . 


例 2 设 !7(n) 上 是 取 正 整数 值 的 严格 递增 序列 .已 知 /(2) = 2,4 m, n 互 质 时 ， 
f(m ° n) = f(m) ° (п), АЕ: уп) = п. (第 24 届 普 特 南 A — 2) 

分 析 ”此 例 是 在 题 设 条 件 下 证 f(n) 取 自然 数 n(> 2) 时 均 为 不 动 点 ， 

证 明 H /(3)- (7) = /(21) < f(22) = /(2) П) «2. /(11) <2-/614) = 
2.50) - f(7) = 4.F(7), 从 而 有 3) < 4. 

fB (3) > 50) = 2,938 (3) = 3. 

若 原 命题 不 真 , 假 设 f(n) = п 的 最 小 正 整数 为 no。 > 4, 即 /2) = 2,/(3) = 3, 


епо - 1) = п - 1,6 (пу) по. Ф 
因为 Kmo) > Km - 1) = п - 1, ЯВ (по) > no. 又 |f(n)| 是 严格 增加 的 ， 
故 当 nm > по В, (п) > п. @ 
下 面 分 两 种 情况 讨论 : 
(i) 当 m 是 奇数 时 , 则 2 和 mo - 2 互 素 , 故 /[2(ne -2)] = f(2) : у(»„-2),н Ф 
ЖЯ /0) = 2, f(no -2) = no = 2,Ë& f[2(no -2)] = 2(л-2). ® 


ХИ no > 4, 故 2(n。- 2) > m, 从 而 图 式 与 @ 式 矛盾 . 

(и) 当 mo 是 偶数 时 , 则 2 和 n, - 1 互 素 , 故 同 理 有 

J[2(m - 1)] = f(2) + f(no — 1) = 20 - 1). @ 

又 因 m > 4, 故 2(no - 1) > п, АФУ @ 式 矛盾 . 

综 上 所 述 ,无 论 如 何 ,@ 不 能 成 立 ,证 毕 . 

BD 设 /(x) 是 对 任何 一 个 实 系数 多 项 式 g(x) 都 成 立 等 式 f[ g(x)] = g[/(x)] 
的 实 系数 多 项 式 . 试 确定 并 证 明 /( <) 所 应 具有 的 性 质 . (第 21 届 普 特 南 A - 5) 

上 略 解 ” 设 g 为 一 常数 函数 ,例如 g(x) = a, 则 J[g(x)] = g[f(x)] 化 为 f(a) = 
а. НР а 可 取 任 意 实数 , 则 有 f(x) = x, 故 f(x) 为 恒 等 多 项 式 函数 ,定义 域 为 其 不 动 
点 集 . 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 利用 f(x) 的 不 动 点 解 方程 

车 a,b 是 二 次 函数 /(x) = Ax? + Bx + C 的 两 个 不 动 点 , 则 a, b 也 是 四 次 函数 
ДЇ/бх)] = АСА? + Bx + С) + B(A + Bx + C)+C 的 两 个 不 动 点 . 

事实 上 ,根据 题 设 ,可 由 ha* + Ba + С = a,Ab?° + Bb + C =。 消去 B,C 可 得 

f(x) = х + A(x - a)(x - b), РЖ 

fUf(a|)] - x = f(x) + Аж) - a][/(x) - b] ж 

= A(x-a)(x-b)+A[z +A(x-a)(z - b)- a] * 
[z + А(х- a)(x - b) - b] 
= А(х- а)(х- Ь)+|1+[1+ A(z -—a)] ` [1 + A(z - a)]l. 

故 а,Ь 是 /[f(x)] 的 两 个 不 动 点 . 

从 上 面 的 证 明 中 也 可 以 看 出 :/[f(x)] 的 另 两 个 不 动 点 由 方程 1+ [1 + 4(x - 
5)][1+ A(x - a)] =0 给 出 . 

例 4 2708 у – бу + 10y* – 4y = 0. 

解 ” 原 方程 可 变形 为 (y* - Зу + 2) -3(y – Зу +2) +2 - у = 0.Ф /(у) = 
у - Зу + 2, 则 f(y) 的 两 个 不 动 点 分 别 是 2 +V2 和 2 - /2. FE: 2 +V2,2 -Y2 也 是 
JLF(y)] 的 两 个 不 动 点 , 又 f[f(y)] 的 另 两 个 不 动 点 由 1+ [1 + (y - 2+Y2)][1+ 
(у - 2 - /2)] = 0,805? - 2y = 0, 求 得 为 0 和 2, 故 所 求 方程 的 四 个 根 分 别 为 2 + /2, 
2-42,0,2. 

以 此 例 可 以 看 出 :对 于 一 元 代数 方程 g(x) = 0, 可 转化 为 同 解 方程 f(x) - x = 
&(x) = 0, 求 得 A(x) 的 不 动 点 , 即 求 得 g(x) = 0 的 根 . 

运用 牛顿 切线 法 来 求解 高 于 四 次 的 一 元 代数 方程 无理 方程 超越 方程 等 的 近似 
根 就 是 基于 上 述 道理 . 

运用 牛顿 切线 法 求 g(x) = 0 的 近似 根 时 ,是 先 适当 选取 一 个 数 xo, 作 出 x, = x - 
БЛ, = э Е) уела - 可，… 得 到 一 申 通过 方程 根 的 数列 1441,i = 
1,2,…( 其 中 ,g(x) 为 g(x) 的 导 函 数 ) .再 根据 实际 需要 ,可 求 得 某 一 个 x, 就 够 了 . 例 
如 , 解 方程 ci(2 - х) - 1 = 0, 作 图 知 g(x) = e (2 - x) - 1 在 (0,1) 上 有 一 个 零点 ， 
用 牛顿 切线 法 求 这 零点 的 近似 值 时 ,可 取 z, = 3, 有 


g(xo) g(x1) (%2) 
m = (а) = - 1.155999, 5, = x, - 209 = 0.189433, х; = m - уу Е. 


ло Ўжо 


алоо іта Эно 


还 可 根据 实际 需要 求 得 更 精确 的 值 x ,满足 /(х,) - x, = g(x;) ~ 6. 因 而 ,利用 
Кк) 的 不 动 点 来 求 方程 g(x) = 0 的 近似 根 的 牛顿 切线 法 给 计算 机 运算 ( 解 方程 ) 带 来 
了 极 大 的 方便 . 

2. 利用 /(х) 的 不 动 点 求 函数 (或 多 项 式 ) 解析 式 

015 试 确定 符合 下 列 条 件 的 所 有 多 项 式 p(x): 

p(s +1) = [p(z)] +1,p(0) = 0. (第 32 届 普 特 南 A - 2) 

f ”由 题 设 有 p(0) = 0,р(1) = [p(0) +1 = 1,р(2) = [p(D)?+1=1， 
p(5) = [p(2)] +1 = 5,p(5' +1) = [p(5)] +1 = 26,… 

即 р(х) 有 无 限 多 个 不 动 点 0,1,2,5,26,… 又 р(х) 是 多 项 式 , 故 方程 p(x) ~ 
x = 0 是 代数 方程 .而 一 元 n 次 代数 方程 只 有 n 个 根 , 故 

р(«)-х=0, р(х) = х. 

另 一 方面 ,p(x) = 0 满足 p(0) = 0 р(х? +1) = [р(х) +1, р(х) = x 为 
所 求 的 唯一 多 项 式 . 

例 6 求 出 所 有 的 函数 f, 它 的 定义 域 为 一 切 正 实数 ,并 且 函 数值 为 正 实数 ,满足 
下 述 条件 :(DfLAf(y)] = yf(x), 对 任意 x,y € R';(2) 当 x о 时 ,f(x) 一 0. 

(IMO - 24 试题 ) 

ЯМ щу = y > 0 时 ,有 [f(x)] = Ах), Я у(х) 为 其 不 动 点 ， 

f ”首先 证 x = 1 是 f(x) 的 不 动 点 , 即 /(1) = 1. 在 条 件 (1) 中 取 z = 1,y = 


ZD: ЛС у)! = ДУО = 1. Ф 
кы 1 2 1 1 
再 在 条 件 (1) 中 取 y = lz = RT) 得 Луту AD] = 1: (X) B fO) = 
1 

A): @ 


比较 Ф.О 两 式 得 /[f(1)] = 1. 

又 在 条 件 (1) 中 , 令 * = 1,y = 1,48 

АІ) =1:f0), 故 1(1) = 1. 

再 证 х = 1 是 唯一 的 不 动 点 . 

设 x = а 是 不 动 点 , 即 有 f(a) = а. 

G) а> 1 时 , 则 He) = Fo a) = Да. /(а)] = аа) 

= а‘ fo 一 .al)=a'jfao 一 .Fo)] =… = а, 

即 x = a" 也 是 不 动 点 .而 limf(a") = lima" = aa ,这 与 条 件 (2) 矛盾 , 知 e > 1 不 

可 能 . 


Gi 540 < а Ів, Л) = CL + a) = /A446)] = а 1) =1, 则 


Л) = 1.005 = 十 也 是 不 动 点. 而 十 > 1, 这 又 回 到 了 (i 的 情形 . 


综合 (i),(i) 可 得 ,a = 1 即 x = 1 是 唯一 的 不 动 点 . 
最 后 令 x = y, 由 已 知 条 件 (1) 得 有 [f(x)] = xf(x), 即 对 任意 x > 0,2xf(x) 是 不 


动 点 ,而 z = 1 是 唯一 不 动 点 ,所 以 f(x) = 1, 即 f(x) = T. 


在 求解 ”次 选 代 函 数 的 解析 式 时 ,利用 不 动 点 可 带 来 很 大 的 方便 . 

设 /(z) 是 定义 在 集合 MM 上 并 取 值 于 M 的 函数 , 记 (<) = x,f0(x) = уа), 
Ж” (а) = УО"? (х)), ЖЖ (ж) 是 函数 (x) 的 п 次 迭代 (或 复合 ). 显然 , 若 
Ка) =x+oa 则 Fw(z) = x + na; 若 f(x) = ах, f) (х) = ах; f(z) = ax?， 
则 f(x) = а. ;车 (x) = az' MJ (а) = аї®'`-Э 2" 等 等 .但 是 ,大 多 数 函 
数 的 n 次 迭代 是 不 能 轻而易举 地 写 出 的 ,下 面 我 们 给 出 的 几 个 定理 是 有 助 于 克服 这 一 
困难 的 . 


定理 1 一 次 函数 /(z) = ax + b(a z D 的 不 动 点 是 上, 则 (x) 的 次 授 代 


函数 的 解析 式 可 用 f(x) 的 不 动 点 表示 , 即 /9(x) = ш'(х-т—у+ү—. 


1-а 
此 定理 可 用 数学 归纳 法 证 明 ( 证 略 ). 
例 7 ЁЗП/(/(/(х))) = 8x + 7, 求 一 次 实 系数 函数 FLx).(1979 年 安徽 竞赛 题 ) 
解 。 设 一 次 实 系数 函数 F(z) = ax + b(a Z l.a,b € В), 
b 


аа т) + r= = 8xz +7, 
a = 8 
a = 2, 
即 有 [em 18 = 1. 


故 所 求 一 次 实数 系 函数 为 Kx) = 2x + 1. 

在 定理 1 中 , 令 m = pP ИГА) = абас) + софе а op(z)， 
(其 中 p(x) = x - xo,g(z) = ах, (к) = ax, 且 ”“。” 表示 函数 复合 运算 .) 

由 此 ,对 于 给 定 的 函数 f(x) 和 g(x), 车 存在 一 个 可 逆 函 数 ф(х) 使 得 f(x) = 


9 ов р(х), ДИ (х) 和 g(x) 关于 桥 函 数 p(x) 相似 , 记 为 ?g. 
此 时 ,由 f(x) = gp"'(g(g(x))) 有 gp(f(x)) = 8g(gp(x)), 那 么 p(xo 


= p(xo) = 


ИОА Эго 


2831882 ЗАРАА ружо 


&(р(хо)), ЁТ ф( хь) 是 g(x) 的 不 动 点 ,这 说 明 桥 函数 ДАГВ Е АОК ДА xa 
映射 成 为 g 的 不 动 点 p(xo) . 

通常 为 了 便于 计算 в'° (х), а(х) ЖО ах,х + a ах? ‚ал? 等 等 ,这 时 g(x) 的 不 
动 点 为 0 或 m .因此 ,在 桥 函 数 o 的 映射 下 ， "унган .因此 ,车 


f(x) 只 有 唯一 不 动 点 xo 时 , 则 可 考虑 取 p(x) = x - ЕДС уред 5), 这 时 ,g(xo) = 


ОС о) у(х) 有 两 个 不 同 不 动 点 zi ,x,, 则 可 考虑 取 g(x) = Z с=т 1 ,这 时 Ф(&) = 
0,9(x2) = o ,于 是 ,定理 1 则 可 加 强 且 叙述 为 
定理 2 ”一 次 函数 f(x) = ах + b(a zx 1), ф(х) = x— xo,g(x) = ах,Й| 


f ае, Ж f(z) 的 不 动 点 , 且 f (<) = pt(g"(g(z))). 
类 似 地 我 们 可 得 如 下 一 系列 定理 和 推论 : 
定理 3 二 次 函数 (x) = ax? + bx + c(a 5 0), 0 g(x) = а?,Фф(х) = х- 


Му ехо = 一 孝 且 是 (x) 的 一 个 不 动 点 ,及 f(z) = фарба). 


定理 4 КАК (а) = 经 十 (ce x 0,ad - be 0). 


(1) ЖЖ ф(х) = ж ж,),&(х) = ш, Шу? “ge, x, Ж f(x) 的 两 个 不 
等 的 不 动 点 , 且 k = дэл = 9"'(g" (p(x))). 
(2) 若 取 p(x) = 一 r. (a) = z+ k, MJ Уа» 是 f(x) 的 唯一 不 动 点 且 


k= 21 di = ф!(&'®?(ф(х))). 


定理 5 ”二 次 分 式 函数 /(x) = е 和 ae 不 同时 为 零 ) , 若 取 p(z) = 


= ань = 4йс,е(е = 2a) = 24: 
О/- b),xi, x: B: f(x) 的 两 个 不 等 的 不 动 点 ,是 当 d 关 0 时 ,f(x) 的 第 三 个 不 动 点 为 


22 Ë f) (a) = Ф104 (p(x))). 


(ж, # 22), в(х) = ko, 


Нег Л) = ае 2 0), ж („у = Жс 2 a), 


g(x) = Шу ве = 0,e = 2а B x, Ж) е аА 


推论 2 设 f(x) = акту =“ 0), ЖЖ p(z) = суба ж), 
g(x) = he, век = 2 а-а Ед е ОНЯ 
零 不 动 点 . 

推论 3 设 /(x) = тт. тшу z 0), 若 取 g(x) = (x 9 0)， 
код, he, у дев = —®,е(е -20) = 4/,В. хз БС) 的 两 个 非 零 
不 动 点 . 

定理 6 а) = SP tb t 0да yy0), 若 取 g(*) = усу (m = ж), 


ex + fc + g 
g(x) = ZM) f Pgesb = 0,e = За, = 944, = 3a(3g = c), B. xi, x (a, Z ж) 
和 - £ жо) 的 三 个 不 动 点 ,及 Jim(z) = р '(ш'”(ф(х))). 


推论 4 0а) = күк ыз сш = 0), 若 取 9(z) = = б ж), 
#(х) = ж, ШУ РИ = f = 0,е = За;с = 3g Нах Ж f(x) 的 两 个 不 等 的 非 零 
жаң. 


显然 定理 4 ~ 6 均 为 如 下 定理 7 的 特殊 情形 . 


а(х - Ь)* = bp(x ~ а)! 
定理 7 W f(x) = Саъ) р(х а) (а = b,k Є N), #0 ф(х) = 


(z) = px MI f ?geva,b E f(x) 的 两 个 不 等 不 动 点 且 


аа) = ф!(д'”(ф(х))). 
例 8 EN (х) = 3z + 2, 证 明 存 在 正 整 数 m f#: ft” (m) 被 1988 整除 ， 
(1988 年 中 国 IMO 集训 选拔 题 ) 
证 明 /(х) = 3x + 2 的 不 动 点 为 xm = - 1 由 定理 1 或 2 易 求 出 (x) = 3° - 
(а+х)-1,Ж/°%®(т) = 3®(т + 1) — 1.8 1988 = 4.7.71 与 100 互 质 , 故 存在 非 
零 整 数 wp 使 3mu - 19880 = 1,3'®ш - 1 = 1988v. 车 uw 为 大 于 1 的 整数 , 则 取 т = 
и-1 И; u = 1,1988 1 (3® + 1)(3mu -1 = 39 - 3/9 -1= /3 -1), 
取 m = 3”m -1 即 可 ; 若 uw 为 整数 , 令 и =- u, = s, MD 3 +1 = 19887, 


Жалий p 5E-T-We Peta la Ошо 
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1988 1 (3® - 1) (3/90 +1) =3m[(3m Dy +1]-1 = 016039 1) ], т = 
(32 -1)ш' 即 可 . 


例 9 设 f(x) = 668-15 ж GO. 


= а +10z-1 


8 /G) = 88-15 урай 1,3,5, ВИЙ ЕЛЕЕ 5 的 条 件 , 则 取 


x° + 105 - 
š -3 ?+6x - 15 
ж = 3,2 = 1, 有 p(x) = 三 1,g(z) = 222 (k = 2); 或 者 由 二 = 


3(x – 1)? -2(x - 3)* -3 = 2x2(p = 
аа аут ,也 满足 定理 7 的 条 件 ,有 g(x) = 1'8(0®) = 2х'(р = 2), 


此 时 gi(x) = ®=3 


-1” 


д (2) = 2. x” , 故 


9 (а) = (ио 2710 — 3)” _ 3(z = D” Т 
f(x) = Ф089 (р(а))) Fi G SD” е 为 所 求 . 


З. 利用 /(x) 的 不 动 点 讨论 n - 周期 点 问题 
例 10 设 $S 是 复 平 面 上 的 单位 贺 周 ( 即 模 等 于 1 的 复数 的 集合 ),f 是 从 5 到 S 的 映 
射 , 对 于 任何 z € S, 定义 Fo(z) = /(«),/®(:) = ff2)) 5,79 (а) = 
РУС а))0)). (第 4 届 中 国 奥林匹克 题 ) 
а 


ЖЯ сє 3 及 自然 数 n Чу (с) 2 с, 50 (с) з с, (с) ы с, у (с) = 
с, с 是 /的 mn - 周期 点 . 

设 m 是 大 于 1 的 自然 数 ,f 的 定义 如 下 :f(z) = m(z € S). 

试 计算 f ñ 1989 - 周期 点 的 个 数 . 

М 当 f?(c) = c 时 , 即 知 c 为 的 n -不 动 点 .显然 ,n -周期 点 必 为 n - Жай 
点 .反之 , 若 。 泡 = - 不 动 点 , 必 有 最 小 正 整数 四 使 为 m - 周期 点 .此 时 一 定 有 m1 n, 
否则 令 m = hmi+r(0 < г< т), е = (с) = f) (с), У т 的 最 小 性 矛盾 . 

由 此 得 到 ;车 记 / 的 n - 不 动 点 .mn - 周期 点 的 个 数 分 别 为 F, P, , 则 


对 本 题 的 了 容易 归纳 证 明 f/9(z) = Z“ , 故 由 Fo(z) = z LF, = m — 1, 

由 于 1989 = 3°. 13 . 17, 它 的 (小 于 1989) 因子 共有 11 个 :1,3,9,13,17,39,51,117， 
153,221,663, 故 可 逆 推 算出 (也 可 用 容 斥 原理 算出 ): 
. P, = F, = m - 1,P, = F, - P, = т - m, 


s=_ s _ 
Po = т" - m,P, = т? - m” - т + т, 


ш» + т?, 


п 3 и 
Ры = т — т = т + т, Рур = т 
з 2 n n 
Pa = т — m° - m° + m°; Px = m” —- m” — т + т, 
n u 3 
Раз = тё – т! – т – т? + т" + т? +m. 


最 后 Pas = Fwm - У) Р 


= mÜ _ тё mm + m! + m” + m° — m°. 

由 上 述 解答 ,我们 有 

定理 8 10 (х) 是 定义 在 数 集 M 上 且 取 值 于 MM 的 函数 ,k,n € N,c € М. 

(а) 若 丰 1m, 且 是 Fo(x) 的 不 动 点 , 则 是 F”(x) 的 不 动 点 . 

(2) 若是 Fe(x) 和 "(x) 的 公共 不 动 点 , 则 c 是 A*"”(x) 的 不 动 点 . 

(3)c 是 Fw (x) 的 不 动 点 而 非 /的 n - 周期 点 的 充 要 条 件 是 存在 正 整数 k < п, 
к1п, Вс (х) 的 不 动 点 . 

д. 利用 /(x) 的 不 动 点 求解 数列 问题 

(1) 求解 一 阶 递归 数列 的 通 项 (或 某 一 项 ) 

利用 前 面 介 绍 的 求 函数 n 次 迭代 的 不 动 点 方法 来 求 某 些 一 阶 递归 数列 的 通 项 是 
很 方便 的 . 

定理 9 设 f(x) = ax + b(a 4 1,а z 0), Жа, | 由 初始 条 件 a, з f(a1) 及 
a, = Ха.) 确定 ,那么 当 且 仅 当 x 是 f(x) 的 不 动 点 时 ,数列 fw, - хо 是 公 比 为 a 的 
等 比 数列 . 

例 11 今 有 一 数列 a ,a,,…, 其 中 а, 是 自然 数 ,而 ал = [1.5a,] + 1( 这 里 [%] 
表示 不 超过 x 的 最 大 整数 ) ,是 否 可 以 选择 a, 的 值 ,使 此 数列 前 100000 项 为 偶数 ,而 
100001 项 为 奇数 ? (1981 年 联邦 德国 竞赛 题 ) 

f #1 < n < 100000 时 а, 为 偶数 , 则 [1.54,] = 1.5а,, РЕ 

аа = 1.5а, + 1(1 < n < 100000). 


由 定理 9, 知 o。 = (2) 0а, + 2) - 2(1 < n < 100000,/(х) = 1.5z + 1 的 不 动 
点 为 z = - 2) , 故 只 要 取 а, = 27909. ү - 2( 为 任意 奇数 ), 有 

а, = 3'.2'®*. N _ 2(1 < п < 100000), 
这 时 ml,…， am 为 偶数 ,而 am = 3. N - 2 为 奇数 . 

例 12 ”运动 会 开 了 a 天 (mn > 1), 共 发 出 m 个 奖牌 ,第 一 天 发 出 1 个 又 余下 的 m - 
1 个 奖牌 的 二, 第 二 天 发 了 2 个 又 余下 的 奖牌 的 才 ,等 等 ,直至 第 n 天 正好 发 了 n 个 ,全 


оваа жо 


部 发 完 . 问 这 个 运动 会 共 开 了 几 天 ? 共 发 了 多 少 个 奖牌 ? (IMO - 9 试题 ) 


Н 解 ” 设 第 天 发 出 ai 个 奖牌 , 则 
Š a 1+ 09-10) = T(m+6),a = k+-L(m = w аса = b), 
š 于 是 wm - аш = 1+ 才 (- щш -1),Ш а, = баш 6. 
中 
А BS ух) = 号 = + Š 的 不 动 点 为 6, 所 以 
Ë a = (Ca - 6) +6 = 1($)* "(т -36) +6, 
т 6 
m = a) + a, + + a, = (т – 36)[1- (7)"]+6n, 
解 出 得 m = (л - 6) + 36. 


因为 m,n 是 正 整数 且 7" 与 6 互 质 ,所 以 6"! | (n - 6). Хуп > 1 时 显然 有 
1n -61< 6"', 故 只 能 n = 6, 从 而 т = 36, 即 运动 会 开 了 6 天 , 共 发 了 36 个 奖牌 . 


例 13 已 知 a = 1,a, = ва + 4а, + УП + 24а, )(n > 1), а,. 
(1986 年 联邦 德国 竞赛 题 ) 
解 Ф, = VT+246, 即 a。= (51 - 1), 原 着 推 关系 变 为 
Ока +1)# = (8, +3). 
IB, > 0, 故 有 2bs = 0, +3,806.= 16,43,80 = /Г+ а = 5. 而 
Жө) = ук + 2 的 不 动 点 为 3, 所 以 如 = (Чу СЬ - 3) +3 = 2 + 3, 故 


= дз - 1) = (2°! + 3.2"! +1)/(3.2”),п > 1. 


类 似 于 定理 9, 我 们 还 有 如 下 一 系列 定理 : 
定理 10 f(x) = ах + bx + c(a = 0), 数列 |a,1 КЕ + Ка) ЖЖ 


ЖКЖ а, = f(a1)(n > 2) 确定 ,那么 当 上 且 仅 当 x。= - == 去 是 f(z) 的 不 动 点 时 ,有 


a, — ж = а(а,1 - xo) (n > 2) BË In | a, Fo КН sa) 


х) -xz = D): — Br(z — e 
жап 8/5) = 0), рр N) ,数列 [| 由 初始 


条 件 а, z f(a1) 及 递 推 关系 a, = f(a,.,)(n > 2) 确定 ,那么 


а в 下, 其 中 4 = төте" (2 21) А 
特别 地 ,我 们 有 
(а) Фа) = 坚 士 4(e „0, ай = be z 0) „Ва, | 由 初始 条 件 wm 2 f(a1) 及 


сх + 4 
递 推 关系 a。= f(a,1)(n > 2) 确定 ,那么 :(i) МСЧ а, 870) 的 两 个 不 等 的 不 
动 点 时 ,数列 | 和 ы 是 以 r = = ДЕНОВ, (u) 当 且 仅 当 a = 8 时 , 数 
= 为 公差 的 等 差 数 列 . 


тра =} жщ-2 


(2) # f(x) = РНИИ 由 初始 条 件 a, = f(a1) 
及 递 推 关系 a,= f(a,-1)(n > 2) ЖЕ, ЖАША М be = 4dc,e(e -2a) = 24(2/ - 


b),a 和 有 是 f(x) 的 两 个 不 相同 的 不 动 点 且 当 d zx 0 时 ,f(x) 的 第 三 个 不 动 点 为 - 5° 


а, 一 Q > амі = а\? 
ий == = а (а) (> 2). 


емш,оя у) = аа 0) На, 由 初始 条 件 a уба) 及 
ЖЕЖ а, = (a.1)(n > 2) 确定 ,那么 当 且 仅 当 5 = 0,e = 2a,a 和 8 是 /x) 的 两 
个 不 相同 的 不 动 点 时 ,数列 iln( 95 =] | 是 公 比 为 的 等 比 数列 ,或 有 


— (888). 


a, las = 8 
Gi) жа) = ыа „ 0) ,数列 js.| 由 初始 条 件 a, 之 (a) 和 省 推 关 


Ж a, = Ј(а,1)(п > 2) 确定 ,那么 当 且 仅 当 。 = 0,b = 2/,а ЯВ JE f(x) 的 两 个 不 相 
同 的 非 零 不 动 点 时 ,有 


2 
а-а _ =й (к=) оа аа Wa а б): 
ъ-1 一 


Gü) 3 f(x) = == adf з 0),ЎЇ{ a, | 由 初始 条 件 a, з (a1) 及 递 扒 


ЖЖ а, = Ка, 1)(п > 2) 确定 ,那么 当 目 仅 当 e(e - 2а) = 4df,a fll - 24 Ë f(x) їй 
两 个 非 零 不 动 点 时 ,有 
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ыа) (п > 2,а z 0). 


а, а 
(з) # (z) = аы каз 9:0), 91 1а, ЕЗИ а, z f(a,) Ж 


递 推 关系 a, = f(a。1)(n > 2) 确定 ,那么 当 且 仅 当 5 = 0,e = За, с = 9ad,f' = 
3a(3g - с),а Ж18 Jë f(x) 的 两 个 不 相同 的 不 动 点 且 f(x) 的 第 3 个 不 动 点 为 — Ф 


ва (а) аза 2 D ,或 数列 in[ °: = 8) ннз оная. 


a - B \ал- 
特别 地 , 若 J(z) = а а еса x 0, 天 9, 数列 jos| 由 初始 条 件 a, > 
Ма) ЖЖЖ а, = /(а, 1) (а > 2) 确定 ,那么 当 且 仅 当 b = f = 0,e = 3a,e = 


За, а 和 8 是 f(x) 的 两 个 不 相等 的 非 零 不 动 点 时 ， жа 二 5 = (с s: > (n>2,a ж 


Ва  0,В z 0) ві m | 2 И аай, 


баж) = =й = а) yx BEE N) 数列 |o.| 由 初始 条 件 


% # Кал) ЖЖ о, = /бо,)(а > 2) 确定 ,那么 数列 ln{ 和 二 3) | 是 公 比 为 
4 的 等 比 数列 (此 即 为 定理 11 中 当 ;= 1 时 的 情形 ) 
mu Ва > 0, На = ЗО) Q 1,2,…). 斌 证 :数列 1 
或 者 对 任意 自然 数 n 者 满足。< z. ,或 者 对 任意 自然 数 都 满足 <。> э. 
(1986 年 全 国 高 考题 ) 


з +3 (а, + 1) + (x, - 1) 
证 明 х. = 3⁄2 +1“ («+19 (x -1 于是 由 定理 11, 有 


Е (х, + 1)” + (x -1 

U а + 1) = (s= 1 

баз + 1)” = А, (а - D” = В, 
ы А+ В А-В А – АВ + В? 


=» С A+B СА В ААВ + В 
X n€ М, 93% 是 奇数 .于 是 当 0 < х, < 18, + 1 > 1,5140, А> 1, 


B < 0,АВ < 0,#Я А° АВ + В > А? + АВ + В? ВА > 1 


当 x， > 1 时 , 仿 上 推 得 2 < 1. 这 样 便 证 明了 命题 成 立 . 
类 似 于 此 例 ,可 讨论 1984 年 全 国 高 考 理科 第 8 题 ,该 古 题 设 为 : 设 ”> 2, 给 定数 列 


{x,1 ,其 中 x = а, = ED = 1,2,…). 只 要 令 和 = y, + 1, 则 得 Ула = 


+1 _ (y, + 1) + (y, - 12 W: бз + QG = D”? 
2, " G. +12- ov а x “Чжу веса 


-1 


x, = 2/[1-(1- у 1. 


对 于 这 道 题 如 果 运 用 定理 11 中 特殊 情形 (2) 中 (i) 的 结论 可 更 简捷 地 讨论 ， 其 通 项 
RR 


м 22 2] 
例 15 i = 1,n > 1, 求 证 : lima, = 1. 
(第 7 届 普 特 南 A - 1) 


证 明 因 /(z) = 51 = 1( 并 由 定理 11 中 的 (1))， 
а= 525 ат = рт + (9-0 0,8 
а – 1 


a, = 1 + тта - D(a = D klima, = f, 


由 此 例 可 看 到 :数列 的 极限 与 不 动 点 相同 ,这 是 必然 的 ,还 是 偶然 的 ?下 面 我 们 讨 
WE. 

5. 求解 一 阶 递归 数列 的 极限 

一 阶 递归 数列 а, Жа, = /(а, 1) (п> 2) 的 极限 与 /(x) 的 不 动 点 密切 相关 .下 
面 的 定理 将 说 明 其 间 的 关系 . 

定理 12 一 阶 递归 数列 :a Жа, = f(a,_1)(n > 2,f 在 定义 域内 连续 ) .以 下 简 记 
Га, 存在 极限 的 必要 条 件 是 f(x) 有 实 的 不 动 点 , 且 此 极限 为 其 中 某 个 实 不 动 点 . 

此 定理 的 几何 意义 是 显然 的 . 

定理 13 车 f(x) 在 (a,5b) 上 单调 递增 ,x 为 f(x) 的 实 不 动 点 , 且 在 (a,xo) 上 有 
f(x) > x, 在 (xo,5) 上 有 f(x) < x, 则 当 a < a, < хо, 1а, | 为 递增 数列 , 当 x。< 
а, < 6 时 ,1a,| 为 递减 数列 , 且 都 是 lima。 = <o. 

Ж f(x) 在 定义 域 上 为 一 一 映射 ,(a,b) 为 定义 域 的 子 集 ,xo 为 f(x) 的 实 不 动 点 ， 


онен ўво 
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且 在 (a,xo) 上 有 f(x) < x, 在 (xo,6) 上 有 f(x) > x, 则 当 a < a, < b(a, = xo) BF, 
数列 | a,] 不 以 xo 为 其 极限 . 

定理 14 若 f(x) 在 (a,5b) 上 单调 递减 ,xo 为 (x) 的 实 不 动 点 , 且 在 (a,xo) 上 有 
flf(x)] > а, (о, Б) 上 有 f[f(x)] < х, Ча < a, < 5 时 (oz 四 且 w < 
Жа,) <) ,数列 | oo 为 摆动 数列 ,并 有 lima。 = x. 

Ж f(x) 在 定义 域 上 为 一 一 映射 ,在 定义 域 的 子 集 (e,5) 上 单调 递减 ,zo 0 f(x) 的 
实 不 动 点 , 且 在 (a,xo) 上 有 [LAF(x)] < x, 在 (xo0,5) 上 有 [f(x)] > x, а < а < 
(а, з хо, ЕАМ а, 存在 ,n = 1,2,…) ,对 于 数列 fc.| ,总 存在 自然 数 N(N > 1) ,使 
得 ау g(a,5), 且 fa,i 不 以 x 为 极限 . 

用 上 述 定理 求解 一 阶 非 线性 递归 数列 的 极限 是 方便 的 ,其 步骤 是 : 先 求 不 动 点 ,再 
考察 函数 f(x) 在 不 动 点 附近 的 增 减 性 ,递增 时 比较 (x) 与 x 的 大 小 并 应 用 定理 13, 弟 
减 时 比较 [f(x)] 与 x 的 大 小 并 应 用 定理 14. 


16 “已 知 数列 jx € R... = 5=.#Э®(„ = 1,2,…) . 斌 讨论 数列 的 增 丰 
与 极限 (参见 例 14) 


Ий у(х) = ®_#Э® 的 不 动 点 为 - 1,0,1, 而 /(z) 在 定义 域 =E 及 上 单调 递增， 


当 - wm <x <-1 时 ,f(x) > x; -1l<x < 0 时 ,f(x) < 50 < x < 1 时 ,f(x) > xi 
l< x <+ о BF,f(x) < x. 故 当 - wm < x <-1 时 , {x,} ЖЖ, Нах, == l 
-1l1<mx < 0 时 , |x| 递减 , 且 lim x, =-1; 当 0 < x < 1 时 ,fx 上 递增, 且 limx。 = 1; 
当 1< x <+ 9 8}, [5,| 递 碱 , 且 limx。= 1; 当 x，= - 1,0,1, (а, | 分 别 为 常数 列 
{= 1,101,101. 

在 求解 一 阶 非 线性 递归 数列 的 极限 时 , 也 可 以 运用 不 动 点 求 出 其 通 项 再 取 极限 
(#1 15), 还 可 以 利用 不 动 点 及 介 值 定理 来 求 . 

例 17 нх ÉE x, = V2z, + 3 定义 无 穷 数列 , 试 求 lim% . 

É R f(x) 的 不 动 点 得 xo = 3(xo > 0), 

由 不 动 点 z = 3 上 暗示, 作 代 换 | x。- 31 有 


5 ка 
0 «1а, -31= 21-312 (2) -1 31, 


Ге 34363 150-3167 
al 7 

nl 
而 lim (2)” 1x -31= 0, 则 lim 1 x, -31- 0, 
13 а, 
ша, = 3 


上 上 


ь 


3. 


【模拟 实战 】 


习题 A 


.已 知 函 数 f/(/(/(/(f(z))))) = 16x + 15, 求 一 次 函数 f(x) 的 解析 式 . 
2. 


已 知 二 次 三 项 式 Kx) = а? + bx + с 使 得 方程 f(x) = x Ж ЭЛЙ. ШЕЛ: Jy Ë 
Рк) = x 也 没有 实 根 . (第 7 届 全 苏 奥林匹克 题 ) 
设 f 是 具有 下 列 性 质 的 函数 ; 

(0) (п) 对 每 个 正 整数 п 有 定义 ; 

(2)/(n) 是 整数 ; 

(3)f(2) = 2; 

(4) (т + п) = f(m) + (п), 1—0 m, n; 

(5) (т) > f(n), 当 m > n B$. 

证 明 :f(n) = n. (1969 年 加 拿 大 奥林匹克 题 ) 


Оа p + 2V * - 1 = zx 成 立 的 实数 ,其 中 p 为 参数 . 


(IMO - 5 试题 ) 
习题 B 


设 pi(x) = х – 2,р(а) = pi[pja(x)](j = 1,2,…). 试 证 :对 于 任意 自然 数 n， 
p. (x) 的 所 有 不 动 点 全 是 相 异 的 实数 . (IMO - 18 试题 ) 


. 设 Fn) 是 一 个 定义 在 自然 数 集 上 的 函数 ,并 在 自然 数 集中 取 值 . 试 证 :如 果 对 于 每 


个 n 值 ,不 等 式 f(n +1) > f[f(n)] 都 成 立 , 那 么 ,对 于 每 一 个 n 值 ,都 有 f(n) = n. 
(IMO - 19 试题 ) 


. 证 明 :不 存在 任意 实数 * 均 满足 fLF(z)] = z 1996 的 函数 f(x). 


(1996 年 世界 城市 际 联赛 题 ) 


. 设 $ 是 所 有 大 于 -1 的 实数 集合 ,确定 所 有 的 函数 :5 一 5, 使 得 满足 下 面 两 个 条 件 : 


(1) 对 于 5 内 所 有 x 和 y, 有 f[x+f(y) + x * f(y)] = y + f(a) + y Ја): 
(2) 在 区 间 (- 1,0) 和 (0，+ =), 00 是 严格 递增 的 . (Mo - 35 试 题 ) 


аита рівно 


Залоза ЭсушО 


第 七 章 — J u 0 3k ЙУ 


【基础 知识 】 
Ее 定义 在 区 间 5 上, 若 对 于 任意 的 m ,za € Ifl p, > 0,р, > 0,0 
p. Ee 4 >, Рә, 
Бет) f(x жу Рт о) > GA tup. Л ЗЕГЕ х), (7-1) 


则 说 f(x) 在 区 间 人 是 的. 如 果 (7 - 1) 式 中 等 号 当 且 仅 当 х, = я, 时 成 立 , 则 说 
f(x) 在 区 间 了 上 是 严格 下 凸 的 . 

如 果 (7 - 1) 式 中 不 等 号 反 向 , 则 说 (x) 在 区 间 1 上 是 (严格 ) 上 凸 的 ， 

特别 地 , 令 P = p, = 去 ,车 (7 - 1) 式 成 立 , 则 称 /( z) 为 “算术 下 三 ”函数 ; 若 (7 - 
1) 式 中 不 等 号 反 向 成 立 , 则 称 f(x) 为 "算术 上 凸 ”函数 . 

凸 函 数 成 立 着 著名 的 琴 生 (Jensen) 不 等 式 : 

定理 1 设 /(x) 在 区 间 /上 是 下 凸 函数 , 则 对 任意 z, € Гр, > 0(i = 1,2,…， 


Уһ Ка) 傍 +) 
n), 有 上 一 一 一 >> (7-2) 
>т >p: 


Ж f(x) 在 区 间 7 上 是 严格 下 凸 的 ， 则 (7 - 2) 式 中 等 号 当 且 仅 当 x， = х, = … 
x, 时 成 立 ， 

Ж Уа) 在 区 间 1 上 是 上 凸 的 , 则 (7 - 2) 式 中 不 等 号 反 向 . 

上 述 凸 函数 的 概念 及 性 质 ( 琴 生 不 等 式 ) 均 可 以 推广 ,为 讨论 问题 的 方便 ,引入 一 
个 记号 : 

Вх > 0,P > 0( = 1,2,…,n), 规 定 


Pr | O<lri<+@%, 


下 面 ,我 们 给 出 广义 西 函数 的 概念 与 性 质 . 
设 正 值 连续 函数 /(x) 定义 在 区 间 1 c R° 上 ,如 果 对 于 任意 mm ,xz € Гр, > 0, 


т > 0,Ш М Лб оро) > МСР), (7-3) 
或 [+ б] 

, р. ‚\]” i 

>|: жя) „г ОЕ, (7-3) 

或 [fm (а) .Ja С) > (ай + а), = 0 时 ， (7-3) 


则 说 f(x) 在 区 间 7 上 是 广义 下 凸 的 .如 果 (7 - 3) 式 中 等 号 当 且 仅 当 x，= хо 时 成 立 ， 
则 说 Kx) 在 1 上 为 广义 严格 下 同 的 . 
如 果 (7 - 3) 式 中 不 等 号 反 向 , 则 说 (<) 在 T 上 为 广义 (严格 ) БЕРЧ. 
显然 , 取 p! = pz = +, 取 特 殊 值 时 ， 有 


r= 1,(7 -3) 式 变 为 (2) 人 2 д 


此 即 为 前 面 所 说 的 f(x) “ЖЖ ЕЧ” 函数. 
r = 0,(7 - 3) Жау) Ка) > ат a), 
此 时 ,可 说 成 ,Kx) 为 “几何 下 凸 ”函数 . 


2 2 
АЕ 2,7-3) 式 变 为 全 + ба) 2 /0 2895, 
此 时 ,可 说 成 /(x) 为 "平方 下 凸 ”函数 
2f(x1) ° f(x2) 2x1% 
к=-1,(7=3) жез +) > 7 Vm + з.) А 
此 时 ,可 说 成 Kx) 为 “调和 下 凸 ”函数 ,等 等 
【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 Е.Ж (х) = x(x >0,0<a< 1) 是 上 凸 函数 . 
证 明 ”这 可 由 此 函数 图 形 的 特点 或 求 导 或 由 下 述 推导 得 出 : 
对 于 任意 的 zx > 0, 及 4 > 0,4 > 0,B àA, + À; = 1, 


着 令 4 = Ой + мар, (2) +a (2) +1. 


аға), 


当 0 <a < 1 时 ,二 > 1, 由 指数 不 等 式 或 贝 努 利 不 等 式 有 


озн ЭРО 


ЗЧ АА ро 


x 811 
а = [(2)°1° > 


109) + Ф 
(Ж) + о 


x; kez S 
а [(2)°]15 > 


Б ри a r ла 1)=1, 
А + Àx; > А. 
На > О, (А, х, + А;хҗ,)° > Ах] + Аза. 
这 就 证 明了 朝 函 数 /Kx) = х°(х > 0,0 < a < 1) 是 上 凸 函数 . 


Ж (ФА = A = 2 W [5 e) > Lea уш), @ 
即 此 说 明 函 数 f(x) = x* (x > 0,0 < a < 1) ЖЖ ЕЧ. 
(2) 车 用 x), za 分别 代入 图 式 中 的 x ,x,, 则 有 


(222 2 


2 2 
7 29+ 7 258) 


т? +) 
即 说 明 (z > 0,0 < а < 1) 2933 EB; fE @ Р Ка Кай 
2x, ° 2 21 ° 
m +) < РЫ 
ВИ ае (x > 0,0 < a < 1) 为 调和 下 凸 的 ;又 注意 到 
(ж бз) = (А0) ВМ, 
即 知 f(x) = "(x > 0,0 < a < 1) 为 几何 上 凸 (下 凸 ) 的 . 
同样 地 ,可 推 知 塞 函 数 f(x) = é (x > 0,a > 1) 为 平方 下 凸 、 算 术 下 凸 ,几何 下 凸 
(Er). Т БЕ) = х*-1(х > 1) 是 平方 下 凸 、 算 术 下 凸 ,几何 上 西 .调和 上 凸 
的 ,/(x) =Vx +1 是 平方 上 凸 ,算术 上 凸 ,几何 下 凸 ,调和 下 凸 的 ,F(x) = Порах (а >1, 
x > 1) 是 平方 上 凸 ЯЖ Е ЛА Б ГРЧ. 
上 面 的 例子 说 明 , 尽 管 我 们 有 不 等 式 链 : 


ES > + Кы) тэрт ез, „Жер Л), 
但 这 几 种 凸 函数 之 间 没 有 一 致 的 包含 关系 .然而 对 同一 函数 而 言 ,其 凸 性 也 有 某 些 规 
律 .例如 ,由 算术 凸 性 可 推出 平方 凸 性 和 调和 凸 性 ,并 且 平 方 凸 性 与 调和 凸 性 的 < 上 ” 与 
“下 ”相反 ;由 平方 凸 性 和 几何 凸 性 可 推出 算术 凸 性 .注意 到 


уж Ул жаа (Vay „(+ +) ,有 


(— 


例 2 试 证 :车 函数 (x) 在 区 间 1 上 是 平方 下 (上 ) 凸 ,也 是 几何 下 (上 ) 同 的 , 则 一 
定 是 算术 下 (上 ) тй. 
证 明 ”只 证 下 凸 情形 .由 平方 下 凸 、 几 何 下 凸 的 定义 ,有 


32) < 于 PC + POI (s a) < VA A). 


ЫЕЕЕ Еу 
2 


< $F) жутып 
< TPF) + G) + fm) а) 
= 去 [Kx + f(x,)], 


及 算术 下 凸 的 定义 , 即 证 得 结论 成 立 . 
琴 生 不 等 式 可 以 推广 为 : 
定理 2 设 /(x) 在 区 间 I c R' 上 是 广义 下 凸 函数 , 则 对 任意 的 x € IKRp. > 0 
(i= 1,2,--,n), Ж М0), р] > ЛМ.(х,,р,)], (7-4) 
Уур) Уру 
де > Л |2 Чг 0Вў, (7-4) 
У) Эһ 
ж [лоо], = ЛЦД, |н = 0 时. (7-4) 


# f(x) 在 了 上 是 广义 严格 下 凸 的 , 则 (7 - 4) 式 中 等 号 当 且 仅 当 m = =ош 
x, 时 成 立 ， 

车 f(x) 在 7 上 是 广义 上 凸 的 , 则 (7 - 4) 式 中 的 不 等 号 反 向 . 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 此 定理 中 + x 0(r = 0 时 类 似 ) 的 情形 . 

证 明 ма = 2 时 ,由 广义 下 凸 函数 定义 得 МУ), ра) > ДЇ Му(ж,›р,)]. 

假设 当 л = 大 时 ,(7 - 4) 式 成 立 , 即 有 MiLf(%i),p:] > /ЇМ(жҗ,р)]. 


当 n = БІВ, д 2-0 = АЭП =1. 又 令 g = ф+фа,х = 
р s. 


ой + nka BUZ, € L.H 


Зала руво 


ЗЕКЕН НО 


4-1 
Ф + фы taka = физ хл”, 270 + = 1. 
= 


>" 


18: . | 
由 A Mi (xpD)] = Д | 二 rr 一 
ЭГ 


= (аа +% ++ фал + фа) 


= Бр РО) +9, ИГА 


Е 


= {а Ра) + (ge + фа) (2-5 + аа эш] 


< [Ya GO азва [з + yG ЈЕ 
[ 


= У а) + ба) + @a о) 


= Mia[/(x.),p,], 
及 归纳 法 原理 ,(7 – 4) 式 即 证 . 
有 了 定理 2, 许 多 结论 均 成 为 本 定理 的 简单 推论 . 
由 定理 2, 取 r = 1, 则 有 
推论 1 〈 即 为 本 章 中 的 定理 1, 略 ) . 
由 定理 2, 分 别 取 rr = 0, - 1,2, 则 有 


推论 [II G], > ДОЦ). 0-5) 
Dp (5) 
推论 3 —” [C >| 5 Z | 7-6) 


Уһ Р(х) 


= 


我 们 再 给 出 m 类 广义 西 函 数 的 概念 与 性 质 . 

设 正 值 连续 函数 f(x) 定义 在 区 间 T c R° 上 ,如 果 对 于 任意 z. ,za € Гр, > 0, 
р, > 0,m € R,r € R, 有 M2[f(zx,),p.] > ХМ), (7-8) 
则 说 f(x) 在 7 上 是 mm 类 广义 下 凸 的 .如 果 (7 - 8) 式 中 等 号 当 且 仅 当 “= xa, m = r 时 
成 立 , 则 说 f(x) 在 了 上 上 为 mm 类 广义 严格 下 凸 的. 

如 果 (7 - 8) 式 中 不 等 号 反 向 , 则 说 f(x) 在 1 上 是 m 类 广义 (严格 ) 上 凸 的 . 

显然 , 当 m = r 时 ,(7 - 8) 式 即 为 (7 - 3) 式 ,此 时 f(x) 为 一 般 的 广义 下 凸 函 数 . 


若 取 P = Ps = У.т = 0,7 取 特殊 值 时 ,有 


r = 0 时 ,(7 - 8) ЖА), f(x2) > f(V ху, ж), 
此 即 为 前 面 所 说 的 (x) 为 “几何 下 凸 " 函数 ,此 时 ,也 可 说 (x) 为 “0 类 几何 下 凸 ” 
函数 ， 


r = -1 时 ,(7 в а ` /G) > Ду), 
此 时 ,可 说 /x) 为 "0 美 调和 下 西 " 函数. 

r = 1 时 ,(7 - 8) а) а) > /[| 2), 
此 时 ,可 说 f(x) 为 "0 ЖАКТА” ШЖ. 

б = 2 时 ,(7 -в) ҖЕ / а) > 0144), 
此 时 ,可 说 /(x) 为 "0 美 平方 下 凸 " ЮЖ. 


例 3 (5) = Y + а(х > 0,a,k € R'), 试 证 它 是 0 类 算术 下 凸 函数 ， 


1 2] 
wm 


А + )+ 1 2а y 1 
@% x x ала? [n + 5) (&+®)” 
2 2 
并 注意 二 > 1 т + е 2 2 ， 即 证 . 
1 


ж? (+ 6) x” (su aa)" ” (= у) 
z 2 


т 28J” Y ТИГРА: 
定理 3 设 f(x) 在 区 间 1 Cc R° 上 是 观 类 广义 凸 函数 , 则 对 任意 的 x; € Гр, > 


зоа нА Эржо 


оз ЧОТА Эно 


0G = 1,2,--,n),# М а;), pi] > ДЇМ (ж ,pi)]. (7-9) 
车 f(x) 在 1 上 是 m 类 广义 严格 下 凸 的 , (7 - 9) 式 中 等 号 当 且 仅 当 x，= 
ж = бб = аут = 时 成 立 . 
车 f(x) ЕТ Б т 类 广义 (严格 ) 上 凸 的 , 则 (7 - 9) 式 中 不 等 号 反 向 . 
证 明 ” 当 m = 0 时 的 证 明 可 参见 习题 B 中 第 1 题 ; 当 m = 0BF,r > О(г = 0 可 
类 似 证 ) 时 ,类 似 于 定理 2 的 证 明 而 证 . 
当 m = 2 时 ,由 严 类 广义 下 凸 函数 的 定义 即 得 43 (а), ра] > ДМ, (а, р,)]. 
假设 当 n = 大 时 ,(7 - 9) 式 成 立 , 即 有 МЇ /(х,),р;1 > [Mi(x;,p;)]. 


当 n= 上 +1 时 , 令 gj = 2-0 = 1,2,-,п) ШУ) =1.ХФ у, = Ф + qa 
зл үт 


жр = Жа +!) щы, у, € I.E 
qr q. 
kl 
Qe + Qa байа = qe а, Dg + q, = 1. 
я 


1 Ж. sj 
H ЛМ. (xi,pi)] = т 
Ур 


и 


= ЛС з «1)*] = f(g + + ge * ka + gs 0) 
k-1 
< [э] "f(x)+ q's ИАТА 


= (ба пож сазва (6. а 4.) р 
{ аР) + (@ + аа)" [z Ро) + Dt. а] 
Ў тор 


= [Ў ә] = Б = м1) р], 
24Р. 


及 归纳 法 原理 , (7 - 9) 式 获 证 . 
有 了 定理 3, 许 多 结论 也 成 为 本 定理 的 简单 推论 .例如 , 令 m = r, 定 理 3 即 为 定理 
2, 即 


(= 1,2,-:.n),m € R,r € RE m > г, Ж М0), р) > f[M;(%;, pi)]. 


x, 时 成 立 ， 


1) 为 上 凸 函数 ( 例 1) ,从 而 有 


推论 1 〈 即 本 章 定理 2, 略 ) . 
取 m = 0, 即 有 
推论 2 М%[/(җ),р1>/М{‹(ж›р;)]. (7-10) 


在 定理 3 中 , 令 m = 0,P = LG = 1,2,…,n), 取 r= 一 1,0,1,2, 则 有 


推论 3 Пло 15 1) (7-1) 
у. ї=1 xi 


esto НЕ 


азза Эно 


> a): (7-13) 


“ЛД 
рыз > Д/1у) a): (7 - 14) 


诸如 上 面 的 推论 还 可 以 写 出 若干 ， 留 给 读者 . 
为 了 应 用 的 方便 ,我 们 还 有 如 下 的 : 
定理 4 ü f(x) 在 区 间 гс R° 上 是 广义 下 凸 函 数 , 则 对 任意 的 x Єр > 0 


(7 - 15) 
3 f(x) 在 [上 是 广义 严格 下 凸 的 , 则 (7 - 15) rh 383 M B а = xx = = 


车 f(x) 在 1 上 是 广义 (严格 ) 上 凸 的 , 则 (7 - 15) 式 中 不 等 号 反 向 . 
证 明 ”由 (7- 2) 式 ,并 考虑 寡 函 数 g(y) = y'(y > 0), 则 知 g(y) = у (0 <и 


Ул" 6 а 
Уһ Ур 
Фос<а« В.и = Д.Ф = у, , 则 


ы 
Ex: «|215 . (7-16) 
Уһ Ур 


озм Эро 


Ш (8+2) + 06+ 173 (c+ Ly > 100. 


同 理 ,可 推 得 当 a < 8( 其 中 a < 0 或 < 8 < 0) 时 , 均 有 (7 - 16) 式 成 立 , 于 是 当 
m € R,r € R,Ë т > r 时 ,对 于 正 值 连续 函数 /( x) 


Ур eJ 

а (т+т 0), 
үзү >p. 

(m = 0 或 r = 0 或 m = г = 0 时 情形 略 .) 

即 ОМ [/\х),р]> М. 0), ра]. (7-17) 

再 注意 到 定理 2, 即 (7 - 4) <, M.[f(x.),p.] > ДМ, (х,р,)], 804 ть ги, 
(7-15) Ж, Ms[f(%,), pi] > ДЇ М,(х,,р,)1. 

对 于 其 生 不 等 式 ( 即 (7 - 2) 式 ) ,我 们 已 经 知道 它 有 极为 广泛 的 应 用 ,由 此 可 知 , 定 
理 2 ~ 4 的 应 用 范围 和 前 景 将 会 更 加 宽广 和 诱 人 .这 些 定理 都 是 将 涉及 n(n > 2) 个 变 
元 的 不 等 式 或 函数 最 ( 极 ) 值 问题 转化 为 讨论 两 个 变 元 的 较 简 单 的 不 等 式 或 函数 最 
( 极 ) 值 ,这 无 疑 是 一 种 证 明 某 些 不 等 式 或 求解 某 些 最 ( 极 ) 值 问题 的 简单 快捷 的 统一 方 
法 . 

例 4 设 a,b,c ER', 目 a+b+c = 1, 求 证 : 


(а+- ОУ +(®+-° (e + Ty > 1000, 


Ë ге 
2: = 


证 法 1 考虑 函数 /(x) = x+ 工 (x > 0) ауз, > 0, 则 由 


2 зар И. БЕ 
(а + x2) > 4x 和 ,有 жа saa 


1 1 1 Xi + x; 2 
зба +) + (a +; )] > > s +=? 


HL М0), > ЛМ), 1)). 


由 (7 - 15) 式 ,有 М0) 3] > ИМ, 1), 


1 
+ 1 1 3 
(a+—) + (b ++) + (c + —) а+Ь+с 3 
即 [ € 了 = > 3 tarbre’ 


9 


证 法 2 考虑 函数 f(x) = x+ L(z > 0), 取 mm > 0, 则 由 


1 1，_ 
а (ао + С Ж 


> mm t — +2 = (V xuma + +” 
知 ,有 а > ЙМ, 1)). 
由 (7 - 4) 式 或 (7 - 5) 式 ,有 МК), +] “м 


即 [(а + 1) + 1) + 1) > Хав + + 
XHl1=a+b+c>37ac, ж/а < 3 Ë f(z) = z + 二 在 (0,1] 上 为 减 了 
数 ,从 而 有 [(a + 1006 + 100+ 1) > +3. 


ж ба+ ++ (е ly ж3(а + 0006 +-р)(е + 1) > Ц, 


йз Ejs > 001 =1,2,›л),а,т € R' На = +,ЖЇЁ; 

Be + z” = n[(2)" + a]". 

证 明 ”考虑 函数 /xz) = 点 + a(x > 0,a,k € R') .由 例 3 知 ,此 函数 为 0 类 算 
ЖТ, НИТ тр > ЛМ\(җ 二)]. 

由 (7 - 13) 式 或 (7 - 9) 式 ,有 Му) 1) > IML (aT). 


у =[(3) +]. 


ү 1 1 
从 而 ПЕС + 25) > [а + (E 
# Be +Z)" > 9166 +20 > n[( 2) + а. 
此 例 也 还 有 类 似 于 例 4 的 证 法 1 的 证 明 ， 留 给 读者 作为 练习 . 
【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 注意 将 某 一 函数 多 个 变 元 的 取 值 问题 转化 为 两 个 变 元 的 取 值 问题 
例 6 х > O(i = 1,2,:--,п),а € вну) = s < а, 


ааз ЕЖЕ ЗЕ ТЕ Эро 


ЕАМ Эсужо 


证 明 ”考虑 函数 /(x) = ЗЕ а,» € (0,s), 而 


m + xY 

(+ ®)(&*в) ey (+) 
а – x). а-к)? x; + x; 
60—927 


(х + х)? 
4 1 


«Га? + а(х +) + ау]: Га — а(а +) + 


z [а? a(x + х) + хх]: Га? + а(х + xx) „ажа 


(x, + а) э 4лух,. 


于 是 ( * ) 式 成 立 .从 而 ,由 (7 - 13) 式 ,有 
а+ ж + +7 + =] 


G + x, 
ес 


1 
а Tm + x: + "° + x,) 


H ta, (жез, 

例 7 设 x > O(i = 1,2,-",n),m ЄВ',а >o. = s< п, 
Дете = (47 (`+. 

证 明 ”考虑 函数 /(x) =з” 二 + a, 对 于 ,x Є (0,), 我 们 可 证 明 有 
Ша) + f(x) > (ж х,)%]. (x) 


ЖЕ, + + до + 二 + > Css" + Z= + а] 
танк шыр “+ 1 ). 


х 84 жк = ат +] 2а ,二 £ Е БНД 
" 


从 而 ,(* Аб: 
于 是 ,由 (7 - 12) 式 ,有 


а ат 


а 

= 
х 

A 

ЧЕ 
я 
и 

T 

从 

ЖЕБЕ ДУ ЗЕ-н-ЕБЕ ЗЧ [ч ЭрушО 


故 ог + 二 + 4) > 2)" + 
2. 关注 这 种 解 题 策略 的 广 延 性 
例 8 Вт 0,/ (5) = z? + mx + m+1. 求 证 :对 一 切 %,x,,…,x, € R° , 
Вн f( хук х„) < Уба) * 70) (x, ) ,其 中 等 号 当 且 仅 当 x, = x = *… = x, 
时 成 立 . (〈《 中 等 数学 》1998 年 1 期 奥林匹克 训练 题 ) 
证 明 ”显然 , 当 m > 0 时 ,函数 f(x) = x° + тх + m+1 在 区 间 (- о, + %) 
上 是 下 凸 函 数 ,从 而 ,由 (7 - 12) 式 即 证 .下 面 ,我 们 还 是 运用 广义 凸 函 数 的 这 种 解 题 思 
维 给 出 它 的 一 个 原始 证 明 . 
BA = (Ут)? - 4(m + 1) < 0, 知 忆 有 f(x) > 0. 
先 用 数学 归纳 法 证 明 :对 于 п = 2* ,命题 成 立 . 
事实 上 , 当 k = 1, 即 n = 2 时 ,由 于 
УМ тх. (V зң - V х„)# + (m +1)(ж, x) + V m(m + 1)(V x, у) > 0, 
则 (хах + V тух + m + 1) < (x! + тх + m + 1) (2 + V may + m + 1), 
即 flYV хх) < V f(a)) Ро), КНАУ х, = х, 时 成 立 . 
假设 n = 2* 时 命题 成 立 , 则 当 ” = 2: 时 ， 
«МО а) 5 Дакан) 
«МЎ (zz) С) fa) 
= У) Fm) fn), 
对 于 任意 自然 数 n, 必 存在 有, 使 得 2: < п < 20 


ИКРЕ НГЫ руво 


记 G= Zx, “x, „Ш 
Ке) = Уа “GGG 
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< ра Km) СО) 
即 [/(б)]" < f(xa) а) f(x), 
Лаа) < УР) КУ), 
JUrh 38323 НДЫ а = а = … = а 时 成 立 . 


919 ЕА 5п а, 6,,с;,4,,6(01<і < n) 都 大 于 1, 且 记 4 = 15а, 


в- 15У ь,с= l Fc,p= 1 Уа, = 1 1 Ya Riz: TI ebede +1 
í=1 


I а = ти aibicidie: -1 > 
(Ori). (1994 年 中 国 国家 集训 队 选 拔 赛 试题 ) 


证 明 0а) = #**1, у(х) 在 (1, + m) 内 是 减 函数 ,对 于 а, € (1, 


‚ =), ека) дый > ДП (ж + za)2 ]. (ж) 


(ж +1) (а +1) 3222 +1 
жзг). 9 > [уаш ел)! 


XiX2 十 %l + X, + 1 > 和 22 +2Y хҗххҗх,+1 
maa - n - m +1” çs — 2 nim +1 
由 z, + ж > 2V хул, 知 上 式 成 立 ,从 而 ( * ) 式 成 立 , 故 可 由 (7 - 12) 式 ,有 


“r абс@е + 1 
1л abc de, — 1 > 


J ibicidie: + 1 
Ha кеу ABCDE + 1 


>45605-1 
Ц абед, -1 


故 [I bede +1. (АВСрЕ +1 
П аведег 1 > АВСрЕ 1 


Ж ”本章 中 的 例 6.7.9 的 解法 属于 李 康 海 老师 的 成 果 . 
【模拟 实战 】 


习题 A 


1. 设 х,з, е,» 是 正 数 ,m € R* .求证 : ][(m + x.) > (m + ЇЇ. 
in!l їжі 


ю 


Ek x, € R(;i = Len), Ў = L,k,m € N° 求证 :六 (a +2)" > n(n +2)". 


3. 设 x ,xs，…, x 是 正 数 , 且 了 x = 1. 求 证 :了 {二 - 1) > (n - 1)". 
£ ia Vi 


习题 B 


. 设 /(x) 是 区 间 了 上 恒 正 的 连续 函数 ,7 C R+ ,7 可 以 是 开 的 或 闭 的 ,有 限 或 无 限 的 区 
间 . 对 于 % € IG = 1,2,---, п), М[/(х,),р;] = fi (x,) + f: (x,) ЙМ, 


рир > 0,Н р + ру = 1).ЖЙЕ:МҮ (д), = ЩА > ЛМ), 


其 中 p, > 0(i = 1,2,›п),п®2,пЄМНҢЎЇр = 1. 
#1 


ю 


设 x > O(í = 1,2,--,n),m € R',a > о, У) x = s< n. 求 证 : 
= 


>e + = +a)" > n[ (2) + (2) +a]". 


Ч ЕНТ 3:-3so 


аЬ [S Эро 


第 八 章 ”函数 方程 的 求解 


【基础 知识 】 


含有 未 知 函 数 的 等 式 叫 函数 方程 . 使 这 个 等 式 成 立 的 未 知 函数 叫做 函数 方程 的 
解 . 求 函数 方程 的 (一 些 或 全 体 ) 解 的 过 程 叫做 解 函数 方程 . 

我 们 熟悉 的 偶 函 数 奇 函数 ,周期 函数 等 ,其 实 都 是 某 些 特定 函数 方程 的 解 . 

函数 方程 也 可 能 无 解 ,或 没有 具备 所 要 求 的 条 件 的 解 . 函数 方程 与 “ 数 的 ”方程 很 
不 一 样 , 它 有 自己 的 特点 ,内 容 非 常 丰富 .因为 解 函数 方程 是 寻求 另 未 知 函 数 ,所 以 求 
解 起 来 也 比较 复杂 . 

函数 方程 变化 多 ,求解 技巧 性 很 强 ,往往 涉及 不 同 领域 的 数学 知识 .特别 是 附加 了 
条 件 的 函数 ,更 是 五 花 八 门 ,各 有 巧妙 ,我 们 只 能 粗略 地 归纳 一 下 它 的 各 种 典型 求解 方 
法 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


1. 柯 西法 

这 是 一 种 由 解 柯 西 (Cauchy) 方程 Kx + y) = f(x) + f( y) 而 归纳 出 来 的 一 种 逐步 
逼近 方法 . 

例 1 设 f(x) 为 定义 在 实数 集 R 上 的 单调 函数 , 试 解 函数 方程 

f(x) у) = f(x + y). 

Ж Ла) f(y) = f(x +y), 用 数学 归纳 法 ,得 

Ха) ° f(az)' f(x.) = f(mi + xz + +,). ч 

Ща = = … = x, = %* 时 ,有 [f(x)]" = f(nz). (*) 

车 x = 1,f(n) = [f(1)]". 令 f(1) = a, 得 f(n) = а. 


在 (* ) 式 中 , 令 * = 二 ,可 得 [AD)]” = уй). 


因 f(x) 定 义 在 实数 集 R 上 ,n 为 偶数 时 , 必 有 /(1) > 0, 这 样 a 20,9101) = 


Ж т 为 正 整数 ,利用 上 式 ,得 


Д) = (т. 1) = Д1 + 1 +" + 1)= г = (а%)” = а?. 

在 原 方程 中 , 令 y = 0,# f(x) - /(0) = f(x), 因 f(x) АЧ, у(х) 不 恒 为 零 ,从 
T f(0) = 1 = a°. 

在 原 方程 中 , 令 y = - x =- (n,m € N), 则 有 


Д-т): Д) = oy, m A 4, 


XI /(—- т) 有 意义 , 故 a < 0, a > 0. 

这 样 ,我 们 便 在 有 理 数 集 内 求 得 了 函数 方程 的 解 为 Kx) = a*(a > 0). 

ХИ у(х) 单调 ,不 能 恒 为 1, 则 f(x) = a*(a > 0,а = 1) 是 指数 函数 . 

Ща = a 是 无 理 数 时 , 设 a,, b, 分 别 是 a 的 精确 到 小 数 点 后 第 i 位 ,不 是 近似 值 与 
过 剩 近似 值 . 

当 f(x) 为 增 函 数 ,有 f(a,) < f(a) < f(b,); 

当 f(x) 为 减 函 数 , 有 f(a) > f(a) > f(b.). 

而 fa) = o ,f(b) = 的 ,于 是 可 得 f(a) = а(а > 0,a z1). 从 而 原 函数 方程 
的 解 为 Fx) = a'(a > 0,a 1), Фа = /(1). 

2. 代 换 法 


例 2 求解 函数 方程 (二 = 1 +/(-1)+ Tt ®) = coss(z 0, +1). 


х+1 х 


解 设 g(x) = EM) go(z) = g[g(g(g(x)))] = xz, 并 且 


z(a) = 5(6E(z)) =-су›в? (э) = абаа) = 于 二 


于 是 , 题 设 方程 变 为 /Lg(z)] + /1&?(х)] + f[g® (х)] = cosx. 

把 x 换 成 g(*), 得 Ла (х) + Л (х)] + f(z) = совд(х). 

再 继续 换 两 次 ,有 Да? (x)] + f(z) + f(g(x)) = созд®(х), 
Кх) + f(g(x)) +7EC(z)) = cosg™ (ж). 

由 以 上 几 式 整理 ,得 

3f(x) = cosg(x) + созд (х) + cosg (x) ~ 2созх. 


ЖО f(x) = 3 (соз E+ оа 1 + cos L$ £ додал). 


аљина Эно 


шона Эрш 


3. 特 值 归纳 验证 法 

їз 试 求 所 有 函数 f.Z -> 忆 , 使 得 对 一 切 n € Z,# /[/(n)] + f(n) =2п+3, 
Н /(0) = 1. 

解 һп=0Ш,/1/(0)] + 700) = f(D) +f(0) = f0)+1 = 2-0 +3,# f(1) = 2. 

再 令 m = 1,0 /[/(1)] + f) = 2- 1+3 = 5,80 

JG) +2 = 5, 有 2) = 3. 

由 此 猜想 ,f(n) = n + 1. 

需 对 п 在 整个 整数 集 Z 上 归纳 . 

对 mnm>0, 若 n < ЕВ, п) = n+1, 则 

ЛЮ) +) = 2&Ё+3,/(Е+1)+Е+1=2Ё+3, 
即 fk+1) = 2k+3. 于 是 ,对 n>0 且 n€E2,f(n)= n+l. 

WATA k < 0, 当 nm > kBf,# f(n) =п+1. 

下 面 证 明 : 当 n = 大- 工时 ,有 JE- 1) = k. 

令 J(k - 1) = a € 2,00 

Ка) = ДҖЕЁ-1)] = 208-1) +3- (k 1) = 2k + 1- a, 

从 而 /(2&+1-а) = ff(a)] =2a +3- Qk+1- а) = 3a-2k+2, 

3a -2k +2) = ff(2k +1) – a] = 22k +1-a)+3- f(2k+1- a) 

= 6k — 5а +3. 

Ж 2k + 1 - az Е, НЯН 

ОЕ +1- а) = 20 +2 – а, За –- 20 +2 = 2k+2-a,f a = К. 

若 За +2 – 2k > 大 ,由 归纳 假设 

(За +2-2&) =За+3-2 = 6k – 5a + 3,# а = k. 


2k+1-a<k, s S R + 1, 
二 |6, 2 aman. 
于 是 ,f(k - 1) = k. 
综 上 ,对 一 切 n€E Z,# f(n) = n + 1. 
4. 特 值 探索 推导 法 


这 种 方法 就 是 选 出 一 些 适当 的 特殊 值 代 人 给 定 的 函数 方程 中 ,以 导出 有 用 的 关系 
来 进行 探索 其 解 . 
例 4 Ба > 0, 函数 /:(0, + =) 一 RR 满足 f(a) = 1. 如 果 对 任意 正 实数 x,y 有 


(a) РО) РСВ) + AS) = 2/(). (ж) 
求证 :f(x) 为 常数 . (2006 年 中 国 女子 奥林匹克 是 ) 


ш 42 = “У 
证 明 ”在 (* ) 式 中 令 * = y= 了 得 fF(1) + Ра) = 2701), ВШ) - 1 = 0, 
所 以 f(1) = 1. 
在 (*) 式 中 令 y = 1, 得 f(x)* fO) +С) + f(a) = 2809), (а) = 7 全 )， 
z > 0. 


在 (x ) 式 中 取 y = 2,88 /(z) СВ) +/(®) + CS) а) = 2а), 


BJ (а) = 7) = 1. 
Aü f(x) = 1,x > 0. 
在 (*) 式 中 取 x = у = МВ Р) +f) = 201), 


所 以 Fi) > 0, 故 f(x) = 1,x > 0. 

15 求 一 个 函数 /(m,n) 满足 下 述 条 件 :对 每 对 非 负 整数 m,n， 

(1)2/(т,п) =2+/(т+1‚,п-1)+/(т-1,п+1)(т > 1,n > 1); 
(2)/(m,0) = /(0,п) = 0. (1993 年 韩国 奥林匹克 题 ) 
Ж H ACGU(1),4 f(m,n)-f(m-1,n-1)= f(m+1,n-1)- f(m,n)+2. 
在 上 式 中 ,用 m - k,n + КОЕ Е < т) 分 别 代替 m,n, 得 
J(m-k,n+k)-f(m-k-l,n+k+1) 
=f(m-k+1l,n+k-1)-/(m-k,n+k)+2. 

又 在 上 式 中 ,依次 令 k = 0,1,2,…,m - 1, 得 m 个 等 式 ,再 把 这 m 个 等 式 相 加 ,得 


Fm - kn +) fm- klnt+ k 0) 


алон ефта 


= Ув - Бп 1) -fm- kn + h) +2]. 

利用 条 件 (2) ,化 简 , 有 

f(m,n) = Fm+ln-l)-Aln+m-1l)+2m, 即 

f(m +1‚,п-1)-/(т,п) = f(1,n + m - 1) — 2m. Ф 
在 上 式 中 ,我 们 用 т + Е, п - k(Ef 538 k < п) 分 别 代替 m,n, 有 
ХХт+Ё+1,п-Ё+1)-/(т+,п- k) = f1,n + m - 1) - 20т + k). 
又 在 上 式 中 ,依次 令 k = 0,1,2,…,n - 1,483 п ХЕ, ИНЖ ”个 等 式 相 加 ,得 


Улт + Ь+1,вп-Ё-1)-/(т+Ё,л- k)] 
k=0 


= їп + m - 1) 25а + b). 


шаљем Га Эго 


再 利用 条 件 (2) 化 简 , 有 
—- f(m,n) = nf(1,n + m - 1) — 2mn —- n(n - 1), 

即 f(m,n) = (2m + n - 1)n — nf(1,n + m - 1). @ 
在 中 式 中 ,再 用 m -k,n + КОЕ Е < n) 分 别 代替 m,n, 有 
/\т-ЁЕ+1,п+Ё-1)-/(т-Ё,п+®) = f1,n + m - 1) — 2(m - k). 
在 上 式 中 ,依次 令 Е = 1,2,…,m, 得 到 m 个 等 式 ,再 把 这 些 等 式 相 加 ,有 


Жу Лен КЕШ Каак) 


= т(1,п+т-1)-2 >)(т-). 

利用 条 件 (2) ,并 化 简 , 得 

f(m,n) = mf(1,n + m - 1) – m(m - 1). @ 
ЊО: m+@:n,# 

(m + n) • f(m,n) = т(т+ n), 

因此 , 当 m,n 不 全 为 零 时 ,我 人 有 f(m,n) = ma. 

由 条 件 (2) 知 ,上 式 对 m = ОН п = 0 也 成 立 . 

经 检验 ,函数 ут, п) = mn 满足 题目 中 的 所 有 条 件 . 因 此 ,所 求 函 数 为 


f(m,n) = тп. 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 紧 扣 题 设 条 件 , 综 合 运 用 各 种 方法 
例 6 (1) РЖ у(х) 对 所 有 x > 0 有 定义 , 且 满 足下 面条 件 : 
G) ЖЖ (х) 在 (0, + ©) 上 严格 递增 ; 


(让 对 所 有 x > 0,8 у(х) > 1, 


х 


(ii 对 所 有 * > 0,888 у(х). Дуб) + 1] = 1. 


求 函数 值 /(1). 

(2) 给 出 一 个 满足 (1) 中 三 个 条 件 的 函数 . (1988 年 全 苏 奥 林 匹 克 题 ) 
解 (1) 设 (1) = a, 则 由 题目 条 件 (ii), 当 * = 1 时 ,有 аба +1) = 1, 即 
f(a +1) = 1. 


再 令 xz = a + 1, 则 由 条 件 (iii) 得 到 
Ja+1l) ЛКа+1) + 1 ] = 1, 


а+1 


шт т 17) ш «Ак +2 二 1) = 0. 


а а 


= 1, 解 得 a。 = 1 


由 条 件 (i) 得 到 十 + 
1 +45 


Ш а = ОНИЕ 


因此 ,GD) = а = 125. 
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(2) іва = 1 5 ,并 且 设 Kxz) = 2,040 < а < x, 时 ,f(x2) - а) = 


SG m) оа) > f(x). 


因此 ,f(x) 在 (0, + о) 上 严格 递增 , 即 fx) 满足 条 件 (i) .又 由 于 f(x) + L = 


35 рус) 满足 条 件 (ii). 


ГРЕЯ а= 5-1, 


х 


例 7 设 1=[0,1],G = (х,у) 1х € I,y € Л, Ж СЈАЕ f ХТ 
任何 x,y,zE I 都 有 

(1)/[f(x,y),z] = f[x,f(y,z)]; 

(2)f(x,1) = x,f(1,y) = y; 

(3)/(zx,zy) = ++ f(z,y),JErF k ЖБ х,у,: 都 无 关 的 正 数 ，(CMO - 6 试题 ) 

解 ”由 条 件 (3) 和 (2), 有 


Казу) УД) = 0 < < у,0< у), Ф 


Казу) = ^+ Ң1,2) =“ yy < 0 < а). @ 
取 0 < x < y, B x ЖАЛ, В у.х < zx < 2 y. 
由 条 件 (1) 和 (2) 式 ,又 有 
ура = Ду x,z) = f[f(z,y),z] 
= flx,f(y,2)] = Хк, + y) 


= (2-0 у) x. 


ЧЕ МЕГА ўно 


чн Эржо 


由 此 得 到 (上 - 1)(k - 2) = 0, 解 得 k = 1,8, = 2. 
将 和 的 值 分 别 代 入 和 人 @ 式 ,得 到 


x, 当 0 < x < у,0 < ув, 
= 0 时， ® 
f(z,y) = ху, (х,у) # (0,0). Ф 


Ща = у = 0 时 ,由 条 件 (3), 直 接 可 得 
00,0) = f(z - 0,z + 0) = z + f(0,0), 
其 中 >E 7 是 任意 的 , 故 必 有 f(0,0) = 0. 
这 意味 着 对 由 @ 和 Ф 式 给 出 的 函数 (x,y) ЯП (х,у) ,应 补充 定义 
Л(0,0) = 0,/,(0,0) = 0. 
容易 验证 :这 两 个 函数 都 满足 条 件 (1) ~ (3). 
2. 关注 不 等 式 与 方程 条 件 的 配合 运用 
例 8 /是 定义 在 (1, + wm) 上 且 在 (1, + о) 中 取 值 的 函数 ,满足 条 件 :对 任何 z, 


y > 1 及 wu,v > 0,884í f(x“ + y') < f(x) 太 .f(y 总, 试 确定 所 有 这 样 的 本 数 /. 


(СМО - 4 试题 ) 
解 ” 设 /满足 题 中 的 条 件 , 则 有 f(x* у) < /(х)& + /(у)%. Ф 
Ru = ТИ Лабу) Je) Л). Ф 
Жоу = (а> 1,у> 1), о = А 
TE f(x) < О) уу), 
即 (z): у) Вр у) < /(у)'”. Ф 
由 对 称 性 ,得 (у) < (z). @ 


НОФ 8 х)" < /(у)'”. 

这 说 明 ,f(x)” 是 一 个 常数 c(c > 0), Вр 

Ка)" = cf(x) = сё (с > 1). @ 
反 过 来 , 若 f(x) = сс > 1), 则 对 于 x,y > 1,u,v > 0, 我 们 有 

Ку) = er = сыны. 

由 于 ,(ulnx + опу) > 4ш + х + Њу, 


1 ulnz + ylny _ _ 1 1 
kurir vIny < 4up Inz + Iny = 4əlny + 4ul]nz` 


РЖ, ,у) 


1 К U 14 = 2 
сй < с) = сыш сй = /(x)& 


所 以 ,满足 题 中 条 件 的 函数 是 /(x) = св (с > 1). 
例 9， 求 适合 以 下 条 件 的 所 有 函数 7:11, + ©) -~ [1, + %). 
(1)/(*) < 2(x +1); 


(2)/(x +1) = ЧУ -1]. (CMO - 9 试题 ) 


解 ”由 条 件 (1), 可 试探 用 f(x) = x +1 < 2(x+1) 代 人 条件 (2) 满足 ,从 而 可 知 
函数 .Kx) = x + 1 为 所 求 的 一 个 解 .而 若 试 探 (x) = 2(x + 1) 则 不 满足 条 件 (2) . 
下 面 证 明 :f(x) = x + 1 是 其 唯一 解 , 即 证 g(x) = f(x) - (x + 1) = 0 恒 成 立 . 
l< 0х) <2(x+1) 
事实 上 ,可 把 f(x) 的 条 件 | ，。 т цч ы 


l1<zg(x)+x+1=<2(x+1), 
转变 为 g(x) И 1) +а+2- [д(х) ++ 0р-1 


-х <a(x) < +1, 
M 28 +1) = 100097) +2(x + 1)g(x) + (x+1) -1-x(x+2)] 


= (0)? +2(x + )g(2)) 


= 1, (х) - [а(х) + x+ x + 2]. 


注意 到 5(z) + * > 0, 所 以 有 &(z) = Е. 


因此 ,由 -x-1<&g(x)<x+1, 有 | (х) < x +1. 
从 而 ,有 1 G) = ЕЕ О! 3< =e(s$ 3! 


(x)+sx]+ x+ x+ 
х(к +2) _ 
Ж 2 


于 是 ,由 1 g(x) 1<x, 推 出 1g&(x+1l)T<x+l. 
(x+1) 
从 而 ,有 1 g(x) 1 жые * 


x. 


(х + D(x+2) 
由 此 ,得 | g(x + 1) | 


х(х + 1)(x +2) 


х +3 х(х+1) 
Н 1 а(х) 1< —— > = 0а. 


х +3 


жаноза Эро 
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Ж п ЖА, 1 5(z) < 0, 


则 еб +) 1< Са 
ж(х +1)(&*+2) _ x(x+1) 


®\д(х®+1)1 
于 是 , | g(x) 1 < x+2 6 05 + 2) (е +п+ 10) ^х+п+1` 


由 数学 归纳 法 原理 ,对 一 切 自然 数 都 有 1 5(z) 1 < АСЕР, 


取 — %m, 便 推出 1g(x) 1< 0, 80 у(х) = 0 恒 成 立 . 

这 就 证 明了 g(x) = x + 1 为 唯一 解 . 

注 ” 题 设 条 件 (1) 中 的 系数 2 可 换 成 任何 大 于 1 的 常数 .此 时 由 f(x +1) < 
с(х +1) 及 条 件 (2), 得 让 (xz) <1+c(z+2x) < с(х+ 1)?, 故 f(x) </с(х +1), 
归纳 可 证 对 一 切 п € № ,f(x) < Se(x + 1) У. n — о, f(x) < x+1, 于 是 
- x <z(x) <0, 仍 有 | а(х) !< x. 

з. 注意 函数 基本 性 质 的 运用 

9110 求 所 有 的 函数 f:Q — Q ,满足 条 件 

Кх + f(y)] = f(z) * f(y)(z,y € Q). 

解 显然 / = 0 符合 条 件 . 

设 Р 0, (у) 3 0,8 (у) = Лу -f(y)] f(y), 得 

Лу - f(y)] = 1, 即 存在 a € Q, 使 f(a) = 1. 

Фу = x 代入 已 知 条 件 式 , 有 Jj(x +1) = f(z),x Є Q. 

所 以 ,f(x) 是 周期 函数 , 且 1 为 其 一 个 周期 .由 此 ,可 知 f(x + п) = /(х),пЄ 2. 

又 因为 fn /(у)] = f[(n -Df(y) + f(y)] 

= f[(n - 1)/(y)] у) = = f(0) (у), 


Хв) = т”? > 0,p,q € Z, 则 f(0) = f(q) = /(0)- (y). 


由 于 f(0) zz0, 则 F(y) = 1,f(y) = 1 或 -1. 

# f(y) =-1 则 f(x - 1) = fx) :f(y) =- f(x), 仍 导出 /x) = 0, 于 是 
对 一 切 x € Q,f(y) = 1. 

故 所 求 Kx) 为 Kx) = 0 或 f(x) = 1. 

#11 设 函 数 /:R 一 RR, 对 一 切 x,y € R, 满 足 

Ла? + (7)] = y + СК). Ф 
求 f(x). 

解 ” 车 取 x = 0, 并 记 A(0) = ,由 ,有 


ALKy)] = y+t. 

НОИ + f(/(y)))] = 2 + f(/()) + z, 

注意 到 @, 有 [LA(z + f(/(y)))] = Лу) + (/(z))°] 

= ЛО) + f(y)] = y +[/0Хх))Ё. 

由 四 ,@,@ 得 x +y+2 = 2y+(x+1), 

即 2: = 2 +215. 

故 对 任意 * € R, 均 有 + = 0,ëk f(0) = 0. 

于 是 @ 式 成 为 ”LA(y)] = у. @ 

当 *>0 时 ,由 @ 和 轿 , 得 

f(z + y) = Лх + f(f(y))] = Ку) + F(x) > f(y), 

从 而 , 知 f(x) 是 R 上 的 递增 函数 , 即 当 x > y 时 ,有 f(x) > f(y), 由 此 即 得 

Кх) = z. 

Е,ЧЕ: € R,Í# f(z) = z, 如 果 z > f(z), 则 f(z) < f(/(z)) = z, 了 矛盾 . 
如 果 z < f(z), 则 f(z) = f(/(z)) = z, 也 同样 矛盾 . 


【模拟 实战 】 


ee 


ТУОМ TS Эро 


习题 A 


Т.Ж Е /(п + m) +/(п- m) = f(3n),m,n € Z ,n > m 的 函数 /:Z* 一 R(Z* 
是 非 负 整数 集 ) . (1979 年 奥地利 - 波兰 竞赛 题 ) 

2. 求 所 有 满足 xf(y) + yf(x) = (x + y) - f(x) * f(y),x,y € RR 的 函数 /:R 一 RR. 
(1968 年 保加利亚 竞赛 题 ) 


з. 求 满足 条 件 :用 二 = #41 ‚1 шун R. 


* 
4. /(п) 是 定义 在 整数 集 上 的 函数 , 目 满足 如 下 两 个 条 件 
(1)/(0) = 1,f(1) = 0; 
(2) 对 任意 m,n ЄМ, f(m + n) + f(m - n) = 2f(m) + f(n),3Ë& f(n). 
5. 求 函数 广 R 一 R, 使 得 对 于 任意 实数 z, y 有 FLF(z) + y) = 2x + f(/(y) - x). 
(2003 年 捷克 训练 题 ,2003 年 中 国 国 家 队 训练 题 ) 


习题 B 


1. 求 所 有 满足 11) = 2 与 xy) = fx) /(у) -x+y)+lxzyEQ 的 函数 广 


ЬН ГЫ ружо 


о-о. (1980 年 卢森堡 竞赛 题 ) 
2. 设 为 定义 在 非 负 实 数 集 上 是 在 其 中 取 值 的 函数 . 求 所 有 满足 下 列 条 件 的 f; 
G)/f[z О) О) = f(z + y); (ü)/(2) = 0;Gii)/(z) # 0,0< x < 2, 
(IMO - 27 试题 ) 
3. 设 R 是 实数 集合 ,是 否 存 在 函数 f:R 一 有 ,同时 满足 以 下 三 个 条 件 :(a) 存在 一 个 正 
数 W ,使 得 对 所 有 的 x, 都 有 - M < f(x) < M;(b)f(1) 的 值 是 1;(c) ШЖ x 0, 


则 /x+ 吉 ) = f(x) + СОР. (мо - 36 ВШ) 


4. 设 函数 f:R КАНЯ Л + у?) = (x + у). [(/(z))2 - f(x) ` Ду) + 
Af(Y)》](x,y € R). 试 证 :对 一 切 x € R, 都 有 (1996z) = 1996/(x). 

(СМО - 11 试题 ) 

5. 确定 所 有 的 函数 У.В R, 使 得 对 于 任何 <,y € R, 都 有 f(x) + fly 0) -1] = 

Ху) - Ка). 《《 中 等 数学 》2003 年 3 期 奥林匹克 问题 ) 


数列 问题 


第 九 章 ”数列 项 的 求 值 与 通 项 公式 的 求解 


【基础 知识 】 


确定 数列 的 通 项 公式 ,对 于 研究 数列 的 性 质 是 很 重要 的 .有 了 通 项 公式 ,可 以 求 出 
数列 中 任意 指定 的 一 项 ,也 有 利于 对 数列 性 质 的 深入 研究 . 求 数列 的 通 项 公式 是 数学 
竞赛 中 的 数列 问题 之 一 .由 于 复杂 的 数列 常常 是 一 些 简 单 的 基本 数列 或 特殊 性 质 的 数 
列 构成 的 ,因此 ,我 们 在 求 某 些 复杂 数列 的 通 项 公式 时 , 除 要 运用 各 种 方法 与 技巧 外 ， 
还 要 熟练 掌握 一 些 简单 的 基本 数列 的 通 项 公式 . 

对 于 线性 齐 次 递归 数列 |a,i :a = а,в; = асса = оуан = Ааа + 
Аааа + … + Aha, ,其 特征 方程 为 

xt = дух! Аа в + Ал A (ж) 


若 特征 方程 ( x ) 有 上 个 不 同 的 根 x, ,x2,…, x , 则 其 通 项 公式 a, 为 
a, = сүй] + сж) + ` + ck = Уаз (1) 


车 特征 方程 ( * ) ХАЖ а, Ва у “Ва, Н k. + k, ++ 
= 下 , 则 其 通 项 公式 а, 为 


А 


а, = Уеа + Со, ++ саті) А (H) 
{1 


ТО.) 中 的 сү,с,› o 由 初始 条 件 ol = ai ,ay = арс, = а, 组 成 的 方 


адз АЭРО 


БЕЙЕУ 3-3 ЙЕЗЕ ГЫ во 


【典型 例题 与 基本 方法 】 
例 1 设 正 整数 数列 | .| 满足 as = а,.„(а, +2a,),n = 1,2,… 且 as = 2288. 
Ж а,,а,,а,. (1988 年 四 川 省 竞赛 题 ) 


解 ”由 递 推 关系 可 得 
aç = а;(а, +2a) = а,(ау + 2а,)(а, + 2а,) 
= а; (а + 2а,)(а; + 2а,)[ азба; + 2а,) + 2а,] 
= «(а + 2а,)(а, + 2а,)(а, + 20, + 2). 
因为 o = 2288 = 2 +11. 13, 所 以 由 cs + 2а, +25 а, + 2а, 相差 2, 且 都 是 2288 
的 因子 , 则 只 能 有 

аз +2a, = ll,a, + 2a, +2 = 13, 

从 而 а(а,+2а,) = 2. 

由 此 ,可 得 m 只 能 为 1 或 2. 若 а, = 1, 则 a, = ОЖЕНИ, ЯНИ 

аз =2,0 = 1. 

再 由 a, + 2а, = 11, а = 5. 

Жо а = 5,a, = 1,а, = 2 为 所 求 . 

例 2 将 与 105 互 素 的 所 有 正 整数 从 小 到 大 排 成 数列 , 试 求 这 个 数列 的 第 1000211. 
(1994 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

解 该 数列 记 为 a, ,a,,a,，,…, 不 超过 105, 而 且 与 105 互 素 的 正 整数 的 个 数 为 

105 - (15, О 16). (和 村 :要 :区 -1 = 48. 

由 于 1000 = 20 - 48 + 40, 从 而 am = 20 · 105 + ao = 2100 + а. 

再 由 аа = 104,а = 103,ав = 101,а = 97, 

ад = 94,а = 92,ав = 89, ац = 88,00 = 86. 

故 ако = 2100 + 86 = 2186. 


例 3 В а,.а,а,,-- Жа = а, = lla... = L (ax, + ax) — (m — n)2, 


ia = 了 
m,n > 0, 求 au . (1991 年 前 苏联 教育 部 推荐 题 ) 
解 由 mm = аш = (a+ a) - L.BFDL as = 13. 


对 于 ”> 1, 由 题 设 可 知 ,oo = а, = Taxa + аа) = 4, 


于 是 , 记 Ь, = az, 则 得 到 

bo = 11,5 = 13,6, = 2b, -5 +8(n > 1), 

由 此 可 得 , >) bs = 2 27 b, - һа +8п, 
її ff т 

即 bn =, + bí – bo + 8п = b, +8n +2, 


从 而 得 到 Б, = b, +2n .8У)в = 4п? + бп + 13. 
k=1 
再 由 b = 11,b， = 13, 得 
b, = 4(n - 1) +6(n - 1) +13 = 4л°-2п + (п = 0,1,2,+), 
对 任何 п > 0, 利 用 题 设 ,可 得 
1 


а, = а, = 2 

从 而 os =45.44+1l = 1991. 

例 4 已 给 5 = 11,2,3,4|. 设 al,a,,…,as 是 5 中 的 数 所 组 成 的 数列 ,而 且 包 含 
(1,2,3,4) 的 不 以 1 结尾 的 所 有 排列 , 即 如 果 (5, ,5,, 5,5) 是 (1,2,3,4) 的 一 个 排列 ， 
H bs 关 1, 则 存在 1 < i < b < b < is 大 使 得 

(asa. а, G, ) = (b, b;,by, b.) . 求 这 种 数列 项 数 的 最 小 值 . 

(1991 年 上 海 市 竞赛 题 ) 

解 ”由 于 al,a,,…,as 包含 (1,2,3,4) 的 第 2 个 数 为 1 的 所 有 排列 ,从 而 存在 

l<i < b < b < i < is < *% < Á < k, 
使 得 (ai ‚а„›а,) Ж (2,3,4) 的 一 个 排列 , а, = 1, os，…，,a 是 12,3,4| 中 的 数组 成 的 
数列 , 且 包 含 12,3,4} 的 所 有 两 个 元 素 的 排列 . 易 知 , а, ,… ,a 最少 有 5 项 , 即 m > 9. 

显然 ,在 数列 a, ,…, a 中 任 增加 一 项 ,不 可 能 具有 题 中 所 要 求 的 性 质 ,所 以 上 > 
и. 

另 一 方面 ,容易 验证 :数列 1,3,2,4,1,2,3,1,4,3,2 包 含 (1,2,3,4) 的 不 以 1 结尾 的 
所 有 排列 .于 是 项 数 & 的 最 小 值 为 11. 


例 5 已 知 数列 [6,1 ÑE а = 去,a + ay +… + a, = man > 1.3R a, 9388 


(аы +) = т = 1040? ` 2n + 11+ Ш) п = n - n + 11. 
2 


项 公式 ， (1975 年 加 拿 大 奥林匹克 题 ) 
解 ” 当 nm”>2 时 ,由 于 
ata + +a =n аа +a +" +a. = (п-1)%+ ад, 


所 以 ,ao = п°а„-(п-1)°а,, 


ома Эдо 


Ља Эрн 


于 是 ,有 а, = Дыт?” = 1,2,3,-- 

016 设 正 数 数列 а,,а,,а,,-- 满足 a。= а = 1,8 

Va, а, — V a, ia = 2а„у,п = 2,3,… 求 该 数列 的 通 项 公式 . 

(1993 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


解 ” 由 于 当 n 2 时 ,Va, = Va +5, 


аз 


所 以 , 令 Ь„ + "ta b = 1,8 Ь, = 1+25„\,п = 2,3, 

由 此 ,得 6 = 2" - 1, = 1,2,… 

于 是 ,有 wo = Q" - 1) Ма, 

从 而 所 求 通 项 公式 为 a。= Це 1), = 1,2,3, 

07 Й] aaa, 满足 :ua = 1,а = (1+ 4а, +/Т+Йа,),п = 


1,2,… 求 通 项 公式 、 (1986 年 联邦 德国 奥林匹克 题 ) 
解 ” 令 b= V1+24a,, 则 当 n > 1 时 ,由 数列 |a,} 的 递 推 关系 可 得 


М = 1+24a, = 1+ M+ да + Vl + Йал) 
(10 + 240,1 + 6V1+ 24a,1) 
(VI + а, +3) 


(3+ 6.1). 


" 


" 
әз 上 | 一 上 | 一 


" 


所 以 ,b= ZG + ҺЫ), 5, -3 = TG,  - 3). 

再 由 b = Уа = УТА = 5, 从 而 

-3= (和 -3) (于 ) = (于 )2, 即 如 =3+ С), 2 
由 此 ,可 知 对 于 n = 1,2,3,… 有 


в = дй -1) е 5 С Сун, 


【 解 题 思 维 策略 分 析 】 


1. 注意 特征 根 方法 的 运用 
#8 设 数 列 | o.| 满足 a = 0, 且 m -2a = п – З(п =2,3,…), 求 a,. 


解 由 a, – 2а; = п? – 34% а, – 2а,3 = (n - 1) -3 = п? – 2а - 2, 


a, – За, 1 + 24,5 = 2п – 1. 
ХН а, – За, 5 + 2а, 3 = 2(п – 1) – 1 = 2п – 388 
а, – 4а„ + 5а,: — 2а,3 = 2. 
ЖШ а, ~ 4а, + Sa ~ 24,4 = 2 得 
а, – 5а„ + 9а, – 7а, з + 2а,4 = 0. 
于 是 其 特征 方程 为 x* - 5x? + 9x? - 7х + 2 = 0, 其 根 为 = xx = zx = lx = 2. 
所 以 其 通 项 可 设 为 a。= (c, + cn + суп?) + 1" + с, + 2". 
На = 0,а, -2a = m-3 有 ao = 1,а; = 8,a = 29, 


с, + с; + сз + 2c, = 0, e = - 1, 
即 有 cl + 2с + 4су + 4с, = 1, ву 74 
сі + Зс + 9сз + 8с, = 8, с; = - 3, 
су + 4с; + 16c; + 16с, = 29, с, = 4. 


故 所 求 通 项 a, = – п - 4а - 3+4. 2" = 2" п _ 4n -3. 
919 设 数列 |x。} 满足 :x， = 2,5, = 3,8 
人 = “am + ®„д,т > 1, 


Kam = Хна + 2522,7 > 2. 


求 数列 |x,| 的 通 项 公式 . (1983 年 澳大利亚 奥林匹克 题 ) 


解 ”由 递 推 关 系 , 当 m 28,0 х, = xxx + Kam-1 = 2xam_1 + 2553, 
又 хь, 2 = жы 一 Жыз» 

所 хл = 4а — 2%ы. 

Ф а, = х1, аа = 4а, – 2а,35т > 2. 

ПЯ, ФЬ, = x%zn ,也 可 得 bt = 45, - 2,1,т > 2. 

数列 { oo.} 5515.1 有 相同 的 递 推 关系 ,其 特征 方程 是 1 - 44 + 2 = 0, 

求 得 其 特征 根 为 = 2 +V2. 于 是 

a, = at(2+Y2)” + В,(2 - 4/2)", т = 1,2, 

bn = а (2 +/2)" + Ь(2-/2)",т = 1,2, 


ПЕЕ ТА ружо 


其 中 a ,Baa,p 为 待定 常数 ,再 由 


РА ар = m = 2,03 = zs = +з = 5, 

Ж b, = z; = 3,b; = x+ = xx + 28 = 11, 

E| sma < = 才 G3 -下 ,8 = TG +), 

] а = +G +2/2), = 101-245). 

Ë ИШ, мае атт, я, = TG -VC +" 143 +/3)(2 -Vani 

М 

题 | n =2mBa =-р(1+2/2)(2 +050)" + La -2V3)(2 - D". 

ЕТТЕ = саи (1 —-2а,„›)а?% 

э Жа e SM АЕ ег кетта 
(а) 求 数列 |,1 的 通 项 公式 . 
(2) 证 明 :二 - 2 是 整数 的 平方 . (1993 年 中 国 国家 队 集 训 试题 ) 


解 ”用 数学 归纳 法 易 证 :0 < a, < 去,n = 1,2,3,… 
Ф, = 二 - 2, 则 P, > 0. 由 题 设 递 推 关系 ,得 


1 2011 — 4a,2 ' а + а, 2 
а, (1 - 20,2) ау 


1 (6+2) 


Жыз "ац Ж 
由 此 ,可 得 Vb, b, = b. +2. 
用 n+1 代 替 n, 有 VW 5 = b, +2. 
Жу, bs -/Ы bs = b. -bs 
Му, + VB) = Vb lV bs +V 62). 


= Gn-2 
22% = 2а„.;)а„д” 


Ш b, = 


, 


СМ t Yb зд... 
Фе = Va а 3,4,…, 则 
V b, + / b, 
сыз = б„ = = | = УАУ? 


VE 


2 
На = в, = З.Ы = е, = (h 27 о, 


因此 ,ce, = 4,п = 3,4,5, 
即 4, = 4VB - V hn = 3,4,5, (ж) 
由 于 V 5 = V b = 1, 从 而 由 数学 归纳 法 易 证 V Ъ, 是 正 整 数 , 即 b= 1-2. 
方 数 .(2) 的 结论 获 证 . 
递 推 关系 ( * ) 的 特征 方程 为 12 - 4А + 1 = 0, 其 特征 根 为 ) = 2 <V3, 所 以 
Vb, = а(2+У3)" + 802 - /3)",n = 1,2,--- 
其 中 а,8 为 待定 常数 .由 VD = / .= 1 
83 SAa- 3. 5A. 
从 而 ,6b = [e (2 + /3)" + B(2 - /3)" р 
= 22 (2 +3)" + (2 - /3)°" + 2aB(2 + /3)" (2 - /3)" 
= e° (7 + 4/3)" + (7 - 4/3)" + 208 
= (2-3,3) та) + 3.33) -4y5)* +4. 
于 是 ,所 求 通 项 公式 为 


a, = (b, +2) 
= 100-3900 +603)" + (2, 3.5)G - 49, 了] I 
其 中 m = 1,2,… 
2. 注意 问题 的 变更 转化 表述 
п а „25у = [e], = уу ВУНЕ АО РОЮ) 
的 表达 式 . 


解 ”显然 ,由 取 整 函数 的 性 质 ,有 
/@) = [а] = 0,2) = [3 -У5] = 0,03) = [3 . 9—5] - 1. 


从 而 可 得 /ff(n)] > О (п) = [an] > 3. 
3 _ 3 人 3 on ъв 


X [ап] > 3@na > Зп > = 
由 此 ,可 得 Р(2) = 8. 
É Р(1), Е(2), ---, Е(Е - 1), F(k) 均 已 求 出 , 则 


Ё (п) > Of(n) > Р(®). 
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Б 


到 > A Юе» 5кг), 
Е 从 而 ， et a 或 者 说 F(A) 是 不 超过 2 二 Pk+ 
Ж 5-2 rO D mika? 5 (A) 是 无 理 数 ,上 述 结论 可 表示 为 
s: F(k+1) = 135456) +1 
Я вю) = 12515 ү, 
其 中 有 = 1,2,3，… 
"k > 2 时 ,由 四 可 得 FE+1) = [3F(k) - 3505 (Ы)] +1. 
由 于 3 25 рк) 也 是 无 理 数 ,所 以 F(k + 1) = 3F(A) - [225 pG]. 


再 由 @ 可 得 [3 F(k)] = F(k -1), 于 是 


Е(Е +1) = 3F(k)- F(k -1). @ 
补充 Е(0) = Т, ФХР k > 1 都 成 立 . 


ЖАЗ @ 的 特征 方程 为 2 - 34 + 1 = 0, 其 特征 根 为 2 雪人 ,所 以 
3+Y5)" , e{3-v5)" 
коө = (253) + 225), 
其 中 а,8 为 待定 党 数 ,由 РОО) = 1, FO) = 3, 可 算出 


于 是 , F(k) = р Е = 16345)" ,+ = 0,1,2, 


习题 A 


1 .已 知 数列 | xs| 满足 xzo = 0,5, = 和 +a +V b? + дах, ,n=0,1,2,…, 其 中 a,6b 为 


> 


N 


ю 


给 定 的 正 实数 . 求 此 数列 的 通 项 . 
在 正 项 数列 |a,1 中 ,a， = 10,а„ = 10V a , 求 此 数列 的 通 项 公式 . 
.Ж а =1,a =2, 且 n(n+l)a = n(n-l)a,-(n-2)a,n= 1,2,3,…, 求 


a (1976 年 加 拿 大 奥林匹克 题 ) 


а а а ая 


. n: (n > 4) 个 正 数 排 成 n 行 n 列 : 


Gn ар аз ац аһ 
ад азр аљ ам ` аһ 
Ga аз ау ау U ам 


ац Go аз GA ` 


am - ы. 
其 中 每 一 行 的 数 成 等 差 数列 , 每 一 列 的 数 成 等 比 数 列 , 并 且 所 有 公 比 相等 ,已 知 
ад =l,aa = 1, = З. жа + an + 7° + @„. (1990 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


习题 B 


.已 给 数列 0,1,1,2,3,5,8,… 自 第 3 项 起 ,每 一 项 都 等 于 前 面 两 项 之 和 . 问 在 此 数列 
的 前 100000001 项 中 ,是 否 会 有 某 一 项 的 末尾 4 位 数 全 为 07 

(第 9 届 莫 斯 科 奥 林 匹 克 题 ) 
设 数列 |a,1 的 前 mn 项 和 S。= 2а, - 1(n = 1,2,…) ,数列 15,| 满足 b = 3,6. = 
a, + b,(k = 1,2,7) ВОЛЬ, | 的 前 n 项 和 . (1996 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


ЧА Эно 


лоим Та Эго 


第 十 章 ”数列 一 般 项 性 质问 题 的 求解 


【基础 知识 】 


讨论 数列 一 般 项 的 性 质 也 是 数学 竞赛 试题 常 出 现 的 一 类 问题 ,这 类 问题 常常 将 数 
列 知识 与 其 他 知识 ,如 数论 知识 代数 知识 等 紧密 结合 起 来 ,构成 一 类 综合 问题 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 在 正 整数 集 上 定义 函数 /(n) 如 下 : 


卫 ， 当 m 为 偶数 时 ， 
Кп) = P 
п +3,2 n Мн. 


(1) 证 明 对 任何 正 整数 т, а, = т.а = /(т),<,а„ = f(a,1),… 中 总 有 
一 项 为 1 或 3. 

(2) 在 所 有 正 整 数 中 ,哪些 m 使 上 述 数 列 必然 出 现 3? 哪 些 m 使 上 述 数 列 必然 出 现 
1? (1979 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

解 (1) 由 于 |a,| 是 自然 数列 ,所 以 必 有 最 小 值 а, .如 果 a, > 3,34 а, 是 偶数 时 ， 


аы = s: < a,; 3 n ФКМ, а, = +3 < .又 车 a = 2, 则 а а = 1 矛盾 ! 


所 以 o。 必 等 于 1 或 3. 

(2) 由 (п) 的 定义 易 知 3 | oue3 lan = 1,2, 

于 是 , 若 31mm = ao, 则 31 а„,п = 0,1,2,…. 所 以 {a,| 中 没有 等 于 1 的 项 ,由 (1) 
知 必 有 等 于 3 的 项 .车 3 т, ЗМ, ‚п = 0,1,2,…, 从 而 数列 {a,} 中 没有 等 于 3 的 项 ， 
由 (1) 可 知 必 有 等 于 1 的 项 . 

例 2 已 知 o = l.a, = 2, 

ПЕТ [en —3a,,a, + an 为 偶数 ， 

° lana, `a, 为 奇数 . 
求证 :对 一 切 mE N,a, z 0. (1988 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
证 明 ”由 ai 是 奇数 ,a, 是 偶数 及 递 推 公式 易 知 在 数列 | а, | 中 任意 相 邻 两 项 不 能 
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全 是 偶数 .可 以 证 明 4+ а„,п = 1,2,…, 由 此 即 得 对 任意 n € N,a, z 0. 事 实 上 , 若 不 
然 , 则 集合 ln € N|4 1 а, ЗЕ, 8 а, = min|n € N|4 1 a,| Н Ра, = la = 2, 
as = 7, 所 以 m > 3. 由 于 am 是 偶数 , а, .， ， aso-2 不 全 是 偶数 ,由 递 推 公式 可 知 аыл, 


аа 全 是 奇数 . 
同 理 可 知 ,a 是 偶数 .所 以 
а = ама — cm-2yam-1 = 5au-z 一 За, -3 


由 此 ,得 ам = da, - Заз. 
由 于 41 ou ,从 而 41 аз, по 的 最 小 性 矛盾 . 


03 ЕЯ а.а, аа, ++? жаш Ноо, 


ауа, 
бы, = 1,2,…. 其 中 4b 是 某 个 给 定 的 整数 .求证 :数列 1a,1 的 每 一 项 都 是 整数 . 
(1972 年 奥地利 奥林匹克 题 ) 
证 明 ль 2, 由 递 推 公式 可 得 
b = аыл а„- aka = а, "аа — а. 
从 而 a, (а, + а,) = ааба + а), 
раа #4 ааа а уз... 
аа а, 
а + а, а+а а +а + 


由 假设 可 知 , с, 是 整数 , 且 oa = суа - а,,п = 1,2,3," 

再 由 ai ,oa 是 整数 可 得 | а, 1 的 每 一 项 都 是 整数 . 

例 4 已 知 x。= 1,51 = 3,х„ = 6х, - mi(nEN). 求 证 :数列 jx 上 中 无 完全 平 
方 数 ， (《 中 等 数学 》2003 年 3 期 奥林匹克 训练 题 ) 

证 明 ”由 特征 根 法 可 求 得 数列 |x,| 的 通 项 公式 为 


x, = тїз +242)" + (3 - 2/2)" ]. 

Pk y, = 525163 +202)" = (324/2) п], WJ 

y, Є №8918 з -2у, = 1. 

因此 , 欲 证 x, 为 非 完全 平方 数 , 只 需 证 明 方 程 -27 = 1 Ф 


无 正 整 数 解 (x,y), 其 中 x > 3. 
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НОЯ z 为 奇数 , 则 8 1 (x* - 1),Ж у 为 偶数 ,不 妨 设 y = 2y(y € N) , 则 
| 2 
жоли СС © 


2 


(1,01) (“э1л) „1, 自 @ 式 及 有 关 数 论 知识 得 
1 


所 十 1 2 x+1 2 
2 = 23 2 == 
| 或 | (s,t € N,s,t 互 素 ). 
Ë 


el = 
= = 2 


若 为 前 者 , 则 а? = 457 - 1 = 3(mod4) ,矛盾 ! 
若 为 后 者 , 则 x? -1 = 4, 有 (xz+2t)(xz - 24) = 1. 
x +2t = 1, x = 1, 
Я 于 是 ,人 rw 1 名 得 人 = 0. жй. 
л, (пЄ №) 不 是 完全 平方 数 . 
015 设 m 为 下 述 自然 数 N 的 个 数 :的 十 进 制 表示 中 的 各 位 数字 之 和 为 mw, 且 每 


位 数字 只 能 取 1,3 或 4. 求 证 :ax 是 完全 平方 数 . (1991 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
证 明 显然 a, = l,a, = 1,а = 2,а, = 4, 
а, = в + G, + a, n > 4. Ф 


只 需 让 当 п > 3 时 , ax 是 完全 平方 数 . 
H (QD 可 得 ,om。= axa + а, + а 
= G2n-2 + Gan-4 + G2n-s + G2n3 + Gx,-4+ 

又 Q2n-2 = Q2n-y + Q2n-5 + Ga2n-6， 
ТШ аз, = 2а»; + 242.4 - аһ. 
ФЬ, =2a,, 则 b= 1,6, = 4, = 9,8 

bum 20,4 +20, Dyn > 3. 
另 一 方面 ,补充 a, = 1,а = 0, 则 对 于 n > 2 成 立 . 
4 с, = а, + a, M| с = 1,c, = 2, B # Ф 可 知 
€, = e,_) + CaN > 2. @ 
ШИ, с; = 3, 且 o = (сл + cc) = 2c + 20, — (с, — е2). 
НО, с, = cs + соз, РЕ 
сї = 1,05 = 4,0 = 9,8 
с = 201 +2c -cn>3. @ 


比较 О 和 @ 及 其 初 值 可 得 b, = с, 


Щ а„ = (a, + а„)?,п = 1,2,--- 

例 6 ”自然 数 数列 {x,1 , fy. 上 满足 关系 式 x 02у, = /2(3 + 2/2) (n € М). 
ЖЕ: у, 1 为 完全 平方 数 . 

证 明 ”将 已 知 条 件 式 两 边 平方 后 ,有 


ке = /2(3 +242)" = 5 Ж Лу дз 


易 证 对 任意 n € N,x, ЖИЙ, Н хш = 22, yaa = рх + 0. (x) 


因 当 nn = 1 时 ,由 条 件 式 知 z = 24, = 17,41 у] = Та + 从 而 要 证 为 - 1 为 


完全 平方 数 , 即 证 得 有 уз = Та + 1 即 可 . 


下 面 用 数学 归纳 法 证 明 у = 2 + 1(n € N). 
显然 , 当 n = 1 时 ,结论 成 立 .假设 当 n = 时 ,结论 成 立 .那么 , 当 n = k+ 1 时， 
ш (+) Җ,Ж йл = А = уй айй ора, 
ЉАМ, уйл - G. +1) = уй + ай + 14 - (2244 +1) 
= 0-49 1-1-1 = 0. 
于 是 уым = +4. +1. 


故 对 任何 mnE М, у = та +1. 


最 后 证 明 у, – 1 为 完全 平方 数 . 
当 n = 1 时 ,结论 显然 成 立 . 


п> 1 时 ,由 前 述 论证 ,有 y= уа + аа = йл +1. 
Жу, -1 = Xk+ 为 完全 平方 数 . 
【 解 题 思维 策略 分 析 ]】 


1. 注意 先 对 项 的 性 质 进行 估计 ,然后 再 推论 
#7 о, = 0, 且 对 n=0,1,2,… 有 


аы = (Ё+1)а„+ Еа, +1)+2V kk+1)a,(a, +1), 


аконны 


篇 互 涤 方 于 开心 注油 同 涉 交 oO 


其 中 & 是 给 定 的 自然 数 .求证 :对 于 п > 0,a, 是 整数 . (IMO - 26 预选 题 ) 
证 明 ”由 所 给 条 件 式 ,运用 数学 归纳 法 ,证 得 
0=a<e<aa<…<a<… 

又 由 于 ms - (k + 1)а, – (а, +1) = 2/k(k + Da,(a, +1), 

上 式 两 端 平 方 ,可 得 

aka + (20 + 2k +1)o + 2 а„ + Ë - (ák + 2)а„а„ – 2hasn(as + 1) + 


2k(k + 1)а„(а„ +1) = 4k(k+ 1)a,(a, +1), 


BD а + aka – 4 + 2)а,ла, — 2&(а„ + a,) + É = 0. 
用 n -1 代替 nm, 有 

аһа + а, — (4k + 2)а,а„ - 2k(a, + a,.,) + Ë = 0. 

上 述 两 式 相 减 ,得 

алы — а, - (4k + 2)а, (а, -ai)-28a - a,.) = 0. 

由 于 аы - а„ > 0, 所 以 消去 a,,, — а, 可 得 

вы + а — (4k + 2)а, - 2k = 0, 

В аэ = (4k +2)a, - а, +2k,n = 1,2,… 

再 由 ao = 0,a, = ,上 为 自然 数 ,立即 可 知 对 一 切 非 负 整 数 n, a, 是 整数 . 


2 
йз Жо, 满足 :ot = 2,4, = 7,--} < а„- ®® < Tn > 2 ЖЕЙ 


所 有 п > 1,а, 是 奇数 . (IMO - 29 预选 题 ) 


证 明 Еа, 为 正 整数 数列 ,进一步 运用 数学 归纳 法 可 证 明 

a, За„\,п >2. Ф 
事实 上 , 当 п = 2 时 ,GD 式 显然 成 立 . 

设 对 于 n = k(k > 2) ,CD 式 成 立 ,根据 假设 可 得 

аа >ш -去 > 34, -去 .所 以 ars > За, Ра = k +1,Ф 式 也 成 立 ， 
不 难 算出 , ai = 2,a = 7,а = 25,a, = 89. 可 以 证 明 数 列 | а, | 满足 递 推 关系 ， 
a, = 3a +2а„›,п = 3,4,5, © 
显然 , 当 n = 3 时 ,@ 式 成 立 . 设 当 nn = k(k > 3) 时 ,@ 式 成 立 .于 是 

а& а (ал +20,2) 


2а, ` а,.. 
= = За, + — 2 
а а а 


2 
2а,042 – 245, 


= 3а, + 2а, + 
а 
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由 O 式 及 假设 ,可 得 


2а, - 205 | 24,5| ааз ~ а.) 2а: ац 1 
а ал а 7 ал m2 3 
2 
1 
从 而 Ет - 3а - 2%.|< 3. 
2 
Ш аы - 2 |< 去, 所 以 us = За, +2041, Р п = k + 1@ 式 也 成 立 . 


于 是 ,对 一 切 п > 3,@ 式 成 立 ,由 此 可 知 a, = a,1(mod2),n = 3,4,… 因此, 当 


п> 1 时 ,a, 与 a = 7 同 为 奇数 . 


2. 注意 各 种 方法 的 综合 运用 
例 9 设 "是 正 整数 ,数列 la.| 满足 :ai = 1,o， = ma +2(n+ 1 рә. 


п+2 


求证 :每 个 a, 都 是 正 整数 ,并 且 求 所 有 的 n ,使 得 а, 是 偶数 . 


(1992 年 台北 市 奥林匹克 题 ) 

证 明 由 于 (n+ 2)а, = па, + 2(n + 1)2 ,所 以 
(п +2)(n +1)а„ = (n +1)па„ +2(п + 12. 
令 如 = (n +1)па„,п = 1,2,3, (*) 
则 Bn = b, +2(n + 1)?%. 
于 是 ,由 = 2,58, = 2310, = 1,2, 
当 n = 1 时 ,由 56，= 2, 显 然 可 知 1.(1+1) 15. 
а> 1 时 ,由 于 b= 202 + печ + (n - 0], 
又 ”2r + 1 为 奇数 ,可 推出 n| [2 + (n - k)”2J,BFDL n 1 b,. 
另 一 方面 ,由 6 = УГЕ"! + (a + 1- ЮА Я 

&=1 
(n+1) [Ë + (n +1- В), ра + 1) 1 6,. 
再 由 ул + 159,948 п(п +1) 1 Ь„,п = 1,2,3, 

b, 

由 (x ) 式 即 有 a, = о ту Евай. 
以 下 讨论 а, 的 奇偶 性 . 
当 п 为 偶数 时 ,显然 a 与 同 奇偶 ,又 妈 = 1 + 2 , 目 当 ， > 2 时 ,有 


ВИКНА Эруно 
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b, = Zn + УЕ" +(п-Ю”"] 


m 


22 
т r+. 
= 2n + оуу + (а ky +2 2. [2)””, 


所 以 名 与 (号)” 同 奇偶 .由 此 ,立即 得 到 


Б sasa: п = 0(mod4), 
奇数, 当 m = 2(mod4) . 


м b, 

当 п 为 奇数 时 ,显然 a, 与 -各 
HT b, = 2, 且 当 n > 1 时 ， 

h = УМЕР" а (n +1- 22] 


ч Э 
= 2100 + (n + 1- 2021) 
ГЕ! 


从 而 -各 与 (于 +)” 同 奇偶 .于 是 


n+l 

pA {ым п = 3(mod4), 

奇数 , 当 n = 1(mod4) . 
总 之 , 当 且 仅 当 n = 0 或 3(mod4) Bf, а, 是 偶数 . 
例 10 已 知 |ao,ai,a,,…| 是 整数 列 且 满足 
(Doar = За, – 3a,., + a,.x,n = 2,3,… 
(2)2а = oo + а, - 2; 
(3) 对 任何 m € N, 存 在 人 ,使 得 oi， a,1，,…, а, a 都 是 完全 平方 数 . 


(СМО - 7 试题 ) 
求证 :数列 | co, а, , os,…| 的 所 有 项 都 是 完全 平方 数 . 
证 明 ”由 条 件 (1) 知 , 当 n > 2 时 ,有 
вы - a, = 2(a, ~ ал) - (а. - а,2). 
Ф 4, = а, - а,1,п = 1,2, МЕ аа — d, аа. 
由 此 可 得 dw - d, = d, - а = = d, - 4. 


又 由 条 件 (2), 有 中 - d, = аз - 2a + ao = 2, 所 以 
d, = d, +2(n - 1), 1,2,3, 


于 是 可 得 a, = а + Уа = ao + Фп + п(п – 1), Ё 
а, = п? + bn + с,п = 0,1,2, Ф 
其 中 0 = d, - 1 = а-а -1,с = а. 

由 条 件 (3) 知 ,存在 非 负 整数 !, 使 得 与 a,,; 都 是 完全 平方 数 , 从 而 

аы - а, ж 2(mod4). 

再 由 条 件 (1), 得 ua - a = 4 +4+2b, 

于 是 b 为 偶数 , 令 = 24, 则 O 式 化 为 

а, = (п+А)#+є-А?*,п = 0,1,2,+— 

显然 ,只 需 再 证 c - А? = 0. @ 

若 不 然 ,有 e - 22 0, c - 入 的 不 同 约 数 只 有 有 限 多 个 , 记 其 个 数 为 m, 由 @ 式 
知 存在 nm, 使 当 п > no 时 ,数列 | a,1 严格 单调 增加 . 

又 由 题 设 条 件 (3) 知 , 当 по 时 ,使 得 a... = p?,i = 0,1,2,+,т, 
其 中 р, ЖЛЕ Н ро < p, < … < р.. 

BHH @ 09 c - А? = pi- (k + i+ A 

=(p -k-i-A)(p +k+i+AÀ),i = 0,1,2,---,m. 
由 此 可 知 c - 22 至 少 有 m + 1 个 不 同 的 约 数 ,矛盾 . 


例 11 ”已 知 无 穷 数列 |o.| 满足 ao = х,а, = узала = 91 +1 ,„ S 12.07. 


а, 十 Onl 
(1) 对 于 怎样 的 实数 x 与 y, 总 存在 正 整数 m ,使 当 п > по 时 а, 恒 为 常数 ? 
(2) 求 通 项 а,. (2006 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
Ж (DD) 我 有 o-oo = Sma 二 上 = Sl i. lla 
十 nl а, 十 2,1 
所 以 ,如 果 对 每 个 正 整 数 n, 有 о, = a,, 则 必 有 a? = 1,8 а, + а, # 0. 
如 果 该 n = 1, 我 们 得 1y1= 1 且 * 关 -7y， ° 
如 果 该 n > 1, 我 人 有 a, - 1 = ama +1_1 Саа (аа 1) > 28 
Ga-l + Ga-2 аа + Gn-2 
Я ар баа +1 р (аа + 0 (0,2 + 1) 55, Ф 


а + 0,2 а, + Gn-2 


将 两 述 两 式 两 端 相 乘 ,得 2 “1 = ea .921 > 2. 
а + Gn-2 а, * а„-› 


НЕЕ И DER х!=1Нуу-х. 
反之 ,如 果 QO 式 或 上 式 满足 , 则 当 m > 2 时 , 必 有 а, 


常数 且 常 数 是 1 或 - 1. 


чона Эро 


ПТЕР ЕГА ЭсужО 


(2) 由 加 中 两 式 ,可 得 到 血 二 1 - ®-1,®-1_„ 


a+] ol+1 a2+1’ 


ФЬ, = 21,04 a > 2 时 ,名 = bab, = (ba t ba) а = 于， bao = 


(зз = bka bia = с. 
а, -1 -1 х-1 
Ў 得 一 = (yka oh 
由 此 递 推 ,可 得 +1” т 1) 1 (= 1) 1,n > 2. Ө] 
ЖФ F, = F.., + F,,,n > 2, Е = F, = 1. 


не, = ТО - (15у ], 且 还 可 延伸 有 = 0, Fs = 1. 


这 样 @ 式 对 所 有 的 n > 0 都 成 立 , 由 @ 式 解 得 
By (x + 1)52 (у + 1) + (а 1) а. (y -Dm SQ 
* ` (жа 1) y+) - (z - 1) 2 + (у= 10)" 25 


例 12 已 知 数列 |a,} 的 通 项 a, = 15n + 2 + (15п – 32) · 16"', п = 0,1,2,-- 
(1) 求证 :对 每 个 非 负 整数 n,15 | a,. 
(2) 求 所 有 的 n, 使 得 1991 | а, ,1991 | as ,1991 1 а„„. 

(1991 年 中 国 国家 队 集训 试题 ) 


Ж (1) 由 于 2 - a, 
= 2[15(п + 1) + 2 + (15n – 17). 16°] — [15n +2 + (15n – 32) + 161] 
= 15п + 30 + 2 + (31+ 15n - 32. 16). 16"! 
= a,a + [31* 15n – 32+ 16) • 16"! - (15n — 2). 16°"! 
= аы-1Ўп.16°'!, 
所 以 oa = 2а, ~ a, +1Ўп°16"!,п = 0,1,2, 
又 ao = 0,а = 0, 从 而 用 数学 归纳 法 易 证 ( 略 ) 有 15'1 a,. ， 
(2) 设 p 是 大 于 5 的 素数 .如 果 p | а„,р | а„л,р | oz, 则 由 (1) 中 的 递 推 公式 可 
48 ріп. 
再 由 通 项 公式 可 推出 16" = 1(modp) .反之 , 若 p 1 п,16" = 1(modp), 由 通 项 公式 
易 知 p | a,. 
X a = 15n(1 + 16") + 17(1 - 16"), 
所 以 p 1 as .再 用 (1) 中 的 递 推 公式 ,可 知 p 1 а, .这 便 证 明了 :p | ap 1 а, 
p | а, 的 充 要 条 件 是 р | п Н 16" = 1(modp). 
车 记 по 是 最 小 的 自然 数 ,使 得 16% = 1( подр), лір ap | asap l asal = 
{gL[p,no] 1 k = 0,1， ,其 中 [p, mo] 表示 р 与 no 的 最 小 公 倍 数 ， 


显然 ,1991 = 11. 181,11 与 181 都 是 素数 .由 16"” = 5" (mod11) 容易 算出 使 得 16" = 
1(mod11) 的 最 小 自然 数 n = 5, 由 费 尔 马 定理 可 知 ,2” = 1(mod181), 即 16% = 
1(mod181) . 

如 果 自 然 数 n < 45 且 16" = 1(шоа181),Й п | 45,{Н 16! = 16(mod181) ,经 计算 可 
18 16° = 43(mod181) ,16° = 59(mod181) .从 而 使 得 16" = 1(moq181) 的 最 小 自然 数 n = 


45. 
故 使 得 1991 .1 а, ,1991 | a,., ,1991 | as 的 所 有 п 为 
[5,11,45,181]k = 11 + 45 181Ё = 89595k,k = 0,1,2, 


【模拟 实战 】 


习题 A 


„Гааз ЭЙ a, = о, = а, = © * 2 ЕЖ n > 3. 证 明 ; 数 列 中 的 所 
有 数 都 是 整数 . (第 26 届 莫斯科 奥林匹克 是 ) 
.任意 选 定 一 个 自然 数 作 au, 再 任意 选取 о, € | oo +54, а, +771 ,如 此 下 去 , 即 当 选 定 
a 后 ,再 选 定 аы € (а, + 54, а, + 77| .证 明 ; 在 所 得 数列 ао, а, а, ‚с 中 , 必 有 某 


Ге] 


项 的 末 两 位 数 相 同 . (1992 年 圣彼得堡 竞赛 题 ) 
3. xiyxa an 为 一 数列 , 通 项 ах, = = 全 ,其 中 a 为 自然 数 . 试 证 明 :对 自然 数 n, 数 
列 的 项 х„ 总 可 以 表示 为 其 他 两 项 的 乘积 . (1986 年 联邦 德国 竞赛 题 ) 


4. 已 知 m = 0, = 1,0, = 80, - wa(n = 1,2,3,…). 试 问 :在 数列 | 多 } 中 是 否 有 
能 被 15 整除 的 项 ?这 样 的 项 有 多 少 ?证 明 你 的 结论 . (1991 年 浙江 省 夏令 营 题 ) 


习题 B 


Т. 第 一 项 是 一 个 正 整数 ,小 唐 构造 所 有 的 偶数 项 ,小 夏 构造 后 面 的 奇数 项 .小 唐 的 构造 
方法 是 :将 前 一 项 减 去 它 本 身 的 任何 一 个 数字 .小 夏 的 构造 方法 是 :将 前 一 项 加 上 它 
本 身 的 任何 一 个 数字 .如 果 他 们 不 停 地 增添 新 项 ,求证 :有 一 个 整数 会 在 这 个 数列 内 
出 现 至 少 100 次 . (1999 年 世界 城市 际 竞赛 题 ) 

. 斐 波 那 契 数列 | 大 上 | EXO f, = 1, = 1,f, = /1 + Лаба > 2). 证 明 : 有 唯一 一 组 

正 整 数 a、5、m, 使 得 0 < a < m,0 < b < m, 并 且 对 一 切 正 整数 n,f, - anb" 都 能 


ю 


аа ДУЗ -+-ЕЖЕ ГЫ ўно 


Б чЇВЕ ДУЗ -Н+-ҢЕЙЕ М ГЫ Эш 


ө 


+ 


ww 


被 m 整除 . (1983 年 英国 奥林匹克 题 ) 


. 给 定 正 整数 m > 2. 试 证 : 


(1) 存在 整数 x, , x, ,… , x2, ,使 得 

01. = Xarxa + 1,1 < í < m. (*) 
(2) 对 任何 适合 条 件 ( * ) 的 整数 组 x, ,x,,… ,x2 ,可 构造 出 满足 

Укуны = Уьл Улана + 1,Ё = 0, £ 1, +2, 的 整数 序列 …,y - 有 yy — 1,7o， 
узгэ," ES у, = zi = 1,2,…,2m. (第 40 Jš IMO 国家 队 选 拔 试题 ) 


‚ 是 否 存在 数 a (0 < a < 1) ,使 得 有 一 个 无 穷 的 正 数 数列 | a, | ,满足 


Iran < a te. gn = 1,2, (第 29 届 IMO 备 选 题 ) 


“ 41,4,，,…,Aw 是 29 个 不 同 的 正 整数 数列 .对 1 < i < j < 29 及 自然 数 x, 定 义 : 


N,(x) = 数列 А, 中 < x 的 数 的 个 数 ， 
М;(«) = 数列 А, ПА, 中 < x 的 数 的 个 数 ， 


已 知 对 所 有 的 1 < i < 29 及 每 一 个 自然 数 x,N,(x) = &.е = 2.71 828… 


证 明 :至 少 存在 一 对 ЈО < i < < 29), 8 М, (1988) > 200. 
(第 29 届 IMO 备 选 题 ) 


第 十 一 章 ”数列 不 等 式 的 证 明 


【基础 知识 】 


将 数列 内 容 与 不 等 式 结合 起 来 , 便 构 成 了 数列 不 等 式 .证 明 数列 不 等 式 , 既 需 要 运 


用 证 明 不 等 式 的 基本 思路 与 方法 ,又 要 结合 数列 本 身 的 结构 与 性 质 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


1. 单调 数列 法 
例 1 Qk arxa, ay 777 是 递减 的 正 数列 且 对 任意 自然 数 n 都 有 


x, x. 2? 
m+2+3 +" 1. 


求证 :对 任意 自然 数 ”都 有 x +2 +] ++ < 3. 


(第 13 届 全 苏 奥 林 匹 克 题 ) 


证 明 ”由 于 xi,xa,xa,… 是 递减 的 正 数列 ,所 以 对 任意 自然 数 k, 有 


хр xë, Э" ЕТТ] хо х2 
Ач къ) < 2+0 637 


ЖАЎ п, ДЕА Е, P < n < (k + 1) - 1, 


从 而 x+ 2 + + 2 < 3( +++) <3. 


例 2 已 知 严格 递增 的 无 界 正 数列 ci , ca ,… .求证 : 
(1) 存在 自然 数 ko 使 得 对 于 一 切 k > ko, 有 


Wi | а, 
с Жыш, 
Ф а аы 


(2) 3 4 充分 大 时 ,有 + + pa < 上 一 1985. (第 19 届 全 苏 奥林匹克 题 ) 


ШВ 125, = 2 + = +з + ,可 以 证 明 任 给 村 > 0, 存 在 自然 数 ,使 得 当 
Ф 


k > ke Bf ,# S, < k - М, 


Es 3188 2; SF-T-WeSE2at ГЕ рж 


Esse ДУ ®-+-4&ЖЕ ЗГА S-3eo 


由 此 ,立即 可 得 (1),(2) 都 成 立 . 
事实 上 ,由 于 a ,az,… 递增 ,所 以 


k- 8 = Узы Урааа) 1-4 


1 Gia ад’ 

又 a4,a2，,… 无 界 ,从 而 а,-®+ ю(Е->+ o), 由 此 可 知 存在 为 使 得 当 大 > k, BF, 
а 1 
ал < 12:5 

于 是 ,对 任意 上 > h. S < k- +. @ 

R b = аы В. = ara", BJ8 b, | 也 是 递增 无 界 的 正 数 列 ,由 @ 可 知 存在 
Ый + ү + + ЕТЕ k > 

Й S, < 大 -1, 对 于 任意 上 > +. 

以 此 类 推 易 知 Q йз. 

2. 数学 归纳 法 

13 设 正 数 列 o ,oj，…a，… 满 足 oz < a, - aka n = 1,2,3,… 求 证 ;对 任意 
n€ Nf a, < 1. (1964 年 北京 市 竞赛 是 ) 


证 明 ”运用 数学 归纳 法 , 当 n = 1 时 ,由 af < ar - o < аа < 1. 
ЗГА Е а, < + 


着 进一步, 当 a, < р.н a) < a, - ai 可 得 
2 1 
аы < 4 - а, < нор 


即 要 证 之 结果 成 立 ,否则 二 < а, < 二 ,从 而 
1 
FD = i 
无 论 何 种 情况 , 当 ”= k + 1 时 ,要 证 之 结果 成 立 ,从 而 由 归纳 原理 知 结论 成 立 . 
例 4 91 а,,аз,а а = 1,0 = а + 二,n = 1,2,3,…. 求 证 :存在 


Е а е 8 2,8 = 1,2,3,… (1988 年 瑞典 奥林匹克 三) 


2 
айы < 0 - а < 


证 明 用 数学 归纳 法 可 以 证 明寺 пі є а, <2л%,п -1.2 Ф 


即 = 二 为 所 求 . 
事实 上 , 当 n = 18, Н а = 1 可 知 Ф 显然 成 立 , 设 当 m = 时 ,@ 式 成 立 .于 是 
аы =) а + «Маб +203. 


ШИИ, абы < (4k3 +203) = 640 + 96k + 48 +8Е' 
< бї? + 96k + 56 < 64(k + 1), 


即 а < 2(&+1)%#. @ 
另 一 方面 ,由 归纳 假 册 us， = A/ а + >т + ук?, 
所 以 абы > изв 1 = ди F as Gk + 12, 

即 а, > 去 (4+ D. @ 
由 四 和 图 得 , 当 m = 上 +1 时 ,@ 也 成 立 , 从 而 完成 了 对 @ 的 归纳 证 明 . 
3. 平均 值 不 等 式 法 
例 5 设 无 穷 数列 |x,| 满足 x。= 1,0 < =й = x,,n = 0,1,2,+° 
ужа а > 1, + Ж +. + 全 > 3.99. 


(2) 构造 一 个 满足 假设 条 件 的 数列 ,使 得 对 任何 ”> 1, 有 一 + 开 
(IMO - 23 试题 ) 
解 (00106, = #+ 1 + + “E= ila.) 是 不 增 正 数列 ,所 以 


2 
ж. л ра 2 
Ze. Жу... Жу x х2 

5-2 + > +251, 2 > 25, 52-020 = 2 
AA 227 S x 
252 е2 2 
% м x 1 1,1 本 

S, > — + — + 28, ә 20 + 2192. ду р 219%. ду = 21284, 
ж 55 а 


依 此 类 推 易 知 S, > 29 = 2р, 
由 于 lim(1+ + + + + — + 282) = 2, 所 以 存在 自然 数 no, 使 得 当 n > m 时 ， 


икона ЕЯ МЕГА но 


озм ЭсунО 


О) х, = l,x = (二 mn = 1,2,3,…, 则 


s = 2, 当 n > 1 时 ,5, =2+1+ +" +( О" < 4. 
例 6 数列 {| 定义 如 下 :局 = 1,F, = 2,Ң Е, = Р + Ё„,п = 1,2,3,+—. 


求证 :对 于 任何 自然 数 n, 均 有 VF > 1 + УР (1992 年 圣彼得堡 市 选拔 题 ) 
证 明 ФЕ, = 1,W| Р = Е, + Е, 
即 1 = 站 + = 1,2,3, 


F... Fo F, Е, Е, 
нараар, анвар ЈА. Бы, 


注意 到 Р, = F, = 1 和 1 > ур= + 所 

故 УР 21+ УЕ” 

4. 放 缩 法 

@ 7 设 数列 ao,al,…,a, 满足 oo = + ‚Нал = a + bal,k = 0,1……m - 1. 
求证 :1- L < a, < 1. (1980 年 芬兰 „ЖЫ ЯЯ ЗИ ЛЫ ЗУ ЖЫШ) 


证 明 用 数学 归纳 法 易 证 0 < ao < a, < a, < … < a,. 


对 于 0< 上 < nm -1 由 于 ay = а (1+ la) < a,(1 +144), 


‚1 1 
所 以 二 < 去 ЕР 
1 1 1 2 Т 
由 此 ,可 得 二 а а аа аа 
а, < 和 
另 一 方面 ,由 递 推 关系 ,可 得 
авы а dnto) a а (а – 1) 


п+17 n = nn+l “п = п(п+1) <0 


а. 
п + ъ+1)- 


从 而 a, = a,(1 + =) > a,(1 + 


1 1 1 С 
于 是 ,有 za < T Pk = 0,1,2,3, ,于 一 工 ， 


аа а 


1 1 1 1 п п п+2 
ВШ а-та] < аата рт: 
п+1 1 1 
Ма, > аа = 1-9 > 1-а. 


综 上 可 得 ,1 -十 <а, <1. 


5. 反 证 法 

18 设 a1,a,,as,… 是 正 数 数列 ,求证 :存在 无 穷 多 个 п € N, 使 得 

кела ( 普 特 南 竞赛 题 ) 

证 明 ”用 反 证 法 . 设 要 证 之 结论 不 成 立 , 则 存在 k € N, 使 得 当 n > 大 时 ,有 

а + а, 
а, 


9а аы 
即 п 2 + Л 


n+l n+l 


е; 
п 


а, а| a а а. 
ТЕАИ эт +үүт»үүт+үүз*үтз 


КОЗ = а. н 
> >a yq ez > 


i = + ©, АШЗНУИ! 


所 以 , 必 有 无 穷 多 个 Є м, еа > 1+ 1. 


6. 辅助 数列 法 
019 设 数 列 {a,| 和 15.1 满足 


ao = -22Vi -М1-а,п = 0,1,2… 
У1+ 8. -1 


和 2 
求证 : :对 任意 非 负 整 数 п, 2% .а, < (1МО - 30 预选 题 ) 


证 明 ФУ шышт, - 2а шд, 


281 FF ДУ ЗЕ-+4ЕЖЕ МЕГА 3-Sso 


ЗНА Эро 


# а, = віп зт аа = ү, 1- сов дез = віп оту. 


于 是 ,运用 数学 归纳 法 可 证 明 ( 证 略 )a。= sin зба = 0,1,2, 


同 理 ,可 证 b, = tan зл = 0,1,2, 


由 于 , 当 x Є (0,2) 时 ,有 sinx < х < tanz. 
ЖМ, 2" as < w < 22 . Ь,. 


7. 分 拆 与 合 项 法 
例 10 Жа, 定义 如 下 :oa = 2,a = а-а, + 1,n = 1,2,…, 证 明 : 
1- 5 < + 二 + ‚+ 去 < 1. (2003 年 中 国 女子 奥林匹克 题 ) 
证 明 ”由 题 设 得 :ow - 1 = о,(а, -由 ,所 以 二 = Ti = ai- 
Неа т батта ОЕ ар + 
+i = 1 1 їс ы: 


易 知 数列 | o,| 是 严格 遂 增 的 ,所 以 sam >, е + z <" 

为 了 证 明 左边 的 不 等 式 ,只 要 证 明 амы - 1 > 20032m .由 已 知 用 归纳 法 可 得 

аы = wa al+1 及 aal>mn>1l), 从 而 结论 成 立 . 

例 11 在 平面 直角 坐标 系 x0y 中 ,y 轴 正 半 轴 上 的 点 列 |4,1 与 曲线 y = /2x 
(z > 0) 上 的 点 列 [B,} 满足 1 04, 1 = 1 ОВ, 1 = 二 ,直线 A.B, 在 轴 上 的 截 阴 为 6 ， 


点 B, 的 横 坐 标 为 b, ,n € № .证 明 :(1)a。> а, > 4; 
(2) 存在 п, € N° ,使 得 对 任意 的 n > m ,都 有 


E +Ë 52 < n — 2094. (2004 年 全 国 高 中 联赛 是 ) 
证 明 (1) нл, 00,1),В, 0,6,0, > 0) 及 1 ОВ, 1= T #3 +25, = +, 


MJ b, = 1+ 古 -1. 于 是 ,对 mnEN: 8 b. > Б. > 0. 
п 


注意 到 直线 4.8, 的 方程 为 (V32 - 二 )z = b(y - 1). у = 0, 得 


1 
авав МВА Мъж? 
”lV М2, -Vb ‘О Vi +2402 
п 
= /b, +2(Vb, +2 +42). 


显然 ,f(x) = Vx +2(V + 2 +12) (0, + ©) БАЙ, FPE b, > bt > 
01$ а, > а, > 4. 


| «уву С +1 


(2) 设 = 一 一 一 一 一 一 一 一 

ҮС +1-1 

1 1 ҮЧ +1+1 

my ПЕ 

а) 二 工业 Сеат) +1 

2п+1 ri 1 2п +1 

> 115 + ] > 
(n+1) 2 [сї +1 2(п +1) 


1 
п+2' 


又 (2n + 1) (п +2) – 2(п + 1) =n>0 则 c > n €N. 


设 5. = D6, 当 n> 2 -2 > 1 时 ， 


| 
2314 эе + + 


25 
= Са) (二 + 二 + 本 + g) +" + (nq + Д) 
х2. +2. +з +2! 8р = 1, 
所 以 , 取 ne = 2°” - 2, 使 对 任意 n > no 都 有 
а-на) е“) = 5, > s, > 409-1. дум, 


2 
b, b; b... 
因此 ,对 任意 的 n > mo ,都 有 下 t, tU < n - 2004. 


иона Зсуно 


#2 8а = У руг) ЖЕНЕШЕ п > 2 时 ,< a,. 


(2007 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
匹 1 1 /1 1 
£ 证 明 аг) = + К аА), 
学 2 < 1 
š 因此 ,a, = тру у. 
° =. 1 1 а 1 1 ntl 1 
£ 于 是 ,对 任意 的 正 束 数 a > 2, 有 去 (c. - вш) = туу = 
是 | (Cll уу 1 I = О-о 

п+17п+2 Ek (а + 1)(а +2) = (а + DG +2) ЕТ? 

所 以 ал < а,. 
【 解 题 思 维 策略 分 析 】 


1. 在 运用 各 种 方法 时 ,注意 运用 不 等 式 性 质 
#113 设 非 负数 列 al, а, ,满足 条 件 os < a, + a, ,m,n EN. 求 证 :对 任意 


път, а, < та + (8-1). (CMO - 12 试题 ) 


证 明 设 n=m+t+r,gEN0<r<m. 
于 是 ,由 条 件 式 a... < a, + an, 有 


= ==... a ха ж лг 
a, < a,, + a, < 4а, + a, = an +a, = a, + a, + a, 
(z 1)а +. ma) + ra) = [z 1) + та; 
< lm in 1 1 т т 1. 


йм сх <2.@ za = l+ x, - 0, = 1,2,3,…. 求 证 : (x, -YI1< 
2 ,n = 3,4,5,+® (1985 年 加 拿 大 奥林匹克 题 ) 


证 明 ”由 题 设 ,有 ,= 一 去 (%。 一 1)?+ 季 ,n= 1,2,3, (x) 


由 于 1 < x < 2, 则 从 ( * ) 可 推出 地 < x <š. 


再 由 (*) 得 到 2 -4 < 县 < s < з < 2 T, 
即 |x, -V2| < 22. 
设 当 n = КЕ > 3) 时 ,有 | zx -V2| < 2, 


М2 -2 < x, <vVI+2-. 

НС) 可 得 aa <- 062-26-10 +3 = 2. 72.2 2k 2020 
Ep 

ma >65 +20) 3 =3-/3+2*+2*-т*. 


ЖИН ЕЁ > 3 推出 MI -1+ 2 < T. 


所 以 хы > 2-2! JE, |x = 好 | < 2”. 
由 归纳 原理 ,可 知 对 n > 3, | <, -Vi| < 2. 
2. 在 运用 各 种 方法 时 ,充分 关注 数列 或 函数 性 质 


例 15 Жа = ,其中 = 2,3,…,10. 求 证 :0 < ao -V2 < 
(第 49 届 莫斯科 奥林匹克 题 ) 

证 明 ”由 题 设 ,显然 有 a, > 0,n = 1,2,…,10， 

从 而 а, > V2,n = 2,3,…,10. Ф 

运用 归纳 法 , 易 证 a, < 2,п = 1,2,:--,10. @ 

А _ a, - 2 _ ы -У2 а – 2а,42+2 _ 2 

A = а, + Ан лауа 7 а? + 2а,42+2 

аас, 2 _ [2 - 1)” 
ваа 4] = [221] = (Za) 
1 1024 

Wi асаа (00) 9 

注意 到 W2 + 1)" = (3 + 2V2)4 = (17 + 12/22 > (24/5)? = 1152 > 10, 

所 以 M2 + 1) > (102) = 10%. 

于 是 ,由 @@ 得 到 ao -v2 < 1078. @ 


由 @ 和 图 便 给 出 所 证 的 不 等 式 . 
例 16 设 实数 列 |x,| 满足 :0 < x < 1, 且 对 于 n > 1, 有 
R. x, = ОВ, 


z - 1, x, з ОВ. 
求证 :对 任意 自然 数 ,有 2 + xa + … + m, < В +Ë Кз 


ИЉА ЕЭО 


Ж F. = F, = 1,BXF n > 1,# Е, = Е + F,. (IMO - 33 预选 题 ) 


ЙЯ ФУУ) = 于 ,显然 ,对 于 0 < z < y, 有 


+ x” 
0 < f(x) - f(y) = Tr) < y- x. 
由 此 易 证 ,对 任意 自然 数 п, x > 0 时 
в„(х) = x + f(x) + /(/(х)) + + ft) (x) 严格 单调 . › Ф 
用 数学 归纳 法 证 明 所 要 结论 成 立 . 当 n = 1 时 ， 
显然, 有 2 <р = 1. 


设 当 1 < n < -1 时 ,所 要 结论 成 立 .不 妨 设 x, ,x,,…, xs 全 不 为 0, 否则 由 ix, 

的 递 推 关系 可 知 x, = 0, 再 由 归纳 假设 即 得 所 要 之 结论 .于 是 0 < x < 1,1 = 1,2,…， 
k, 且 对 于 i = 2,3,…,k, 有 

1 1 


28351 8825 ЗЕ-Ҥ-ЕЙЕ МЕГА ао 


аа s гру = Ка). 四 
[l+ s 

Фу, = ауз = -yt = xi, ЖШ @ ИЙ} 

О< у < 1, < Лу), = 23 ® 


由 于 当 x > 0 时 ,f(x) 单调 ,所 以 由 @ 得 

дф = у у вур у + у + + уа + буа). 
再 由 @ 和 加, 得 

2 + ma + "` + Xk < XI + 2 + + Руа) + ff 92)). 

重复 利用 和 @@, 可 得 
和) 

由 0 < y, < 1, 再 由 四 ,得 

джа ТК ДО) + + (1). 


F _ Н е 和 
由 于 局 = 1, 且 当 i> жй (Z=) = КУЕП" Р 
F Е, Е, 
т ... k-D6(4) = 2 ЖҮ, >, 
从 而 ,1+ /(1) + + /©-°(1) БР,” Fa 
F, Е, 


ы Ё, Е 
ЖЕ, дка + + < F. о о 


即 当 = 上 时 ,所 要 之 结论 也 成 立 . 


Ў 综 上 ,由 归纳 原理 ,结论 获 证 . 
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【模拟 实战 】 


1 


习题 A 
аё + 8а, + 16 


a, > 4(п = 1,2…). 


ю 


жууа ©1; 


ш 


ь 


. 设 n(n > 2) Wk з. 5051 < 4. 
k=1 


Ге] 


k 
x +2 
Kal 


. 设 数列 | ,| 满足 条 件 :a = 5, = Те t I a = 1,2,…) .求证 ; 


3. Ж ж = 10, = -全 ,nm = 1,2,…. 求 证 :0 < xx -VI < 10°. 


. 设 数列 {o,| 满足 条 件 :a = 2 ,2ka, = (2k - 3)a,.i (k > 2) .求证 :对 一 切 mnE N, 


. 设 数列 |x,| 满足 条 件 x。= 5,5, = x, + (з= = 0,1,…) .求证 :45 < xm < 45.1. 
„Ва, 满足 a， = 1,0, as = n+1(n ENN). 求 证 : ха > 20У п+1-1). 


5. 已 知 数列 1o,1 满足 а, = 1,0, = а, 9 < aw < 18. 
6. 求 证 16< Ў ет, (1992 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
т. 设 数列 ia,| 满足 条 件 :ao = 1,a。 = tl -1 …) .求证 :o> „7з. 
8. 设 n,kE N, 证 明 : УЭ с "вл sx - Z=. 

习题 B 


Эа, = 1,2,… 是 一 非 负 实数 列 , 满 足 а, — 2а + а >0 及 Ya < 1, 
k = 1,2,…. 求 证 :对 任何 自然 数 上 ,有 0 < а,- aa < 2. (МО - 29 预选 题 ) 


аена ЭгушО 


(Ж 16 届 莫 斯 科 奥 林 匹 克 题 ) 
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шен Эно 


不 等 式 问题 


„ДЕ 


第 十 二 章 ”不 等 式 证 明 中 的 变形 技巧 


【基础 知识 】 


不 等 式 的 证 明 (或 某 些 函 数 最 值 ) 方法 多 ,技巧 强 , 即 在 证 明 不 等 式 时 ,常常 要 将 题 
设 结构 式 进行 恰当 的 分 拆 , 凑 配 、 消 合 , 代 换 等 来 整形 ,以 达到 我 们 的 目的 ， 

具体 地 说 , 凌 一 一 是 按照 我 们 的 预定 的 目标 ,对 题 设 结构 式 进行 分 拆 拼凑 ,凑合 ， 
凑 成 可 运用 某 个 基本 不 等 式 或 著名 不 等 式 ,次 成 能 用 上 题 设 条 件 ,次 成 出 现 结论 的 形 


式 等 等 . 
配 一 一 是 根据 题 设 条 件 ,找到 或 发 掘 出 题目 中 的 构成 的 特点 进行 搭配 配对 ,配置 
出 为 达到 预期 目的 所 需要 的 形式 等 等 . 


消 一 一 是 根据 题 设 条 件 ,使 我 们 尽 可 能 地 缩小 考虑 范围 ,恰当 地 进行 放 缩 ，, 并 伴 以 
分 拆 相 消 , 代 入 相 消 .加 减 相 消 、 乘 除 相 消 、 引 参 消 参 等 等 . 

合 一 一 是 指 合并 \ 统 一 的 变换 技巧 ,统一 几 个 分 式 的 分 母 ,统一 几 个 式 子 的 次 数 ， 
统一 用 某 个 量 或 式 表示 其 余 的 量 或 式 等 等 . 

代 一 一 是 指 代 换 ,替代 , 即 用 一 个 字母 代 换 一 个 式 子 (如 和 式 , 差 式 ,比值 .分 式 . 增 
量 、 常 数 .几何 量 等 ) 或 用 一 个 式 子 替代 一 个 式 子 或 字母 . 

不 等 式 与 恒等式 有 密切 的 联系 ,不 等 式 可 以 由 恒等式 略 去 一 些 项 或 增加 一 些 项 而 
产生 .因此 ,在 运用 如 上 变形 技巧 证 明 不 等 式 时 ,我 们 也 要 注意 一 些 恒等式 及 其 恒 等 变 
E. 
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如 下 的 几 种 恒 等 变形 式 及 其 写法 值得 我 们 注意 : 


(DD) (DH = p30 = 1 1а + а). (2 - D 
ў isi }=1 
(а)? = x +2 У) om (12-2) 
(H) У) (а-а) = Ко (12-3) 
ау) >. а= > 3 505%) = 50а) Р (12 - 4) 
сөзе = ыў + ЙО» Ch = hay; (12 -5) 
# (2-5) 式 称 为 阿 贝尔 恒等式. 
【典型 例题 与 基本 方法 】 
例 1 设 a,5,c 为 正 实数 , 且 任意 两 数 之 和 大 于 第 三 个 数 .求证 :abc > (a + b - 
ol(b+e-a)lc+a-b). (1983 年 瑞士 竞赛 题 改编 ) 


证 明 Шата+ (ожо Б) =-[(а+&-с)+(с+а-—5%)] 


> М (а + с) (с+а-– b). 
А,Б > /(b + с а) (а + с), сь У (с+ а - b) (b+ c - а). 
以 上 三 式 两 边 分 别 相 乘 即 证 得 结论 . 
#2 设 a,b,c 是 非 负 实 数 ,求证 : 
в* + bt + ct 20а +ac + 2с?) + at bc + Бас + cab>0. 


(第 45 届 莫 斯 科 奥 林 匹 克 题 ) 


证 明 ”经 计算 , 原 不 等 式 左 端 为 
(а+Ь+с)[абс-(а+Ь-с)(Б+с-а)(с+а-)]. 
由 于 a,b,c > 0, 所 以 +b-ec'b+ec-ac+a- 三 个 数 中 至 多 有 一 个 为 负 
(否则 产生 矛盾 ) . 若 上 述 三 个 数 中 有 一 个 为 负 , 则 原 不 等 式 显然 成 立 . 
Жа+ь- сь 0,6 + с-а > 0,с+а – Ь > 0, 由 此 ,得 
а > (6-с), (с-а), с > (а - Ь)?. 
6, а Бс > [а? - (b – e] 10 – (c а)1: [с — (а — b] 
=(a+b-c)(b+c-a)(c+a- by. 
因此 ,abc > (a +b – c)(b +c — a)X(c +a - b). 
所 以 , 原 不 等 式 获 证 . 


онъа Эро 


пазе ДУЗЕ-+-ЧЕБЕ МЕГА Эсуно 


例 3 已 知 zx， 

x, 1 1 

k|S 3 Т? 

证 法 1 ”由 题 设 知 ， н = т.а =. 


СЭ з е1 у > > 二 .由 此 可 得 
А 
У - 15, 1 _ 15! | < 1 
= ы Г 
саг Фе Оу; inn аан 


由 于 了 ате 1, У] = 0, 所 以 S, = 0,8 
ë 名 


IS I< 1.6 = 0,1,2，nm 


оа, 都 是 实数 ,n > 2, B> [1 = 


1, Уја = 0. 求 证 ; 
(1989 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


S, = xí + x + `° + x,. 


ўла ҹу 1 2 SAL ol 

из 577 = 24 KOS, - 81) = 2 k - 2 有 St- 
w 1 SA l 
= IS 

注意 到 S, = 5, = 0, 所 以 

п п-1 

| _ ч 1 111 
|" Es = 7-3 
#4 若 x1,x2,…,x, E€ [a,b], 其 中 0 < a < b.3RIE: 
CE 


证 明 tt 
ил --®) <0， 
Ск - 6 у= Z< 
即 б су ы ‚п 
Жш, уук + B L<(a+b)n 
1 а п. 
х2 (2) < x; + ab 


(第 12 届 全 苏 奥 林 匹 克 题 ) 


БШ ж, + + [2 和 


x x 


例 5 азага, В, b Є[1,2],Н. у = 六 大 .求证 :六 全 < 


> o#, 并 问 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . 《1998 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
证 明 Ға, € [1,2,],i = 1,2,…,n， 


b - a,] (b, - в) < 0, 
Вр в - Sal: + a! < 0,a,b, > 200 + b). 
将 上 式 代入 @ 式 ,并 注意 条 件 六 al = Y18148 
п 3 л ЕЗ 加 
yE < 3 уа - 300+ ы) 
-3 14-4 7-1 Ула. 

要 使 等 号 成 立 , 必须 使 m = 1,6, = 2 或 者 o = 2, = 1, 再 注意 已 知 条 件 
> al = > 如 ,可 以 断定 ,等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 п 为 偶数 , 且 al ,as,…,a, 中 一 半 
是 1 另 一 半 是 2,6 = 21 = 1,2,…,n. 

Ж (1) 此 例 由 徐 万 益 先 生 给 出 了 推广 ,由 罗 增 儒 先 生 给 出 了 取 等 号 的 充 要 条 件 : 
Ж zima "mao ууз, г, €C [a,b](0 < a < 1), 且 六 ж = У yi MI 


аа ДУЗЕ-+Е‹4ЕЙЕ Н [8 Эно 


ЗЕНА Эно 


x: 
ачан, Ф 


其 中 取 等 号 的 充 要 条 件 是 :mn 取 偶数 ,xj ,x,,…,x, 中 有 一 半 取 a 一半 取 b. Н ду = 
аЬ, = 1,2,.%,n 
事实 上 ,由 a < x < b,a < y < b,#f 


ГЕЙ =< x < by, ol 5 Ву) б = Б) 50 


2 а +? 2 
әй - + < 0. © 


®©жшщ= + z „тл > 0, 得 


3 4 2 
жазы жаы 40, ® 
Yi ab(o + b°) а? + 
移 项 并 求 和 ,有 
„з . š 
э а + b° + аЬ ab xn 
у= (r+ Му кр тар 7 
= “3 кари а 2 
7 а(а? + Б) Уа тар 9 
__а+5° <N „› 
7 ab + ab) & + @ 


从 而 ,@ 式 已 被 证 明 ， 人 导 @ 式 中 第 一 式 取 等 号 20) 式 中 第 一 式 取 
等 号 ex, = у х, = Ф, i= 1,2, 

首先 证 明 ,x; 只 能 取 a 或 5(i = 1,2,…,m). 若 不 然 ,存在 六 ,使 得 a < x; < 5, 有 

$ = z; > взу > 6,908,000), = ç < b= < o, 也 矛盾 


这 表明 ,所 有 的 x, 只 能 取 a 或 5 两 个 值 , 且 只 能 是 

х= а, & = b, 

É = b; Ñ =a. WU xy = ab 

其 次 证 明 ,m 为 偶数 , 且 x, ,x,，…,%, 一 半 取 a, 一 半 取 5. 记 x, 中 有 大 个 am -大 个 


ЬШ 和 中 有 下 个 bm Е Ка КЛЕЯ У) а = 了 1 如 ,得 
= = 
акъа квк =s P kusaq b uka а + а? 
Ca pa “ рУ 
0. 


а?)(п - 2k) 


19 2-а > 0, 故 只 有 m = 2k. 

这 就 证 明了 等 号 成 立时 ,n 为 偶数 ,上 且 x ,x,,…,x, 中 有 一 半 取 a, 一 半 取 5, 且 
а 

反之 ,充分 性 的 验证 可 以 分 别 计算 不 等 式 左右 两 边 的 值 ,有 


а 
右边 = ЫР (ы +" +a +b +++ + 02) 
“+ п (2 (а* + b°) 
= + = S (n НАЙ). 
左右 两 边 相等 ,证 毕 ， 
(2) 山东 的 崔 金 兴 老师 探讨 了 如 下 问题 : 若 a,b € [e ,8](0 < a < 8), 


аёаа, 


8° 
a +b а'+#  „а+ьЬ а+ В, 

(ID = < ар л 78. 
2+0 (а+) 

ш) ? & (2+ В) ` 


上 述 三 式 中 的 等 号 当 目 仅 当 a = а,Ь = Ва = B,b = a 时 成 立 . 
事实 上 ,不 妨 设 a。< 5,Ф = „Мау (о) = 4 + Гал ЕП, Ё] 


Ий, = 2 R: = $ АВАН ВЛ) с. <Ë +, 
ар к. 
шк КЁ с да tb < +Ë. 
于 是 ob > 00 +00) (а + bY = а + P +2ab > a? + Ë е + 


_ (а + В) 2 а +0 (а+)? 
b) = аа (а? + Ь ), 故 有 ‚ЁЁ (6+ A" 其 中 等 号 成 立 的 条 件 可 由 上 述 扒 
导 中 得 出 . 


特别 地 , 取 w = а,Ь = b,a = 1,8 = 2,H( I) 有 


ВЕЧЕН з [Si Эгишо 


Ж 31882 :-1ЕЧЕЙЕ ЧН Ўжо 


эч ы СИЗЕ" 5 s 5 
а + 0 < 1-2 aib; = > аб:,Н ‚= 一 ati, 即 可 证 得 1998 年 全 国 高 中 联 


Ь 
赛 题 即 例 5. 
例 6 已 知 o ,az ,as… 是 两 两 不 相同 的 自然 数列 .求证 :对 任何 正 整数 n 有 
六 全 > 六 于. (мо - 20 试 题 ) 
АЎ > A 


证 法 1 为 便于 比较 ,将 不 等 式 两 边 对 应 项 的 分 母 统一 起 来 , 即 把 > 1. 改写 成 
k=1 


УУ. 注意 到 1 ,0s,…,a, 是 两 两 也 不 相同 的 自然 数列 ,所 以 ,a > 1, +а, > 1 + 
td 


пар Е „1 = - 6 
从 而 зы Ñ а, = + 


КАИ at – К 
> z р>» = 

(а + а. + аз) – (1+2 +3) 
> - 3: + 


у 


= баасаа) (1+2+ п)] 
а 
故 Ув =} 
证 法 2 э ак b. 是 a ,a,,…,a, 的 一 个 排列 ,使 得 56, < b, < … < b,. B 


于 ,bs，,…,b, 都 是 自然 数 , 则 b > k.,k = 1,2,…,n 
由 排序 不 等 式 ,得 


证 法 3 Ф5,= 人 2 = 吉利 
Босы 
= аы = 8,6, + Ë S,(b, ~ bin) 


1 
Е: 


2 


1 


š ‚$1#%®+1, 


>s, 名 ”2 (Ж-ту)(Ф Tia) 
РИШИ СЕИ 


1 
> 
п =1 
1 Sl l/l 1 
ааа (Н) 
SAO 
Е k=1 k: 
【 解 题 思维 策略 分 析 】 
1. 发 拥 题 设 内 隐 条 件 , 对 题 设 式 恰当 变形 处 理 
例 7 #0О<гп < t <`" < t, <1. 求 证 : 
Ci 
а-г “ту + пу + жит] < 1. (IMO - 28 预选 题 ) 
2 
证 明 ШШШ в = 1,2,…n, 所 以 
h(1 - ;,)2 ti i 1 
(1-й)? Sir Iru = "Тул, 
(1-7% ГА ДЕРЕ 1 1 1 
Id = (1+6 +0) < 1+6 71 1а тв" 
па - 4) Г 1 1 
(I 


1 1. 


和 1 
将 以 上 不 等 式 两 边 相 加 , 即 得 所 证 不 等 式 . 
018 Paja, a, 均 为 正 数 ,它们 的 和 是 1, 求 证 : 


2 2 


“+ 


— Bh k = 3,4,… 


2 2 
а\ а; а) а, 1 
паа а агра > 7: (Ë 24 НЕИН) 
二 2 2 3 _ 
i а-а; а-а; sia, а„-а 
+ 人 = 0 
证 明 注意 到 +a, а + аз Ч, а + а, а, + а Ы 
则 аї а? a а а а? 
а +а а +a, а, +а т а +а a+ а, + а 


再 由 基本 不 等 式 巡 + y* > 2xy, 有 
а? + а? 
а + а 


а? + а? 
а + аз 


> 10а + а), 10а, + а), 
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оча Эро 


Е SE-T-WesE2a [8 Эро 


2 2 
а аз а, 


+ + 
ар + а a + а а, + а 


lea era... га + a) 
` а +a а+а, а, + а 


2 
> + . (ш + а,) + (а + as) + + (a, + а,)] 


= (а +a + +a) =з. 


2. 注意 综合 运用 各 种 变形 技巧 
例 9 ЕЖ а,Ь,с abc = 8, 证 明 : 
а? b: с? 
Паја) VU re Vr a3 
(2005 年 APMO 试题 ) 


证 明 注意 到 全 六 2 = (2 е+10 + (8+ Ба ааа PAS 


МаН) алаи Ж ЯЯНЕЙ У) 5 > 1. 

即 зУја (с + 2) > (а? + 2) (6 + 2)(с + 2). 

展开 ,得 ба? +60 + 6с? + За? + 302° + Зс?а? > а + 2020 +200 + 
20а? + 4а? + 402 + 40 +8, 

由 abc = 8, ВЕ 2а + 20° + 20 + аЬ + 20 + са? > 72. (*) 
而 2(а? + 0 + 2) > 67 (абс? = 24, 

а + о + да? > 3 (abc): = 48. 

故 (* ) 式 显然 成 立 , 故 原 不 等 式 获 证 . 

例 10 设 oi,az,…,as(n>2) 是 mn 个 互 不 相同 的 实数 ,8 = а на ++ a, 


M = min (а - o). 求 证 :着 > (n = D. (1990 年 中 国 奥林匹克 是 ) 
证 明 ”由 题 给 条 件 ,不 妨 设 o < a, < < а, 
则 (а-а)'>М|ї-]1?. @ 


记 4= п5 - (а + a, + + а„)?,ЙЙ 


£a S ama У) аа = Daath а). 


i=l 1 š, 


又 4 = Уа - У) аа = У) (5-а), 
і = а 


АШ 4 = 二 (a 9). @ 
由 @ 和 四 ,可 得 


nm > a> М XG - p 
= M[n(1+2 + + n2) — (1 +2 + + n] 


= ма: Таба + Gn + 1) - + (a + 11, 


故 nS > та + 1) (4а +2 - Зп -3) ` М = ибн - DM, 
2 

щ$ > 1-0. 

йїп 设 2n 个 实数 cam…asbbb(n > 3) 满足 条 件 

(а + а ++ а, = + b, + +b,s 

(2)0 < а = asa + aa = аш(ї = 1,2,- n - 2); 

(3)0 < b, < 0,6, + b, < b, (i = 1,2,---,n - 2). 

求证 :ao + a, < „у + b,. (CMO - 10 试题 ) 

证 明 ”如 果 a, < 5b, 则 由 已 知 递 推 关系 式 可 知 a, < 607 = 2,3,…,n), 从 而 结论 
成 立 ， 

如 果 存 在 i,, 使 得 2 < i < п-1,а, < b, Ваа = ba M = п-1Ё}, 


立刻 得 到 结论 ;而 当 2 < i。< n - 2 时 ,由 递 推 关 系 式 可 知 ,对 一 切 i > iv + 2, 均 有 


< b,, 从 而 结论 成 立 . 
如 果 以 上 两 种 情况 都 不 出 现 ,那么 必 有 a, > b, ,并 且 在 集合 1 = fila < 6,2 
i < n - 2| 中 无 相 邻 的 自然 数 .这 就 是 说 ,对 任何 i € 了, 必 有 a; < ba, > Б, 
аы > Бы. FA, a, + a, = oa > ba 2 ba + b, € I. 
而 对 于 任何 未 在 О 式 出 现 的 下 标 j < n - 2, 都 有 mw > Б. 
л-2 л-2 


将 所 有 © 和 @ 中 的 不 等 式 相 加 ,得 Уа, > уь. 


ў 51 


Ф 
四 


又 由 条 件 = Уой ал +a, = 61+ b,. 


例 12 求证 : 对 任意 正 实数 a, b,c 都 有 
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ЖЕ УЗЕ-+-ЕЙЕ МЕ ГЫ Эно 


1— 6 6 6 в (2004 年 西部 奥林匹克 题 ) 
й a + Б ъс с + a 
El жн яшда, анна, 056 ТЕРИ 
x а? + Б ъс с +а 
数 /2 12 а= a b КР) 2 
{К киче; анисе; ap жани ао Р нщ в), 
的 а у b _ 2 
Ц 0, 
Ë МС - 2) уйу?” 2) > 
问 5 
是 0 түй + 3) уз ` + с 
2 а b с 
从 入 а + Б рау 
а b ү с 
< i+ а + b ГУТ: 20 + а?) 


注意 到 V (а? + P2)(52 + 2) > ab + bc,V2( + а?) > c + а, 


其 中 等 号 当 且 仅 当 a = b = c 时 取得 . 


下 а Ñ b с „Ту ab 226 2037 
ЖЫТ рх араг Dre 2( + а) 2 at+b c+ra 2 
a Я b ЫК: < 3y2. 
ё Мыс Уд + а? 2 


9113 Ж л, у, ЛЕЗ, КТ + 5х) (4х + 3y)(5y + 6z)(z + 18) 的 最 大 
| 138 


再 证 左边 不 等 式 :由 a + Б > а? > 0, 有 0 < — па 1. 


1 а? 1,8 а? а? а? 
Мо <от < Мак? а?а" 
2 


85 > тту: 
Ё 2 
ШЕ! ДЕРЕ? РҮҮ = > a ҮЙҮР 
та е 9 * к= с Ы = а? Я 2 ы ЕТ р 
不 证 . 
s amina 


值 ,并 证 明 你 的 结论 . (2003 年 新 加 坡 奥 林 匹 克 题 ) 
x x 
解 ”在 取 定 y 的 情况 下 ， © ОШЫЙ = 202 + (15у + 4)х + Зу т: 
1 
20x + 21 +15y+4 527% ТРЕ 2 (15у тШ 


ым 


同 理 可 得 57 十 © +18) < 


2/6 5555718 


1 
ТУЗУ: + 6/3)?” 


其 中 等 号 当 且 仅 当 z = V15y 时 取得 . 


所 以 


(5 12/3 


故 当 上 且 仅 当 x = 2 977 = 12,268}, 


Ф114 设 非 负 实数 a,5,c 满足 o + bc + са = 1,0. 


小 值 . 
解法 1 
1 1 1 


хуг 
(1 + 5х) (4х + Зу)(5у + 6z)(z + 18) 


显然 a,b,c 中 至 少 有 一 个 不 超过 5 ,不 妨 设 b < 


a+2b +c 1 


J у =, 
ы: С + 2)#(//5у + 6/3)? 


SS 1 
Зв) (ела 12/3 + 20/5/ ` 5120° 


жы 
L + ®й 


ер с+а 


(2003 年 中 国 国家 队 集训 题 ) 


з 
к 


2Ь а+с 1 


УЗ 


РУ КЕШЕ" = 


с+а 
先 固定 b, жка + 1— 


1+ 


с 的 最 小 值 . 


Фа+с = х, х) = 


тр 
X 1- (а + c) 


结合 0< 5 < 13 


3’ 
从 而 f(x) > ОУ b? +1 - 26). 
综 上 可 知 ,S > 


2b 
1+0 


ХОМ +1 -2) = {+ 2 


+ 


ГЫ сжать рЫ а+с` 


L 在 x > V1+ W 时 单调 递增 ， 


с б кане 
Ях>ъ»2/ 1 + 1-2b > / b 


аљз Эро 


ЧОТА ЭРО 


1 2 1 2 (VP +1+& 
7 Š 


= + = 
2⁄5 +1-2b B+1 2⁄5 +1-25 b +1 


2 
Ф МИТ Бу = (y + b 8248 =! 六 
2 És 2 1 _ _4y 1 
从 而 буру = у tay" I 
2y 


9у +1 5 .9у2 +1 - 5у – 57 


215.4 (1- у)(5у2 – 4у +1) 
2у(1+ у) 2 2y(1 + у?) 


2y(1+ у?) 


s (1L-y)[5y-3P+3] 5 
ЖЕЗ 2y(1 + у?) »2- 
其 中 等 号 当 y „15 = 0 时 取 到 ,这 时 а = с = 1, 故 所 求 最 小 值 为 


解法 2 记 /(a,b,c) = 二 + 万 6+ 二 ,注意 到 条 件 式 , 知 a、b、c 有 对 称 


性 ,可 不 妨 设 0< a < b < с. 
先 证 明 f(0,a + b,c') < а,Ь,с), Жс = „нь 


š 1 1 1 1 1 
即 证 А Оа 


由 于 o = руе = 1-40 ВЛЕ ЕЗЕР 


а+ь’ 
(УЛУШ AE ab). (*) 
注意 到 2(1 - ab) = 2с(а +b) > (a +b) > (a + b) + ab, 故 (*) 式 成 立 . 


即 有 f(a,b,c) > /(0,а + Ж 


1 +a+b. 
a+b 


*:= Трново 2. 由 于 函数 5(0) = + TL Er > 2 上 是 增 函 数 ,从 


I I +a+b> 


у= 1 
+b "a +b t 


a+b+ 


而 当 上 > 28F z(:) > g(2) = > 5 вр 


ая 
а 


故 Ка, ,с) > 5. 


4 


= 


л 


м 


© 


„8 ааа, Ж,Б, b BURIESOR. Н.У) а, = Ў. 求证 : 5) 


а 


.对 所 有 х,у: Є R' ,求证 : 


о 


【模拟 实战 】 


习题 A 
已 给 非 负 实 数 x ,x,,…,x, ,如 果 z, + ++, = n, 求 证 : 
Ed х3 2, 1 1 1 
+ ++ 二 


十 я 
1 + x, 


(1989 年 前 苏联 教育 部 推荐 试题 


< + 
Іжа kia] ws lyse “1+x 1+ 


EN 


1 уа. (1991 年 亚太 地 区 奥林匹克 题 ) 


УЖ wm ,x ,x3 o ma s 都 是 正 数 ,求证 : 


(ху + ж, + my + + xs)? > 4(xix2 + хуху + дуда + Laxs + хул). 


(第 7 届 全 苏 奥林匹克 是 ) 
Жа Є [- 1,1], дал 4-1, = 1,2,…,n, 其 中 a,,， = а, Е: 
Утте > Утур (1993 年 对 彼得 保 市 选拔 是 ) 
ВЯРВА ,和 ,为 ,zn ИЕЛИК у) 二 <1. 
(2003 和 


Ж а,Ь,с > 0, 求 证 


1 1 1 
ATH) + Tre) + oF) > Tee 
(2000 年 国家 队 集训 题 ) 


a asss 
+ + > 2. 
а? + у? y +Z 2 + д? 


设 a、6.c 为 不 同 实数 ,证 明 :22 一) (22-е) (2-а)? 5. 


b-e с-а 


‚Жоп ж2,а,,а;,*,а„,а„„, 是 正 数 , 目 а-а = а-а, = *° = а, – а, > 0. 


证 明 : L+ £ + d nal me 4 аа ，(2004 年 中 国 香港 奥林匹克 题 ) 


а, аа: а,а,.1 


10. 设 2n 个 实数 a1 ,4s,…, au 满足 条 件 (аш а) = 1а + aa +" + an) 
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лоч ГЫ Эно 


Es ся ДУ Э-ЖЕ ЗИ ТЫ ЭгушО 


一 《a + oa+…+m) 的 最 大 值 . (2003 年 中 国 西部 奥林匹克 题 ) 
11. 实数 a ,a,,…,a, 满足 a, + a, + + a, = 0, 求 证 : 


тах (а1) < P Y1(a, аа). (смо - 21 试题) 


[Р 


12. ЕЗ алза (а> 2) 满足 | УЛ 1> 1, 1 和 41<1(i = 1,2,…,n), 求 证 : 


存在 正 整数 ,使 得 | Six - Pla I< 1. (2005 年 中 国 西部 奥林匹克 题 ) 
B. la > b> c >0E a+b+c=3.l1EB] а? + b + aa? < 27, 
(2002 年 中 国 香 港 奥林匹克 题 ) 


" (a +b + с)? (a+2b+c) (a+b+2c) 
BJ 
М. а,ЬсЄ R ,证 明 > а + (b + e)? * 2° + (c + a° 2 + (a + by <8 


5. 年 美国 奥林匹克 题 ) 

15. 数列 co ,al ,… 与 bo,b,，… 定义 如 下 : a。= он = © ÍVl-a(n = 0, 
1,5) Б = 1,b.a = ДЕЧ = 0,1,…). 证 明 : 对 每 一 个 n = 0,1,…, 有 
29 «же 299. Ь,. (IMO - 30 预选 题 ) 
16. а > 0( = 1,2,--,п), НУ +2 У) =» = LR x 的 最 大 值 与 最 

i=] lek<jen 1 
小 值 . (2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
习题 B 


1. 设 0< x < 1,7 = 1,2,5, п.п > 2.ЖЙЕ:ТРТЕ: ЙД l< i<n- lB x(1- xa)> 
а-а). (IMO - 32 预选 题 ) 
2. 已 知 正 数 sx，… 2 和 yi ,y;，,…,Y, 满足 


(Олу > mz > °° > mayi > 


(2)x > уа + w > у + ууу +++, > Xi + x + ° + y... 
求证 :对 任何 自然 数 k. ай + + > + ka ук. 
(Ж 35 届 莫 斯 科 奥 林 匹 克 题 ) 
3. 设 ” 是 大 于 2 的 自然 数 ,求证 : 当 且 仅 当 n = 3 或 n = 5 时 ,对 任意 实数 o , a,,…， 


mw ;下面 的 不 等 式 成 立 : 


Уга с а)ба с а)ба аш), - a) z 0. (MO - 13 试 题 ) 
і=1 
4. 非 负 实数 满足 x* + YY + 2 = 1, 求 证 :1 < 十 тЫ + Tr < 2. 


(2003 年 中 国 国家 队 集训 题 ) 
5. Ь,, 6,7", b, 为 n 个 正 实数 ,上 且 方 程 组 җл-2җ+® + Баа = 0,k = 1,2,."", 
n, 有 一 组 不 全 为 零 的 实数 解 xi ,x2,…，,%。 .这 里 xo = җа = 0. 求 证 : 


(2003 年 中 


ЕЕ 


зазна но 


Ж є1ЖЕДЫЗЕ-+--4ЕЙЕ НЕГЫ Эно 


第 十 三 章 。 儿 个 著名 不 等 式 与 不 等 式 证 明 


【基础 知识 】 

这 里 的 几 个 著名 不 等 式 , 指 的 是 

算术 - 几何 平均 值 不 等 式 。 设 由 ,zx € R° , 则 

全 二 二 和 у ышы, (13-1) 
其 中 等 号 当 且 仅 当 а = x+ = … = x, 时 取 到 . 

ШИЖ Ша, € R,i = 1,2,…,n, 则 


(аї + аа +7 + а) СЫ + Ы +9 + 0) > (аһ, + asb + + а,Ь„)?, 


(13 – 2) 
АА (31 = 92 = … = ре 时 取 到 ， 
HEF Боса <а < < а,,0 < b, < b, < = < b,, 
则 а,Ь, + а, + + a,b, 
> ab, + а, + + а, (13 – 3) 


> аф, + аз, + + аһ. 


排序 不 等 式 的 推论 Ша,ьЄ R',p.q > 0,0 а" + b аъ аЬ, 


(13 - 4) 
其 中 等 号 当 且 仅 当 a = 6 时 取 到 . 
车 比 雪 夫 不 等 式 ” 设 两 个 正 数 序列 | ,1 ,6,1 ， 
()Ж а, < o < < a,,b < b; < < Б, 
15е > 0 (1 уу): 03-5) 
(0) Жа < a < а, > > > 6b, 则 
1 аһ < [12 a). (1 55). (13-6) 


宕 平均 不 等 式 ” 设 zz,…,z Є R', 且 a < B. WJ 
144 Ë 


е" а | 
ee oa 
其 中 等 号 当 且 仅 当 x，= x; = … = x, 时 取得 . 

权 方 和 不 等 式 ” 设 和 zz € R* ,yy € R°, 
车 m > 0 或 m < - 1, 
=. > а)“ 
M у; 一 上 一 一 ， (13-8) 

"(з 

#-1<т<0, УУ) к < ———— (13-9) 
аў 8» У) 
上 述 两 不 等 式 中 的 等 号 均 当 且 仅 当 交 = 2 = 62 2 у 时 取得 ， 


琴 生 不 等 式 эркак д) 在 区 间 Т Од А) днев СЕКА 
ж Є 7 及 任意 ,ha € R', 且 > hi = n, 必 有 有 

Ха + Аж + "° + А) < Au(zi)+AaFz)+…+AMu(z)， (13 - 10) 
Ж (Arm + Аала + "+ Ау) > À f(x) + А f(x) + + Af(x,), 其 中 等 号 当 且 仅 
Í mí = ж = 55 = % 时 取得 . 

卡尔 松 不 等 式 ” 设 m > O(i = 1,2,+-,п,у = 1,2,…,m), 则 


ПУТА (13-1) 
其 中 等 号 当 且 仅 当地 = a. = = = бе. -时 取得 . 
эп in 


此 不 等 式 可 表述 为 :对 nx т ЕЗЕН АОВ) m 列 每 列 数 之 和 的 几何 
平均 值 不 小 于 其 n 行 每 行 数 的 几何 平均 值 之 和 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 
例 1 КЕ У < 1. 求 证 : 


(y+ + pl < 1. 
(《 中 等 数学 1998 年 5 期 奥林匹克 训练 题 ,参见 第 十 二 章 例 7) 


ПЕЧЕНА Эро 


ВЕЉА Эгуно 


证 明 由 0 < x < x, < КЕ = 1,2,---,п), 


有 0 < 二 = 各 < 1( 等 号 仅 当 k = n 时 成 立 )、 


z 


故 (1- x)? `a ry 


(1-а,) x x 


= < 
0-а? (1+ x + s + + aE): (l+ x + xÀ + "` +з)? 


а 
ЕП x“ 1 


“OrD Vr A Cr Cy 


从 而 (1 - а, )? + ТЕЗ у + Эхх + у] 


<1. 
#2 Ша ЄК", = 1,2,:-:,п, На + а +…+as = 1. 证 明 ; 
& & уо ыз | 
а} + ala, + ара + а} * а} + аа + аа} + a + а + да + aa + a> 4` 
(1998 年 河南 省 竞赛 题 ) 
4 
证 明 邻 4 = 一 а + “ 了 十 


т 3 
ар + ауа + аа; +a a + ааз + аза + a 


4 


a 
Ж 
а, + аза, + а,а + a 


а 
92 а 


3 2 т 3 + з 
а + айа + ааз +a аз + ааз + аза? + а? 


а 
Фар es 
а, + аа + a,al + а 


е4 
аі – а аз – a$ 
4 к= а! + а2) (а + ax) * (а + а@)(а, + ау) * 


а - а 
+ (ай + а?) (а, + а) 


= (а — as) + (а — as) + + (a, — а) = 0. 


从 而 ,由 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 ,有 


ах + ata 2 二 (a жа), = 1,2,…,n, 且 as = а. 


1 
A= 564 + В) 
Н аќ + а а + а Е а + а 
(а + а) (а + a) * (aš + а{})(а, + as) (а + а1)(а, + а) 


2 2 
ажа аё + а а, + а 

> уч 
102 + аз + а; а, + а 


= +a) + +(а„+а)] = + 


例 3 а,Ь,с 为 正 实数 , 且 满 足 abc = 1. 试 证 : 

1 1 1 š 
а(Ь + c) + b'(ce + a) Ы 2(а+) 2 2: 
证 法 1 ФА = 


(1МО - 36 试题 ) 


1 1 1 
aP (b+ c) * Б(с+а) T с(а+Ь)' 

1 P 222 22 
则 由 = be' 可 得 4 = ¿(+ e) + ева) + 202+): 
利用 柯 西 不 等 式 和 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 ,有 
[a(b+c)+b(c+a)+ce(a+b)]: A 


ca 
>[Va(b + с) · +V (с + а) а 5 


二 二 二 

Va(b + c) 
2 

+V e(a +b) | 

= (bc + ca + а) > (bc + ca + ab) ` 37 bc ° са ай 

= 3(bc + ca + ab), 

即 2(k + ca + ab) А > 3(b + c + ca + ab). 

жА> 5. 

证 法 2 ”注意 到 (13 - 6) <, т = 1 时 ,有 

йж, у 2а (ж + ma ++) 


n ` y,” ty t + y ` 
H abc = 1, 有 


(13 - 12) 


1 1 1 
a (b + e) * Ы(с+а) * с*(а+Ь) 
1. 1 1 
; 


S д). 


а Га 
= ab +c) + b(c+ a) * (а +b) ” а + ac * bc + ab $ ac + bc 


Жик Zb SE-T-WeEE0a ГА Эржо 


Et 88 5 3E-T-Meseka Isi Уво 


1}? 1}? 1}? 

(2) ‚ (%) 09) „(а +67 + ст)? 
жер ЛД 2 авв с) 
ct а * с t'a 

1 (ат! 1 3.23. таа 
(e+ 


其 中 第 一 个 不 等 号 用 的 是 权 方 和 不 等 式 ,第 二 个 不 等 号 用 的 是 算术 - 几何 平均 值 不 等 


Ж (13-12) 式 的 应 用 是 很 广 的 . 


1 1 1 
证 法 3 a (b + c) * P (e + a) * (аъ) 
= 1( 42 42а 4а? 
= 410 + ас * bc + ba + са + cb 


А 2с – (ab + ас) + 2 · 2са – (ab + с) +2 + заек. 
(ab + be + ca) > Заве - 3. 
014 ә. b,c 是 一 三 角形 的 三 : 三 条 边 长 .求证 : 
其中 s 2 (авж о) п 27. 
(IMO - 28 预选 题 ) 


a" 


Бъсћсжа +222 (2 2)“ 


证 法 1 由 排序 不 等 式 ,可 得 
ee ")( 1 1 1 ) Ф 
Въссжаћа+ъ 2 309 +° +С ъ+с+ + * 


由 于 n € Z° ,从 而 由 每 平 均 不 等 式 ,有 


= @ 


а + 0% +c > 70а +b + с)" 
又 由 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 ,得 
1 1 1 3 


b+ete+tata+k >J + су(с+ a)(a +) 


> + (a+). ә @ 


4з 


ш ФОО 立即 得 要 证 的 不 等 式 . 
证 法 2 当 n = 1 时 ， rs: 


+ 工 + Ь +1+ +1 


+ с = a c 
cta a+b b+c с+а а+ 


3 = (a+ b+); + а + 1р) -3> 2 -2 = (其 中 用 到 权 方 和 不 等 


式 或 柯 西 不 等 式 ) . 


当 > 2 时 ,由 权 方 和 不 等 式 ,有 (2 + СЇ ‚(е1 ЕЧЕШЕ ЗУ 


clce+ata+b”> а+Ь+с) 
а? уез с 
Еа = > 210+. 


亦 即 (a2 + b3 + с?) > 2. 
ж р вр в En T Qa... 


Бес сжаћа+ 2 3145 = 


证 法 3 БЕ ОБОН) 


- s. 


кү; b+te 171 
= с+а 1…1 
С a+b 11 
a+b 一 一 


п-291 /3xn 
由 卡尔 松 不 等 式 , 有 


р е) 2a +b+e) З азва, 
а b. a + b + c)" 
Ж Кусс+а* КЕД кг 


єз = (+, 


#5 й#О<р=са(ї=1,2,- эп), b" Жа, а, a, 的 一 个 排列 ， 
2 
Russ р s + [中 人 (W 全 -,/4). (匈牙利 奥林匹克 题 ) 


证 明 ”由 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 ,有 


G + 22 92 + а, 
бя. т > ж 
b tb, жаа 


从 而 ,只 需 证 右边 的 不 等 式 .不 妨 设 а, < a, < … < a,, 
根据 排序 不 等 式 ,可 知 


а 20... ә а а 
hr 

当 m = 2k 为 偶数 时 , 则 

а а (а а ал 


++ 
b (2+2 Ы (+) 


о 
8 
林 
x 
x 
数 
学 
中 
的 
& 
效 
Fl 
是 


зена Эсуно 


又 对 于 xE [如 ,48], 有 
(NE 
жтт: + Ë < 2k + М -/Р) = п +3(V2 =[® |: 


2 n = 2k -1 为 奇数 时 , 则 


a, a a, а,_ а а, 
а й < (E+) [2 + + k 
' " 


а а ад а 


- 2 
<2k-D+ G - D(z -V2) +1 
“L Pi ы 
Тлу 
综合 以 上 两 种 情形 ,立即 得 要 证 之 不 等 式 . 
例 6 Hu,z xs 都 是 实数 (n > 3), 令 p = 六 sg = У) аа. ЖИЕ: 
1 


i: 1aicjan 


о, 


(9) 人-DP _ 
п 


(ii | x, - £ I< ze = 2719.1 = 1,2,+-›п. 
(1986 年 中 国 国家 集训 队 选 拔 试题 ) 
证 明 (i) (л - Dp? -2ng = (л-1)(У1х)°-2л У) ха 


=(®-1)$3144-2 У) ааз У) (us), 
виа De - 29 „о, 
G) |=- 引 = шы ы а-а. 
пареа, 


|в Гара J : 
Е 引 < п ут 5606-9) 2 iT 


利用 (i) 中 结果 >) (zx; - x)? = (n - 1)p’ -2ng, 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 
1. 注意 运用 其 他 知识 和 方法 与 运用 著名 不 等 式 的 配合 
例 7 Vn € N,zo = 0,5, > 0,i = 12, n АУ) = 1. 求 证 ， 
1 


Ул x, т 
š: <s 


=V 1+ xo + %4 + "` + X; ° xx, + xi + "` + x, 
(СМО - 11 试题 ) 


1 


A 


оча Эсуно 


证 明 因为 =1, 
所 以 ， 由 均值 不 等 式 ， 得 


V (1 + wo + m + "° + Wa )(X + Xaa + T х.) 


l+ *%o + 24 + `° + z, 
РОЛЕ Ж реш AL, 


N ЕЛ 
этуу T XQ + X(+ жыл C VK жаы кожа” рр = 1， 
即 求证 的 左边 的 不 等 式 成 立 . 
又 因为 0 < x +n + + x 1, = 1,2,--.n, 
所 以 ,可 令 0, = arcsin(xo + a + +), = 1.2," n. 


于 是 ,bf € [0,32], Bf 0 = 0, < 8, < — < 6 = 
A. 


е4, 


0, +0, 0, – 


Мй, х, = віпб, – sin0,_, = 2cos ^^ 2 "зіп i 1 < 2cos0,_, а бы. 


因为 ,对 х Є [0,5], sins < *, 所 以 ,有 


.0 
2 


x, < 2созб, = (6, - 6,1) + совб,\, 


故 得 


ЕЛ В 
8; < 0-0,1, = 1,2,---,п 


在 上 式 两 端 对 i 从 1 到 n 求 和 ,得 到 


x; л 
еб <8,- 6 = Z. Ф 


оньо 


H б, BJ5E XL, зіп, = x, + az + "°" + Xs 


АЕО созе, 1 = V1-asinb = V 1 — (xo + x1 + х + +) 
= V (1 + xo + + xa )(xi + + + z,). Ф 
将 @ 代入 @, 即 得 要 证 的 右边 的 不 等 式 . 


018 设 o ,oa,…，,a。 是 正 实数 , 且 满足 а +а +…+ a, < 1. 证 明 : 


ауа,'а„[1-(а+а;› + + a,)] 1 
(а +а + + а„)(1- a,)(1- a,)=:(1- a,) & п" 
证 明 设 o = 1- (а +а +: +а,). 
显然 a,,，> 0, 于 是 得 到 和 为 1 п + 1 个 正 数 ,求证 的 不 等 式 化 为 
п"! + aa an < (1 - а,)(1- aa)…(1-a)(G- а„). 
对 每 个 i€ 和 1,2,… ,n,n + 4, 由 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 ,有 
Та, а-аа, 

а 5 


(IMO - 39 预选 题 ) 


I-—a, = a+ + G. + G. +77 + аа > n 
将 上 式 所 表示 的 n + 1 个 不 等 式 相 乘 , 有 


а) а) аа) > n" у мааа 


ы 
= п"! + аа, а„а„. 


2. 注意 所 给 条 件 的 综合 变形 与 运用 多 个 著名 不 等 式 的 配合 
例 9 йз, л, 都 是 正 数 (n > 2), У) = 1. 求 证 : 


Ул = ууз. (смо - 4 试题) 


证 明 ”由 对 称 性 ,可 设 x < x, < … < %, 则 有 
U s 22 еа 
1-ж 1-5 “УЇ-жҗ. 


Ро к, 有 


> Яс” 0+ (55) fF{VI- x 
再 由 宕 平均 不 等 式 , 得 


а 
М 


从 而 ,有 хта Юр 
хана У < Ул -,| У) = Уп 
2 x, 1 ` 
Ж Мт = 751 Уч 
0110 对 所 有 正 实数 a,b,c MEB: 


a b с 


2 
II М 2 = 0—0 2 = = 
Шау: ЄН ‚= ү = түс сї + 8ab ` 


за = е 8с 1 1 = 8а6 


b 2 


HB (5-10 2 -1)(2 - 1) = 8 be уса “3 = 510. 
另 一 том Ну Е к КЕДЕ 
(5-1) (5 -1)(5 -1)= а-ја - )0- 2) 
* y 


xy Z 


> Кажу 2) а) [(z + y 2) р]: [(z + y + 2° - 2] 
xy 2 


_ (7Y+z)(2x + y+ 2) ` (z + z)(x + 2y + z)(z + y)(z + y +2:) 


а?у 
> 2 4 Py 2 Vz 4 Y aya : 2 / + 47 зуй 
ау? 
2,2,2 
= SY _ 512. 
ху 
此 与 O 式 矛 盾 . 故 有 x + y + z > 1, 即 有 
a b с 


+ + 
а? + 8с МЕ + Вас с? + 8ab 


证 法 2 а аі КЕ, аі 


+-= +-= > 1. (IMO - 42 试题 ) 
а? + 8bc b° + Зас c + 8ab 
, b с 
证 法 1 记 ”* = 2 y= = ， 
вЫ УЙ + Вас с? +8аЬ 


Ма? + 8bc ад (а + 8) Ма + 2(2a3 pf . (238) 


он зе ГЫ ЭсушО 


ЖЕКЕ ДЫЗЕ-+4ЕЙЕ ЗӨ [q Эно 


> 
Маў + (Qa . 53 + с) + (253. сіу 
аі 
Ма +2а%(25%.- д) ов. др 


4 


>» аз 
т". 4 3 4 £ 4 4 
(а3 2 + 2а3 (63 + єз) + (b3 + с)? 
a: 
= T 4 £= 
аз + 03 +єз 
4 4 
b bs с сэ 
同 理 > 
ЖР. > Ж 4 4, 4 £ АЗ 
М + Вас“ аз + 3 +e Ver+8o аз + bi + cs 


以 上 三 式 相 加 即 证 . 58057. аза = b = с. 
аї ГЫ i 
证 法 3 左边 = 一 ~ +- + < 
а? + Вас V + Вас У с + афс 
= (a +b + c) =[ (a + b + с)? + 
2 (а? +b + с? + 2ДаЬс)ї ` а + Б + с + 24abe 
因而 只 须 证 明 有 (a + b + с)? ьа? + Б + с + 24abe 即 可 . 
注意 到 (a +b +c) = а +0 + с +3(а?Ь + аЬ? + а?с + ас? + Бс + Ье?) + бас, 
从 而 (a+ b + с)? – (а? + b° + с? + 24abe) 
= 3(а?Ь + аЬ? + а?с + ас? + 2с + 2) – 18abc 
23-6 Ма аб}. асс act bc. bi 18abe = 0. 
故 原 不 等 式 获 证 .等 号 成 立 oa = b = с. 
注 (I) 例 10 由 罗 增 任教 授 推 广 为 : 若 a,5b,c € Е',А > 8, 则 


a b с З 
+ + > . 
а? + Ас b° + Дас c + Àab 1+4 ° 
b b 
事实 上 , 令 x = 2257 = 9.2 = т, Ж 


х,у,2ЄЕ',Нх+у+г = 1. 
于 是 , 原 不 等 式 等 价 于 
1 1 1 3 
十 + > 
I+ Ах 1+ Ау 1+ А2 1+А 


Ф 


e V l+21[V(1+2y)(1+ А) + / (1 + A2)(1 + 25) + (1 + Ах) (1 + Ау) 


z 3⁄4 (l+ Ar)(l + Ay)(1 + Аг) 


<> (1 + 2)[3 +2À(z + y + z) + А (уз + zx + xy) 


+2У( + А) + Ау) + 22)(/l1+ z + 1+Ay + 1+ А2) 
> 9[1 + A(x + y + z) + À2 (yz + zz + ху) + А?] 
сә (22? -7А)(« + y + z) + (А? — 8А) (уг + ах + xy) 
+2(1+4) V (1 + АА) + Ау) + àz) - (Vl + Az + l+Ày+ V l+2Az) 
> 94° - 3А + 6. 
注意 到 (1 + Ах) (1 + Ay)(1 + àz) 
= l+ À(x + y + z) + À2(yz + zx + zy) + А? 
> 1+32 .Vo + 322 ' (уш) + АЗ 
= 1+3А +3А + 2 = (1+4). 
于 是 ,@ 式 左 端 > 3(24° - ТА) + З(А? ~ ВА?) + 6(1 + А). [(1 + Аа) (а + ду) 
(1 + д) 3" 
> ЗА? — 1822 — 212 + 6(1 + А) 01 + А)?1# 
= 94° - 31 +6. 
故 不 等 式 @ 成 立 , 从 而 不 等 式 @ 成 立 . 


如 果 对 @ ЖИЕК, — Т,у- =, 28,41,04 х,у „2ЄК',0 <А < 


к, Пе 0 е z 
(П) 由 证 法 at 
КРЕТ >т Ж Z +S > F YZ 

Ш а?а + + e)? а? (а? + 8Ьс),ЖЕШЦ(Ь + с) + с + 20") > Ba с. 
由 平均 值 不 等 式 ,可 知 (6* + с) (В + е + 20") > Sal Бс. 


2. 


25 - = 4 + 
„НИ х = 本 ,因此 有 2 > а. š 
ЕЧ 1 3 Ма? + 8с af + b3 + с 


жна, прижав зень айкол вог" 应 用 ,例如 ， 
С) 已 知 abe z 0, 求 证 于 +6 


а* 1 
жес а +46 + 4 tarr 人 < 去 


(2004 年 北京 市 高 一 竞赛 题 ) 
155 í 


ГЕ ДеЗЕ-+ЧЕКЕ МЕГ ўно 


Bs sr 88 2; SE-T-Weekar ЭРО 


4 А 
Шш 了 +е & 2 ‘(e+ + + гул? жж жое уы; 


ЖЯ. 2а* + bt + ct = (а* + Б) + (а* + ct) > 2а!(%% + с?), К x = 2. 


з > š L 1 1 
(2) Ж а.Ь,с Є В", Н abc = 1. 求 证 ТЗ: t T+ t I+ > 
(2004 年 吉林 省 竞赛 题 ) 
агара э 和风 站 + ==". 
X b + c >2V b = 2a1,H x + 1 = -地 , 求 得 x =- 子 . 


3) а,Ь,с 为 正 实数 , 试 证 明 -2 < З. 
ОЖ келк а 96. ro Уе + 9ab ” 10 


(2007 年 台湾 地 区 奥林匹克 题 ) 


а 3з. а 7 
т re 


Ю(а + b' + с) > 9а” + 81a? + be, 


ЯХ а” + 106° + 10" + 0а + 06 + 20с'а" > 81(а% + Б + с® ж > 81а . 


81“ = 
注 用 这 种 方法 时 , 着 原 不 等 式 右 端 为 常数 4, 则 设 不 等 式 时 , 设 为 4 
рү 以 上 几 个 不 等 式 的 解法 可 参见 : 王 红 权 , 朱 豪 的 文章 ( 几 个 常见 分 式 不 竺 


式 的 统一 构造 证 明 》( 中 学 教研 2008 年 第 10 ЯЯ). 
СШ) 由 例 10 可 变形 构造 出 如 下 不 等 式 : 设 a,b,c 为 正 实数 ,求证 : 


b. e, а? 


ala 8bc * БЇ + 8са T c: + 8ab 


> (a +b+ o). 


(《 数 学 教学 》2002 年 4 期 问题 560 号 ) 
证 法 1 设 原 不 等 式 左 端 为 M, 令 (a? + 8bc) + (b° + 8ca) + (с? + 8ab) = № 
MJ N = (a + b + с) + 6(ab + bc + ca) < 3(a + b + с). 
b: с? а? 


1 
由 3 = (ао + Гер ова) + 


1+1+1 


За? + P+ с + Вар + be + са) + 


w === —————_ 


本 а? + 8bc 3 2 + 8са 


- | +31 крева) * +3] 
= Ima +8bo) М ЗІМ + 8ca) N 31+ 
[ a, сувай. LJ 
M(2 +8a) * Т 3 
s 3b 7. 3c > За _ За + b+ с) 
> Узми YIMN YI3MN КЕТТІ 
有 Ун = 58+, м (азр > бае рес) аі, 
证 法 2 ”由 平均 值 不 等 式 ,对 于 а,Ь,с € Е ,有 


(a+b+c)X2 +b + 2) = a + b) + с + а? + be + са? + аЬ + D e + са 


> 3(a2b + Бс + са), аЬ + їс + са < (a + с) (а? + 2 + с). 
由 柯 西 不 等 式 ,有 

p К ү 
(оек t Үш ва 
> (а + b: + 2, Р 


)гьса? + вве) + (0 + Ваа) + a(e? + 8ab)1 


>? А о т а ЯЕ (а + + с)? 
а + 8bc 0 + 8са сї + 8ab ” 9(а?Ь + с + са) 
(а + + с) аё + b + с 


2 3 (а + 6+ с) (а +5 + 2) ` 3(a +b + с) 


(a + b су 1 
> rr) = o (a + b + c). 证 毕 . 


(N) 由 不 等 式 (x + у + DCL + 二 + 1) > 9 联想 可 得 如 下 不 等 式 ; 


> 9. 


з з : 
即 对 а,ь,с E R' +86, У Вас ‚ус + Вар 


(《 中 等 数学 》2002 年 奥林匹克 训练 题 高 58) 
我 们 可 以 证 明 这 个 不 等 式 也 是 成 立 的 . 
证 法 1 由 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 ,有 | 
пва _ Vaty abiye + ab VVabe За 
ж = š 


a a a 


прав, VP + Sea зат М2 + Вав _ 37 ас 
тар аре а" 


а? + 8bc b° + 8ca с + Ва 
十 是 一 让 + + 


шан ДЕ -ЧЕНЕ МЕГА Ўжо 


онома Эро 


а b + с абс 
; т + 
证 法 2 设 x= w Ваа. с +84 , 则 x>l,y>1, 
z>1HBG2- DO -D-DD во овас ар в. 


而 8 = [(х+-1)(у-1)(:-1)]. (Ка + 1) (у + 0) + 1)] 


(22252-3). (х+уғ+з б [+ әр, 


= 


将 上 式 两 边 开 立方 ,并 整理 ,得 
(х+у+:)%>72+9=81,Их+у+г>9. 
РА а? + 8с УБ + 8са | с? + 8ab 


а b с 


【模拟 实战 ] 


> 9. 


习题 A 
1. 设 % ЄВ (i = 0,1,…,n), 求 证 ， 
(2) (8) + (2) [8 везан 


2.3FT p > 1,q > 0, 2 а > >a, > 0,0 < bi < b <" < b 820 < ar < 
a, < '“ а, > b, > **` > b, > 0,Й| 
у” 
Е А 
и Б, b + + >b >п " . 
Ш р (2 6) 
4=1 
З. 求证 :对 任意 x > /2 у > /2,Җ ЫН 5 — зу + ау? — ху? +y > Q + у. 
(第 46 届 莫 斯 科 奥林匹克 题 ) 
1, 求 证 ; 


(IMO - 31 预选 题 ) 


4. а,Ь,с, 均 是 非 负 实数 且 满 足 ab + bc + cd + da = 
а? b с Ф 1 
ъ+е+аа+с+а*а+ь+аћа+ьце > 3 


5. array," a, 为 n 个 非 负 实 数 , 且 а, + а, + … + a, = п, ЕВ: 


а? а? а? 1 1 КЕС 


гй тка ira Тка Тка tU Тва 
(1994 年 合肥 市 竞赛 题 ) 
习题 B 
, 对 任何 正 数 el ,a,，,…, a, ,求证 : 
а аз 该 а, а„\ а, п 
а, + as азарт ta + a, a, + a, а + а 4° 
(第 3 届 全 苏 奥林匹克 题 ) 


- 设 om，…am 均 为 实数 ,如 果 它 们 中 任意 两 数 之 和 非 负 ,那么 对 于 满足 x， + x, + 


… + x, = 1 的 任意 非 负 实数 x, , x,,…,x, ,有 以 下 不 等 式 成 立 : 
1 + азад + + а,х2 .请 证 明 上 述 命题 及 逆 命 题 . 
(CMO - 1 试题 ) 


- 设 实数 o ,aa 和 及， 加, 六 满足 ol > а, ж > а, > 0,6 а,б, > 


ааз, 0,60, > аџазаз, ‚Бб, i > а аза, .求证 :bj + b, + + b, > а + 


а + … + mw ,并 确定 等 导 成 立 的 条 件 . (1988 年 加 拿 大 国家 队 集训 题 ) 


= 
. 设 实数 oo ,ai ,a,,…,a, 满足 a, = 0, a, = c + Уја.(а + ал), = 0,1,2,--, 
= 


n -1 求证 :c < д. (IMO - 30 预选 题 ) 


БЕ яБЕДУЗЕ:-+-ЧЕКЕ МЕ [S Эришо 


Византа Эро 


第 十 四 章 ”数学 归纳 法 与 不 等 式 证 明 


【基础 知识 】 


数学 归纳 法 不 仅 可 以 证 明 等 式 ,也 可 以 用 来 证 明 不 等 式 . 与 自然 数 有 关 的 不 等 式 
的 证 明 , 尤 其 应 想到 采用 数学 归纳 法 的 可 能 . 

不 等 式 的 证 明 , 在 利用 归纳 假设 时 ,一 方面 要 注意 对 假设 式 ”= 上 时 及 n = k+1 
时 的 式 子 进行 适当 变形 , 另 一 方面 ,还 要 注意 充分 运用 证 不 等 式 的 各 种 方法 与 技巧 , 比 
如 ,运用 比较 法 ,分析 法 基本 不 等 式 法 , 放 缩 法 ,型 项 法 , 换 元 法 , 反 证 法 等 等 . 

还 值得 指出 的 是 ,有 时 第 一 步 的 验证 也 不 是 轻而易举 的 ,要 根据 题 设 条 件 ,仔细 推 
证 . 
【典型 例题 与 基本 方法 】 

1. 注意 对 n = k + 1 时 形式 的 处 理 

例 1 已 知 a,b ЕЗЙ, НІ + L = 1. 求 证 ;对 每 一 mnE N,(a + b) — a" — 


Б > 2" – 2", (1988 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
ШЕН {л = 1 时 ,显然 等 式 成 立 . 
设 n = 时 ,不 等 式 成 立 , 即 (a + Б) ьа + 60 + 20 — 201, 
(а + 5)“ = (a + Б) (а +b) 
> (а + Б) (а + Б) + (Q _ 21") (а + b) 
= а! + Б + bat + abt + (22 – 2591) (а + b). 


由 二 + 二 = lf ab = a+ b > 4. 于 是 


(а + b) жа" 
2 


+ Б + аа! + Б + 25 _ 201) 


а 
а“! + Ы) + 220090 _ дю. 

即 当 =” = k + 工时 ,不 等 式 也 成 立 ， 

综 上 ,由 归纳 法 原理 ,对 任意 п € N 不 等 式 成 立 . 

例 2 PPO <: < l,l> x > x; >" > z, > 0, 求 证 ; 


a,)(a, - а;)(а + а + as) < 0. 


(Іжа +a + +n) <l1+ m +2 + 5 + ж nlai. 


(1988 年 加 拿 大 国家 队 集 训 题 ) 


证 明 n = 1BF,H 0 < t < 1,0< x, < 1,W 
(+m) <1l+x <l+ x. 
设 要 证 之 不 等 式 对 于 n = 大 成 立 , 则 

(Твар + "° + X + zea) 


Ж 


= (1+ a= —— 
( $ l+ x+ + x, 


)' ° (1 + x + `° + z. )' 


Хз 
l+ x, +" + X 


лета Эгуно. 


є (1+ ): (1 + m ++ а)" 


= (1+ m +" д) + za (1 + m + "° а) 
=1+а]+2”'+-4% + +U. k + 
=1+ +2. + +k. k + (k+1)U! + хы 

于 是 要 证 之 不 等 式 对 n = k+ 1 也 成 立 . 

综 上 ,由 归纳 法 原理 知 原 不 等 式 成 立 . 

2. 注意 验证 步骤 的 仔细 推 证 


йз аа, "а, 是 非 负 实 数 , 且 满足 Yla, = 4(n > 3). 试 证 ， 
і=1 
ala, + ада + ` + ала, + аа < 27. (ж) 
(《 中 等 数学 》1999 年 6 期 奥林匹克 问题 ) 
证 明 ”由 题 设 条 件 ， 
п = 3 时 ,由 于 不 等 式 ( < ) 关于 а,,а,,а, 轮换 对 称 ,不 妨 设 a, 为 最 大 者 ， 


当 o < аз ,Ж аа, + ааз + аа – (аа + аа} + аза?) = (а -oa)(oa - 


Ж, ЯЖ a, > аз 的 情况 进行 证 明 . 
下 面 设 G > a, > G; ‚Иж 


з з з з 2 
ala, + aas + аза, < ala, + 2а1азаз < ala; + Заїазаз = а?а, (а + Заз) 


= Та ` a) ° Заз * (а + Заз) 


1га + а, + Заз + (a, + 343) у 
4 4 


Е (2а + a; 十 op)] - 2, 


4 
К 2 161 Р 


其 中 等 号 当 a, = 3,a = 1,a = 0 时 成 立 . 
所 以 , 当 m = 3 时 ,(* ) 式 成 立 . 
设 当 n = k(k > 3) 时 ,不 等 式 (* ) 成 立 . 
当 n = 大 +1 时 , 仍 设 a, 为 最 大 者 , 则 


3 3 3 3 3 
аа, + азаз + аза, + ` + аа, + йыла, 


= alax + ааз + (а, + as) a, + + ала, 

= ai(o + ау) + (a, + а,)%а + + ай, а Т, 

大 个 变量 mi, az + азата ЖА а, + (а, + as) + а,+ + ац = 4. 
由 归纳 假设 ,可 得 oi(o + аз) + (а, + а,)#а, + … + аўы * a, < 27. 
所 以 , 当 n = 大 + 工时, 不等式 (* ) 也 成 立 . 

综 上 ,由 归纳 法 原理 , 知 不 等 式 ( x ) 成 立 . 

Ж ”容易 验证 , 当 n = 2 时 , 取 a, = 3,a， = 1, 不 等 式 不 成 立 . 

例 4 МЕЖЕ а, Б.Е = 1,2,…,n, 求 证 : 


Nab АВ_ М 
Sa +h А+ B' 44- 1 


ВЕЉАЧА IR Эно 


其 中 4 = Ууа.в = Ў.а 1 或 na > „у 是 常数 时 ,等 号 成 立 - 
з &=1 


(1993 年 圣彼得堡 市 选拔 题 ) 

证 明 ”首先 证 明 : 对 任意 正 数 x ,y ,xz,y ,有 

хуу ху: (z, + х) (у + уз) (к) 
At m +, ` m + xa + yi + X: ` 
жр - Ai,  _%®уз у + уз + Азур + хуз 
ЖЕЕ Сор д ж + + Yi + уз 

ху (хо + y2) жу (а + у) 
m+) авур < mua + 0 


(2 +), + (= +22), < xi: + x, 
lu +> x; + X: 172 X(+ * Xx, + у 2У < xi: 2: 


жхуузбх\уз — Kay1) _ азу (жуз ~ ху) 
€? (ж, +у,)(ж; + ya) * Ою + yi) (ma + yz) 
= - (xi ya - ау) < 0. 
因此 ,(* ) 式 成 立 . 
其 次 ,用 数学 归纳 法 证 明 原 不 等 式 . 
1 时 , 原 不 等 式 成 立 . 


=0 


в' = У Вх) 式 , 则 有 
k=1 


sí 
уз ъй ҳл а самы А-В ала 
ба + b, б Уа +, аш +, SAT В + а + bn 
(А' +а,1)(В' +) А.В 
S f kan +В rb АТВ 


ЖНА = A +а = 3lasB = B + = YY. 
这 说 明 п = m + 1 时 , 原 不 等 式 也 成 立 。 
由 归纳 法 原理 , 原 不 等 式 成 立 . 


ж яш: ар (Da)(2a)- [Ea + мо] [3 98) 
тые а (ав) 


аф, (а + b,) 
n š 


- УУ +) - 


将 指标 k,j 对 换 ,D 的 值 不 变 :D = У) у) Са + 人 = аба + М) 


ia jl b, 


上 述 两 式 相 加 ,得 2D = Уу У) Ca eb) оро, 


а (a, + bi) (a +) 


其 中 D = 0 当 目 仅 当 а, = ab,(k,j = 1,2,-,п). 
另 证 2 由 柯 西 不 等 式 ,得 [ (a - А)" < Уа +). [> (а b), 


G, + b, 
故 家 加 (BS, Дә - (а - 278] 
= 10 +) - (Da - һ,›)°] 
(Be Sa sao (5 аЛ 
1 
4 


аж) [Уа +в) 5) (a b) а һу) 
2 


Ga +b 


у 


k= 


р> (а, + 6.) – (a, - b,)2 


(+). 4(ar + b.) 


k= 


假设 n = m 时 , 原 不 等 式 成 立 . 当 n = m + 1 时 ,由 归纳 假设 ,可 令 4” — Ba, 


ЗАА 3-Sao 


(a= hy). 


Б ЇЙЕДӘЗЕ-+ЕЧЕБЕГЕ ТА ЭсунО 


si аф, 
š а, + 0. ар. 
з. 注意 归纳 假设 的 灵活 运用 


例 5 设 a,a,,…,a, 是 n 个 实数 , 记 b, = Таа + `+a),k = 1,279, 


n,C = ab + (а – bx) +" + (a, — Ь„)%,Р = (a, — b, + (а – b,)° + 
(а, - 加 .求证 :C < D < 2С. (第 12 届 全 苏 奥林匹克 题 ) 


ЖЯ n = 1 时 ,命题 显然 成 立 . 
设 n = 上 时 ,命题 成 立 . 
任 取 丰 + 1 个 实数 ol ,aa ,at іа 


k k+1 
С, = 27 (a, - 6), С, = Da, ~ 6), 
Р | 
D, = У (а bi) Бы = Уа - b.a)2, M| 


Г 
D, = У) (а ber + brn = bs) 
各 


k k 
569 - baa) +206 — за = b.) + СЬ — Б) 


= D. — (aaa = bay - К Т». (*) 
由 归纳 假设 ,可 知 С, = C, - (ал - А.) < D, + (аа ba), 
再 由 (* ) 得 Cu < D... 
另 一 方面 ,由 ( * ) 和 归纳 假设 ,可 得 
Di = р, + (ant Ба) + КЫ Б) < 2С, + (а ~ 6,1) + Кыа ~ Б). 


2 
Е а. а + G, +? + ал ажа + tj 
X k(b.a = b): = a = £ 


тот + Оа – (а + a ++ aka )Ë 


= EC Ва? < (aa - ҺЫ), 
所 以 D... < 2С, + 20а, - bin) = 2С. 


即 命题 对 n = k + 1 时 成 立 . 
由 归纳 法 原理 , 原 不 等 式 获 证 . 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 注意 分 情况 应 用 归纳 假设 


5025) = 31° + у) От) „15()+х. 


令 F(x) = S(x) - 于 =, 用 数学 归纳 法 可 证 得 
0 < F(x) < 2,9 ЄМ. 


事实 上 , 当 x = таф, ЕО) = 50) - 2 = 十, 显然 (*) 式 成 立 . 


设 1<x < 上 时 ,(* ) 式 成 立 .分 两 种 情况 讨论 : 
G)k 为 偶数 时 , 则 上 > 2, 由 于 


Е(к +1) = SCk+1) 206410) = РОЮ) +з, 


506) + 26-22 Ік(%), 


又 FG) = 500) - 2k = 15 


1 
2 

` 1 k 1 
БШ Р(Е +1) = 2 F[3)+ 2. 
由 归纳 假设 可 知 ,0 < F[2) < 2, Ато < FGk +) < 2 
Сарв дании А ЕС +) = + (#1), 


综合 (i)(ii) 两 种 情况 可 知 , 当 m = 上 + 1 时 ,(* ) 式 也 成 立 . 
由 归纳 法 原理 ,( < ) 式 获 证 ,从 而 原 不 等 式 也 获 证 . 


7 ”在 一 圆周 上 写 上 N 个 自然 数 (n > 3) ,使 得 与 其 中 每 一 个 数 相 邻 的 两 数 之 和 企 


— 


#J6 (<) 是 正 整数 z 的 最 大 奇 因子 ,对 于 任意 正 整数 ,求证 : 


由 归纳 假设 有 о < (上 二) < 子 ,所 以 0 < FUE+D < $ <3. 


|52002. < (第 32 届 普 特 南 竞赛 厦 ) 
证 明 记 S(x) = ° ё) g 显然 S(1) = 1. 

由 于 8(2m +1) = 2m + 1,8(2m) = 8(m)， 

所 以 S(2x + 1) = ўи а) ,SQ +D) ~ 50а) +1, 


лозе ро 


与 该 数 的 比 都 是 自然 数 , 记 所 有 这 些 比值 之 和 为 5, .求证 :2n < S, < Зп. 


8 (第 18 届 全 苏 奥林匹克 题 ) 
т 证 明 ”将 个 数 依次 标号 为 x) ,x,,…,zx,, 则 

£ S, > NX] 8 ЕЕ L х, £ == х1 + s sg. 

1] таа (ав) (ав), (ав) 

Ё 以 下 用 数学 归纳 法 证 明 5, < За. 

是 | incana = t 5, ntn, nt Ku р р 


®з 


xi + X; 


< БЕ жены 是 自然 数 ,所 以 只 有 两 种 情况 
G) 8 = 2, 再 由 加 = пакіда}, a, = зз = 加, 所 以 
S, =6 < 9. 


OE = 1, 记 p = Pt ST, Pd 都 是 自然 数 , 且 


x 


2х = (p - 1) 1,21 = (ф-1)х,. 

再 由 x, 和 х, 为 正 数 ,所 以 p - 1 > 1,q - 1> 1, B(p - 1)(q - 1) = 4. 

若 P-1=4,9-1=1 或 者 p-1=19-1=4 则 S = 1+p+q=8<9; 
若 p-1=29-1=2, 则 S = 1+p+g=7<9. 无 论 何 种 情况 都 有 S，< 9. 

假设 当 n = КЕ, 5, < 3k. 那 么 当 n = +1 时 ,有 


+; Хь + Xk Хал + р җ+) „+4, 
St = ++ "+ + > 
х ад x ЫП x 


ЖИЙ әд, = тах{ху,ж,, ‚лу, |, 0 


mi + 25 Xia t 22 р+к mu + X 
Si = +" + + + - чы 
%2 5-1 x x x 
%&+ р t X CH +X, а + X 
„гы + + х 


x ЫЛ ©з 要 


ШЕЕ “1 是 自然 ,从 而 仅 有 两 种 情况 : 


1° жага = 2,8 х, = max| х, х," 可 得 % = а = аА 
а 


ж 也 满足 题 设 条 件 , 即 与 其 中 每 一 个 数 相 邻 的 两 数 之 和 与 该 数 之 比 都 是 


自然 数 . 由 归纳 假设 ,可 得 


у + x m + x: Хъл + Xk х + _ Яна 十 和 
1 1 _%+®% Жаз Е ге 


S, ЗЕ 一 
ы < РА ж = жыл ж 


= ЗЕ +2 < З(Е +1). 
> Жа раа = a a aa Эш И аа, Н x, 


жуу щы ЖИЕН ЗН ВО 5 也 是 自然 数 ,由 归纳 假设 ,得 
ЕЛ x 


Q йл + X1 xk + X2 Ki! + Xk+ x; + Xl йм + %2 
5.1 < 3k - 一 十 3 
x x xk Жаза x 
Xa 二 Xl Xk — x 
=3k+1+ + = 3(k+1). 
х x, 


从 而 ,不 论 何 种 情况 ,都 有 5 < 3(k +1). 

综 上 ,由 归纳 法 原理 ,对 任意 自然 数 n > 3, 都 有 5, < За. 

故 2n < 5, < Зп. 

2. 注意 数学 归纳 法 及 各 种 技巧 的 适时 运用 

例 8 已 知 数列 tr 满足 rt = 2,m = тет +1, = 2,3,7". ДЖА а, 


°з, 满足 二 + L + >e +Z < 1, 求 证 :二 + + + a < s: + Е кое г, 
(1987 年 中 国 国家 队 集 训 选拔 题 ) 
证 明 ”首先 ,用 数学 归纳 法 易 证 得 数列 {m 满足 


1 1 1 1 


+—+'+—=1- ‚в = 1,2,'° Ф 


гу г: г. LU wa s 

以 下 用 数学 归纳 法 证 明 原 不 等 式 . 

当 m = 1 时 ,显然 原 不 等 式 成 立 . 

设 原 不 等 式 对 于 п = 1,2,…, 上 都 成 立 . 

任 取 аа," аа КӘ G < az < *" eG- 


如 果 士 + L + 21 < 1, 由 归纳 假设 可 得 
а 2 аы 


шо ОТА ЭРО 


Ж чГ#ЕДУЗЕ-Е4ЕЙЕ РЕ ГЫ ЭО 


a az а, ~r rz ч т 
用 反 证 法 证 明 : 对 于 а, , a,,…, а КАКА КА, ДЈ 
TD EE та Ne ee Ф 


+ > + - 
Ф о аку n rn "ы 


将 由 归纳 假设 得 到 的 上 个 不 等 式 分 别 乘 以 (al – а), (аз – as)", (а - asn), 并 
将 @@ 式 滋 以 as, 然后 相 加 ,可 得 


(а аја ао (а) 
2402; t а) 0% = аа) +t at +h) 


k 
1 1 1 
> (н 1) ааа) + ааыа. 


а а, a, a а, аы 
经 化 简 得 到 二 + 下 + 人 + „л у-у... угы, 
1 


+ 
а ад n ra Та 


а а а 
шу... c k+1. 
T; „ ИП 


由 算术 ~ 几何 平均 值 不 等 式 ,有 全， е. н < 1， 


пы 
` 1 1 
PU а > 17 тагтаа 
4 1 1 1 1 
由 中 得 1- ааа О КАЛ УЫ 
由 于 十 + L += + l < 1, 又 ol, aa,…，atsl 都 是 正 整数 ,从 而 
1 2 а, 
1 1 1 1 
+ =1- А 
а в аы ауа; а 
1 1 1 1 1 1 
РЯ Р та гата тыл? 
此 与 @ 式 矛 盾 ! 所 以 @ 不 能 成 立 . 
因此 , 原 不 等 式 对 于 п = k + 1 也 成 立 . 
由 归纳 法 原理 ,命题 获 证 . 


例 9 已 知 5n 个 实数 r,s,,t;,u,v; 都 大 于 1(1 < i < n), 记 R= 


1 1 < 1 < 1 ү T (пайшо +1 
„уат = р = nr = + 2 Жї Т (жш +1 


1 isi пеши — 1 = 
(ЖТР) - (1994 年 中 国 国家 队 集训 选拔 是 ) 


证 明 ”首先 证 明 对 任何 x 个 大 于 1 的 实数 x ,x,,…,x,, 有 
2242 [451 ,其 中 4 = уак. Ф 


[I> 
事实 上 , 记 % = maxj xz 和 | = тіп, 则 
1<x < A< x. 
由 于 (+ 1) (а +1)(А - 1)(xa;— А) – (zí – 1)(x; – 1)(ÁA + 1)(xa; + A) 
= 2A(x, + x;)( xx; + 1) — 2(xa; + 1)(хх, + А?) 
= 2(xi% + 1)(А – х) (а — A) > 0, 


ж 
(x, + 1)(x; + 1) А+з\| +1 
又 za > x э ABID Сту ту > (42-1 = ;有 


юй | 
+1 (ne (а + 1)(x; + 1) 4+1) A + мч 
Пат = & = 1 (x, -1)(% -1) > А-1/| xx; T w - 1° 

2-1) 8) 


Зп -1 个 实数 中 :n - 24 (1 11 < 1 < n) Я 都 大 于 1 且 其 几 


何平 均值 ШЕ :至 Паз = W 4 4 нА наана 


ñ Ы > (221) (421) Beb a EOF возаи, найс a 的 几何 平均 值 


(а — в-1 
ЖА, а = 4. 易 知 л. 
ЖФ, x, = пець (1 < i < п), АЈ 


Ú һи - i > (2+ 1) ДВ = J ú гшщ. @ 


而 RST0V = СУС УУ У) Ую ўа) > 
uz s. eO. B) > 0, 


即 RISUV+1 _ B+1 
RSTUV - 1 ° B - 1° 
再 由 @ 可 知 要 证 之 不 等 式 成 立 . 


"gf 


љи МЕГА Эно 


【模拟 实战 】 


8 
林 
к 习题 A 
£ 
Ë | LOMBA 2. + m = (G t 了 证 明 ,对 于 互 不 相同 的 自然 数 a1, 04,…,a， 
£ жуа + aj) > 2( 了 a) ,并 间 等 号 能 否 成 立  ОБ450ШРОЯВЫЯУЫТУЩ) 
£: l 
R 2. 设 % ,x ，,…,% 都 是 非 负 实数 , 记 x, + xx + x3 + + x, = a. 求 证: 
mm + аяу +" аа, < Тай. (1988 年 加 拿 大 集训 题 ) 
3. 求证 :对 任意 正 数 a , a,,…, a, ,不 等 式 
1 2 1 1 
pr ет ы [z +" + 十 ) 成 立 . 
(第 20 届 全 苏 奥林匹克 题 ) 
4. а > a, >…> аһа >0.ЖИЁ: 
at - а + аз - "7 + а, 2 (a) — ax + as "+ а). 
(Ж 7 届 世 界 城市 际 邀 请 赛 题 ) 
习题 B 


1. лууль, х, 都 是 非 负 实数 ,a 是 它们 中 的 最 小 值 , 记 x,,，= x .求证 : 


1+х, 


ft 1 + x; 
JtrRS8S НИЧ а, = xx = … = x,. (СМО - 7 试题 ) 
2. rir l r, 为 大 于 1 或 等 于 1 的 实数 .证 明 ; 


1 1 1 n y 
... š мо - 
и+ї*л+ї К +7312 тт (1МО - 39 预选 题 ) 


3. 对 于 每 个 整数 > 2 和 ,5,…,% € [0,1],ЖШ: У-У] ww 1. 
К АА, 


£— 


sn+ 2305 - a), 


第 十 五 章 ”函数 性 质 与 不 等 式 证 明 


【基础 知识 】 


根据 不 等 式 的 特征 , 构 作 或 引入 某 一 函数 ,利用 函数 的 单调 性 .凹凸 性 以 及 二 次 函 
数 的 非 负 性 质 ,三 次 函数 的 因 式 分 解 性 质 来 证 明 不 等 式 , 是 证 明 不 等 式 的 一 种 重要 方 
法 .我 们 曾 在 《分 级 精 讲 与 测试 系列 丛书 》 中 以 专题 形式 分 别 作 过 一 些 介绍 ,在 这 里 ,我 
们 从 典型 例题 与 基本 方法 方面 再 作 介绍 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 
例 1 已 知 x >-1, 且 x 0,лЄМ№, пъ 2.60: (1+ х)" > 1+ пх. 


证 明 设 /(n) = үү йк» 1 且 x 关 0, 有 


1+(п+1)х_ 1+m -mw 
Жв+1)-/(в) = (1+)! C (l+)  (1+%)"" < 


从 而 , 知 f(n) 在 集 N° 上 单调 递减 ， 
又 由 f(2) < у) = 69 = руа) < 1, 即 工 +m 21, 


I+ G+ z)" 
故 (1 + х)" > 1 + na. 
例 2 设 a,b,c > 0,На+ь+с= А <1,а > 0,WJ 
Са Ср 0-с) 303-4). 
证 明 ”由 平均 值 不 等 式 有 (x + y +z) > 3(zy + ул + 2х), х,у: € R° , 
从 而 ab + be + ca > V 3(а&Ь?їс + ас +ab) = V3abc А,Й 
> GEL: 
(元 va) VF Ус) 


а-а) = У (a+ b+ e) + (ab + be + ea = abe)] 


1 1-А 
= 1-А ЗАађс - abc) =- . 
ок“ + М 34ai abc) м абс + е + V 3A 


аИта ЭрушО 


итен ЕА ўно 


因为 0 < 4 < 1/00) ЕИ 


4 ,V34 在 (0, + ®) 上 是 减 函数 ,而 


0 < /ak < | (est) “saya Vk) > fÚ (У), 
即 -Va +12458 >- -4 кын» Га: 
1 x 
ий, -/а)6 СЕ - vo > 3 -/ $>. Ф 
类 似 地 ,( 关 +V5)( 广 тл Быр кту М 
її (н) = + 1+ + V34 在 (0,VTY А] 上 是 减 函数 ,而 


о/а [6+ 63р - Jy єч <V1+4， 


В Лав) > у (ЗО, 
А 3 А 
ЕЕК И МЯ 
1 1 1 3 4 
ӘСЕ СЕ +/Ә) > > @ 


Va 
ш Ф,® Ж, С - a)(+ - (1 


Мав + 1 


所 以 ( 


-e) > 05-4). 


Ф801 - а) + (k b) + (CL - o) 
a c 


3 
>3 а ВС - ‹)° 2303-4). 


{з 设 *,y,z 均 取 正 实数 , 且 *+y+z = 1. 求 证 : 


з= Зу Зао (2003 年 湖南 省 竞赛 题 
+ x l+ y 1+z 
证 明 ”考虑 函数 = т Аа) ЭРЕНИН?! > 0 时 ,十 + 4 在 


(0,1) 内 递减 , 易 知 g(t) = 


= 在 (0,1) 内 递增 .而 对 于 4,t,€ (0,1) 且 < r, Bf, 
t+— 
t 
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有 (5 = 6) + Габа) - g(t;)] > 0, 所 以 对 任意 x € (0,1), 有 


1 x 3 Зх — х 3 
@- (тә то) > 0.8, 2 > 10635 - 0. 
13337-7. 3 _ 32 —5_ 3 w. 
B > 10(3У ра: = 10032 - 1). 


以 上 三 式 相 加 ,有 


2 2 2 
тү T кета Е 101365 +у+2) -3]= 0. 


а 设 x,y,z € К, Н ху + уг + ze = 1,ЖЇЁ:хуг(х+у+ z) < 1. 


证 明 由 1 = (xy + yz + zx)? = ау + y'22 + :°х' + 2xyz(x + у + z), 
Ж ху? + ух? + Zx? = 1 - 2ayz(x + y + z). 
考虑 函数 Fi) = (хуг + уг + г)? - 2(zy + yz + zx)t + 3 
= (ху – 1)? + (уй -1) + (zat — 1) > 0. 
而 2 + 2 + 22° > 0, 从 而 考虑 其 判断 式 ， 
ЖА = (- 2) -4:3(2y + 2 + 2?) < 0, 
BD 1 - 3[1 - 2xyz(x + y + z)] < 0, 
Жозу(х+у+г єз. 


例 5 Ёл > x > xw > xo. x; + zy + x+ > КИЕ: 


(ж + zx + ж + х,)* < 4хух;хуху. (1987 年 国家 队 队 员 集训 题 ) 


证 明 令 = ++, = x2x3x4, 则 原 不 等 式 等 价 于 
а + 206 -2c)x + < 0. 
考虑 函数 F(t) = 2 +2(b – 2с): + P, 


由 也 = l Ls <4, 知 b < 


с. 


3 
хужа Kors 235 4 
ХА = 406 -2c) – 452 = 16с – 16 > 
而 ft) = 0 的 两 根 为 

a=2c-b-2Ve -bc,B=2c-b+2Ve – bc, 


b 2 b р b 
- Р ға 2 = | ——— —— а 
ае ЫЕ: 
В > 2с - Ь > Б. 
再 注意 到 x < x; + sx кл = Б, Н 3x, > x2 ++ = b, 


16е? - 12c > 0. 


аанын ро 


有 a < 3 < x < b < 8B, 故 知 /(x,) < 0, 


о 
类 即 有 好 + 2(Ь - 2e)x + B° < 0. 亦 即 原 不 等 式 获 证 . 
Ë 
E| 2 ЖЫН Фа аваа) Wet nta Т.р 
Ж 
| Атк. 9ш = 三 和 二 二 型 = 二 ,所 以 hE [1.18 АЖЖ 
内 等 式 ,得 (1 + k)1(x, + xx + ж)? = 4kx;zsx (x; + ху + x4). 
Ë 即 ак + 33 + %4) < x2x3xa ,而 
是 
1 1 
2 2+ 工 + 上 2+3+— 
аз (n +a +a) = — (a +m + n) < 4 3.3 
= 2.38, < щщ, 


故 原 不 等 式 成 立 (其 中 上 + + 在 [于 ,1] Ей). 


例 6 设 0<x<10<y<10<z<1, 求 证 ; 
z(1-y)+y(1-z)+z(1- а) <1. (第 15 届 全 俄 奥林匹克 题 ) 

证 明 ”考虑 三 次 函数 (0) = (:- x)(t - y)(: — z). 

由 1-x>0,1-y>0,1-z>0, 有 

ДО) = (1-)(1-у)(1-:) > 0. 

Җ/а) = 1— (z + y + z) — (яу + yz + zx) — хуш, 

从 而 (x + y + z) — (zy + yz + zz) < 1 — хут < 1. 

Ék <(1- у) +y(1- z) +2(1- x) < 1. 

例 7 ХЕ ДАВС 中 ,车 a,b,c 分 别 表示 三 边 之 长 , 令 a+ b+e = s; 则 

De < 

(WF < bt het ea- ањ < Dr. 


证 朋 ЖИЕ (r) = (t: - a)(t - b)(: - c). 
注意 到 a + b + c = s, 以 及 三 角形 任 两 边 之 和 大 于 第 三 边 , 有 0 < a,b,c <-у. 


тад) (4-44 -%(4@-9 


=- +: + [Cab + bc + са) - 2956) > 0, 
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2 
从 而 ab + bc + са- Тас > бг. 


由 аав 。 = ， 两 边 平方 后 代入 上 式 ,有 o + Pa + ба < ®. 

3 

2° (a +b+ с) 1 
хн) = (6-8)(6-0) ;-°)=! 3 P = 16°. 
化 简 , 有 ab + be + oa - аве < 57. 
又 由 a + 6 + c = з 两边 平方 后 代 人 上 式 , 有 


< аъ Бс + са 2а < 727. 

Ë s = 2 时 ,由 (1) 可 得 匈牙利 竞赛 题 : 
а+Ь + с + 2ас < 2; 

Щз = 1 时 ,由 (1) 可 得 第 23 届 全 苏 竞赛 题 : 
a+ b+ + дае < 5: 

34 s = 1 时 ,由 (2) 可 得 IMO - 25 试题 的 一 种 特殊 情形 : 
O < ab + bc + ca — 2abc < Z+ 

例 8 а, 8, у 是 一 个 给 定 三 角形 的 三 个 内 角 . 求 证: 


све? z + с Ё + сво > > 12, 


并 求 等 号 成 立 的 条 件 . (1994 年 韩国 奥林匹克 题 ) 
证 明 ”由 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 , 有 


све? 5 + csc? £ + сво? > > 3(csc 2 ` сэс 


其 中 等 号 当 且 仅 当 a = В = УВУ. 
再 由 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 及 正弦 函数 的 上 凸 性 ,有 


8.7), 


2 
з 


ne ie nz “ B 7 
(л ж кышуы ЛУ ааа 2 взу ‚2*2*2 
2 5 `эш-у)% < 3 = sin 3 
_ а+В+уУ _ 1 
sin 6 =" 


еЗ АЖА Эно 


因此 ,cse? 5 + csc? š + сво? 7 > 3(эїп-2 саю 8. #2) >з.(1)° = 12, 
其 中 等 号 当 且 仅 当 а = 8 = y 时 成 立 . 
例 9 设 oa,…,am(n > 2) 都 是 正 数 ,k > 1, 求 证 : 


a, $ а, * а, А п 
(=) + 人 (二 тет) + 人 а) “(һу 
(МО - 30 预选 题 ) 
ШН Ts = at + as + + a,, 原 不 等 式 可 写 为 


(52): + (==) += + [; <J. > (а-у 


由 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 ,有 


N 1 7 1 
XT = рс -"=' 人 


下 区 = 
> ”Us "= 


БЕ Ri 88 5:13 ЖЕ М ГЫ Эно 


п 
л-1` 
HT k > 1, 所 以 函数 /x) = x' fE x > 0 的 下 凸 性 或 运用 寡 平 均 不 等 式 ,从 而 


I х; =), > (1 >s s] > (#1) 


故 原 不 等 式 获 证 . 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 构造 函数 ,运用 函数 取 最 值 的 策略 处 理 不 等 式 
例 10 设 0 < p<a,b,c,d,e < q.3RiF: 


баввзенан (ажа) «256/2 [а], 
并 且 决 定 何 时 等 号 成 立 . 《第 6 届 美 国 奥林匹克 题 ) 
证 明 ”给 定 正 数 u,v, 考 虑 函数 


Ка) = (ua+x)(o+ 二 ),0<pP<x<9: 
可 以 证 明 :对 任何 * € [р,9), 9 /(х) < max|f(p),f(q)1. (*) 
事实 上 ,不 妨 设 p < 9, 令 1 = 42, 则 0 < <1,.8 


х= Ар + (1 — ))q. 
由 于 pq < Ард + (1 - А) ра + А(1- А)(р? + 4) 


Ў = [Ар + (1 - )q] + (Ад + (1- А)р], 
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А 1-4 


‚1 1 
所 以 六 = р + (1-4) <р * 4 
由 此 可 得 f(x) = us + l+ оа 


= шо +14 0[2р + (1- 2) + TG 24 


< ш ж1 ара (1-4)41 + 48 + Ds 


= Ар) + (1 А) (4) < тах!/(р),/(д)\, 
即 ( * ) 式 成 立 . 
由 (* ) 式 可 知 , 当 a,b,c,d,e 取 端 点 值 p 3 q BF, (a + b + c + d + 


o)( 工 + + + 1 + 1 + 十 ) 可 取 其 最 大 值 . 设 a,b,c,d,e 中 有 x 个 取 p,5 – х “д, 
其 中 % 是 不 大 于 5 的 非 负 整数 ,由 于 

[+(5- 9] (E+)= Z +(S- z) + а(5- х) +2) 

* 
= 25 + х(5 – (Vz -4) 
又 x(5 -x) = – 《x 一 2)(x -3), 所 以 当 x = 2 或 者 3 时 ,[xp - (5 - x)q] - 
Са 2 

(z. 3 引 取 到 最 大 值 25 + eV 2 -,[4) ,于 是 所 证 不 等 式 成 立 ,并 且 当 wb，e， 


d,e 中 有 两 个 或 三 个 数 等 于 p ,其余 等 于 q 时 ,等 号 成 立 . 
2. 构造 函数 , 注意 结合 证 明 不 等 式 的 各 种 方法 的 综合 运用 


例 11 已 知 w = l,u, = ! 
(u, + ux +" + 
* + u, Е: 
УЗп +2 < 5, < n +2 + yan > 2. 
〈《 中 等 数学 ?2000 年 2 期 奥林匹克 问题 ) 


аак та ЭсужО 


= y (n > 2). 若 记 5, = u + u, + 
-1 


证 明 ”首先 用 数学 归纳 法 证 明 : 
S, > V3n+2(n > 2). Ф 
п = 2 时 ,直接 验证 可 知 Ф 式 成 立 . 


假设 四 式 对 n(n > 2) 成 立 ,从 S, 的 定义 易 得 5 = 5, +. @ 


考虑 函数 f(x) = x + 十 及 条 < x < 各 ,通过 计算 知 


ВЕЉА Эро 


а= ЕЯ 


а) - flx1) = 


x. – х 
= (а-а) 、0. 
9152 


- х 
(а-а-а) > 15.025 ~ -—-х;) 
xi 


可 知 Kx) 在 [92,，+ ©) 上 严格 单调 递增 . 
> vV35n+5I>2 和 四 式 ,可 得 


5л = f(S.) > /FIn Ta) = J3n +3 + >=: 
另 一 方面 ,从 恒等式 
YIn+5 一 3 


V3n+2= — 
Ын У Gn +5) + 1 Gn +5) (3а + 2) + V (3n +2' 


1 1 
буа 53 < Зп + 93992 < р. 
由 @ 式 ,立即 可 得 S... > Y3n +5 = 13а +1) +2. 
由 数学 归纳 法 原理 知 ,@ 式 成 立 . 

其 次 用 数学 归纳 法 证 明 : 


< Yn mr )x 


考虑 函数 g(x) = x + + K 1 < x, < x;, 通 过 计算 知 


可 


s(x) -ex) = (ж - а) - —-) > (mm) (1 Д) > 0, 
122 x 

可 知 g(x) 在 [1, + ®) 上 严格 单调 递增 ， 

ФТ, = z( Z3n + 2) „Ма <3 时 ， 


5, < S =225<$5+у- = лП. 


344 < n < 6BF,S, < S, = 2.7607611--- < 2.8250566 = T, < Т,. 
假设 n > 6 时 ,@ 式 成 立 .由 关于 g(x) 的 不 等 式 , 知 


a Т, > (Ў3Зп+5-/3л +2)[1--у==—=——]. 
Т. Т, > (V 3n.+ 5 n +2)[1 ДЕГ 


К; бет 3л Е: G=: >] ; 


由 /(x) 的 单调 性 ,可 得 .= (S) < (Т) = T, + J. 


由 图 式 可 得 Ti - T, > 


e 


从 回 和 轿 知 ,要 证 明 5л < 7,,1, 仅 需 证 明 
1 
. Ф 


1 КСВ 12890 
yel я] т 
而 © 式 等 价 于 
Эп + 5) -Vn+2) <-1- 


用 证 明 @ 的 方法 可 以 证 明 , 有 


у _ 2)? бп +7 . 
Уп + 5) - Ú Gn +2) < Gr + 2 


> y бп +8 1 
бл 8 ¿12 
要 证 明 不 等 式 @ , 仅 需 证 明 Gr + ЕТТ < 


即 


~ 
V Gn +2) V3n +2)* 


2 Í 4 
КЕГЕ МР ДЕГИМ ДЕГЕНИ 

上 述 不 等 式 的 左边 是 п 的 减 函 数 ,在 п > 6 时 , 它 不 大 于 
75 + > + = 0.9462078… < 1. 

所 以 Si < Ты. 

由 数学 归纳 法 原理 , 知 @ 式 成 立 . 

例 12 ”对 任何 正 整数 a , ax, as ,加 ,5 ,bs, 求 证: 

(а.6, + а,Ь; + а,б, + asb, + asb, + а;Ь,)* 


> 4(aa + азау + asa,)(bib; + b2bs + Ьу), 


并 证 明 当 且 仅 当 守 = = = 2 时 等 号 成 立 . (IMO - 28 预选 题 ) 


b b b 
证 明 500 
fx) = (bix ај) (Бх — az) + (bax — а,)(Ьух — аз) + (&ух — a3)(bix -al)， 
如 果 要 证 的 不 等 式 不 成 立 , 显 然 对 任意 实数 x 有 f(x) > 0. 
由 此 可 得 


Дв) = һһ( - 8) 2) >. 
Җ@)= һы(@-@)(@-@)> 


ax) _ а, а\а а 
Дв) - һы - 9) в в) > %， 


аон ао 


a 


ЬЕ А Эрн 


从 而 - ($ в) (г Ё в) (г = e). 2:0; 
矛盾 ! 所 以 要 证 之 不 等 式 成 立 . 


ж = 9 = 2 = А, /(х) = (ЫБ, + 6,6, + 66) (х - A). 
1 ñ 
于 是 f(x) 的 判别 式 为 0, 即 
(а 0 + абу + asb, + а,Ь; + asb, + asb;)° 
= 4(ауа› + азаз + asa,)(b, b; + ЬЬ, + ,Ь,). Ф 


反之 若 Ф 成 立 , 则 对 任何 实数 * 有 (xz) > 0. 
> 


Aa At) = олш 中 至 少 有 一 个 等 于 各 ,不 妨 设 生 =  - 4, 由 于 是 
2 : 
f(x) 的 二 重 根 ,所 以 


аф + афу + а,Ь, + а, + asb, + mb 
2(b,b, + b,b, + b;b,) 
注意 到 а, = Mb ,aa = X62, 则 4b(b + b,) = a,(b, + b,), .. 
жт = ) = T = 2. 1 
3. 构造 函数 ,对 函数 求 导 处 理 不 等 式 
113 а,Ь,с ЖЕЗ Ж, Н abc = 1. 求 证 


А = 


1 1 1 3 
a (b+ с) Б(с+а) * (атъ) > 2` (MO 36 08) 
证 法 1 利用 abc = 1, 可 把 原 不 等 式 化 为 
(ьс)? (са)? (аЬ)? 3 
ай + са * bc + ab + са + bc > 2° 
记 ab + be + са = s, 考 虑 函数 /(x) = ;二 sx’*€E (0,:), 则 /7(x) = Ç O: > 0. 


即 知 f(x) 在 (0,s) 上 为 增 函数 ,从 而 ， 对 任意 的 < Є (0,s), 恒 有 

(z- 4): Жа) - /于 )] > 0， >- 了 

由 于 a6, Бе, са € (0,s), 可 把 上 式 中 分别 换 成 ab, bce, ca, 再 将 所 得 的 3 个 不 等 式 
ттщ + аё; + 3.03, „1,1 .зулул 3. 
证 毕 . 
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证 法 2， 同 证 法 1, 原 不 等 式 变形 为 -eeJ + бш + (D „з. 


bc + ab 


£ z € (0,2), ШЛ) = 


记 ab + bc + cd = ,考虑 函数 fxz) = 
2x(s — x) + x _ 205 - s) + 2 
жө 1, х € (0,:) 时 ,f(x) > 0, B (а) = T+ 
2х(з -zx) + 2008-х). 0 


з— х) 


即 知 /(х) 在 (0,s) МОУ ТРИ, НЕКА: 
fx1) + f(x2) + f(x3) 
3 =/ 


Ж ду = бс, х, = ca,x3 = ab, 有 


ж + жу, 


(+ 
(вс)? (ea) (аһ)? 3 1 £ Q Qy Ti 3 3 
аза забав >3' к=п!» 73У о! о = 7. TER 
3 


Ж ”对 构造 的 函数 f(x), КАВ f(x) 在 给 定 区 间 上 恒 正 或 恒 负 , 就 能 判断 
f(x) Kapsas tii т: 否则 ,不 能 应 
用 . 


例 14 实数 列 [a,| 满足 :a = унаа = - ou +206 = 1,2,…, 证 明 不 等 式 


Gn ү» 1 1 
бартаа ) раги 


1). (2006 年 СМО - 21 试题 ) 
证 明 ”首先 ,用 数学 归纳 法 证 明 :0 < о, < зоп = 1,2, 
Щл = 1 时 ,命题 显然 成 立 . 
假设 命题 对 n(n > 1) 成 立 , 即 有 0 < a, < 


5-1" < ( 


m + G> + "° + 
n 


1 
2， 


ol- 


设 g(x) = -x+ 二 ,se 5 еб) Еа <0 知 g(x) 是 
减 函 数 ,于 是 ,a,, = g(a,) < g(0) =-у,а = z(a.) = уа +>, 即 命题 对 
n +1 也 成 立 . 


从 而 , 原 不 等 式 等 价 于 
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28 =Əye zo 3-2 Tq Эро 


БЕ аЙ ДУ ЭЕ-и-ЕЖЕ МЕТА Эно 


п 


"A п š 1 1 Na 
) (yl) = 6-06-10 G= 


Ç + a> +7 + a, 


1). 


Ë G) = tx -1),хЄ (0,7) (а) = =l, <0 且 /9 = = 25 
> 0, 即 知 /(x) #Е(0,-1) 内 为 下 凸 函数 ,由 识 生 不 等 式 ; 
д®+# + жж, < ft) + + °" + а.) 
Жа = a,(i = 1,2,…,n), 有 
п š 1 1 J 
(= жа + +a 一 D< G Е DG - D): С; - 1， 
另 一 方面 ,由 题 设 及 柯 西 不 等 式 ,可 得 
H АРЫ 
Уа-а) = 人 
л? п? п? 
> —— -n= -nn 
Уа + а) вы -а+2ў)а 25а 
名 £ £ 
= n. (—— - D, 
2а, 
У (1-а) і | п ) 
所 以 一 一 ле ЕЕ 
у Уа 227 
Ө Уа ~ а) 
п А . _ 8 А 
Е Ç pwu += aa анаара) - 0 <! 


(l-aj) + (1-а) + +( a), п А 
= 1 ` а + G> + + a, Tos (aaa sss az) 


1 1 1 
= (2 - Шея - О - 1) . 即 命题 获 证 . 


注 ”对 函数 /(*), 求 它 的 导数 (x) ,能 否 判定 P (z) 具有 单调 性 ,或 求 它 的 2 Br 
导数 Сас) ,在 给 定 的 区 间 上 可 根据 (x) 恒 正 或 恒 负 判定 函数 的 四 凸 性 外 ,也 可 以 由 


函数 站 凸 性 的 定义 判定 函数 的 四 凸 性 .例如 ,对 于 函数 f(x) = ез -1), 对 于 0 < з, 


М! жд) < Км) + Ка) 事实 上 па) „б +.Кы) 等 价 于 
2 < 五， 


人 < aç с 一 D (ж а) > 0, 从 而 可 判定 所 xz) = (二 -)# 
(о, ТУЗЕ. З F. ЗАЛАТАЯ, ааа € геу 528) 
жача 08) дру ао, Є тв у 
КАНОНЕ +), 
例 15 已 知 正 数 a,b,c 满足 a + b + c = 3, 求 证 : 
а? +9 2 +9 с +9 =5 
за + (b + с) tab + (c + а)?‘ 20 + (а + b): < К 
(Ж 2 届 北 方 数 学 奥林匹克 题 ) 
— 6(22 + бх -9) 


у х' +9 
证 明 设 f(x) = 3⁄2 —6x + 9 (32 — 6х +9) 一 


182. 由 于 f (x) 不 具 单调 性 ,不 能 用 四 凸 性 来 处 理 . 注意 到 导 函 数 的 几 
何 意义 

(ao) = f) n) ж к) = (zo)(x — xo) + (xo) ,可 考虑 函数 (z) 在 
x = xo 处 是 否 存在 界 函 数 ,由 于 函数 最 值 在 变 元 x 取 平均 值 时 取得 . 故 可 考虑 当 x = 
1 处 /(x) 的 切线 函数 y= (D(x - 1) + O) = ^4. 


因为 好 +9 «+4 _ (2 +9) – (а + 4)(97 2z +3) 


‚х € (0,3), MJ f (z) = 


3x -6x+9 3 — За? – бх +9 
= = (z +3)(z - 1° 
За? —6xz=+9 ” 
+9 x+4 
所 以 ， 当 0 < я < 3 时 ,ja 二 2 3 
а +9 2 +9 с +9 
于 是 20 + (b + с) * 20 + (c + аў t 20 + (a +) 
а +9 2+9 2+9 


= за? ба + 9 32 - 6b + 9 $ 30 — 6c + 9 


a+4 b+4 c+4 
i 


= 5. 


онаа Эно 


#8 ЇЙЕДУЗЕ-+ЗЕКЕ ЗЕ [q ЭрунО 


1 
52 —4с+1*® 4 


在 x = 1 处 的 切线 函数 y = 


ж. 


#16 # а, 6, WE a+ b +c = з. 求证 7 一 和 二 + 2241 


5° 4+1 * 
Е (2007 年 中 国 西部 奥林匹克 题 ) 


5а? – 4а +1 


> — 10x + 
证 明 设 f(x) = ,x*€ER, 则 f(x) = кош ,考虑 函数 


1 
5а? -4х +11 


因为 1 3- x _ 24- (3 - х)(5х'-4х + 11) 
522 -4x+11 2 ~ 24(5х* - 4x + П) 
_ (Sx - 9)(z - 1)? 


”24(5 – 4х + 11) ` 


(DD # а,Ь,с 都 小 于 2 Ja a <35%%=5. 


1 
BE 4a rii + ТТ СЕРП 


3-a .3-6 3-c . 1 
<> > + 4 “4: 


(П) а, сИ Ж а > 号 , 则 


5а? -4а +11025: (904-9. = 20. 
2 2 42 4 _ 51 › 
X 5b -4b +11 = 506-5) +11- > % > 10, 同 理 5c -4c +11 > 10. 


因此 1 1 1 мыл. у. уз 
Sa -4а +117 502 - 4b + 11 * 50 - 4с +11 < 20 +10+10 = 4° 


综 上 , 原 不 等 式 获 证 . 


例 17 对 所 有 的 正 实数 a, 6, 求证: RN = si 
Tr Bb У + Sea Мс? +8ab 


= 42 试题 ,可 参见 第 十 三 章 中 的 例 10) 
证 明 ЖИЙ с > 二 其 中 心心 ‚с 为 任意 正 实数 ,* 为 待定 指 


特别 地 , 当 b = c = 1, 而 а 为 任意 的 正 实数 时 ,上 式 变 为 


2 = ya € (0, + =). 


Ува +2 
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Ф/(х) = == -z2 Win (z) 00, + %@) 内 连续 且 可 导 Е f(x) > 0. 


因 当 х = 1 时 ,函数 f(x) 取得 最 小 值 0, 所 以 x = 1 是 函数 f(x) 的 极 值 点 , 即 户 (1) = 
0. 


I 


由 于 (21. "(л 70777 


С)". = баі. 


所 以 fO) = р - 21-0. : = 4. 


8 
257 


2 
=! 


> 91 等 三 式 .由 此 三 式 相 加 即 证 得 原 不 等 式 
к Ро 可 等 三 式 .由 此 三 式 * 


注 ”对 于 如 上 引入 待定 指数 ,运用 平均 值 不 等 式 而 确定 这 个 待定 指数 的 问题 均 可 
以 用 上 述 办 法 来 处 理 . 


0] 18 ” 设 正 实数 x， + r + т=з 的 最 小 
m. 

解 设 /(x) = az € (0, 1), 则 (xz) = aa (a) = пут 
4х(1 ++?) 
(1-17 

Щй (x) > 0,50 f(x) 在 (0,1) 内 为 下 是 函数 ,但 应 налада, тн 
+ у} + 2 СРЖ. АЯК АИ 5(z) = 1.05 € (ол), 

&'(®) = =: р, ту: 

пенай g(x) 在 = Чу наан у = еЗ) - Зу + „(Оу 
3⁄3 
72 & 

Rs) оза), B 


当 0 < «Зи, (а) 0,403 с <1 时 ,和 (x) < 0,38 x =н) 


185 


Заоа еН Эв 


тизма Эро 


最 大 值 2, 即 2 - 3V3x(1 0) > 0, 故 -J => 3⁄3, 亦 即 


TEJ + I 7F+1 > a 


> 335: 
2- $ > 


Уз у 
故 当 x = y = z= 时 ,T+ 1-7 
#19 а,Ь, e> 0, R'she э1 Ж. 
В к экы 
ёё. Ув. 21е > (+1? а. et. 
k=0 k=0 k=0 k=0 


ks0 


+— 取 最 小 值 3y3 
1- Z 2 


Бу 


证 明 设 /(x) = PL Еа), єлє. 


k=0 
当 x = 1 时 ,有 f(1) = 0. 


当 x #1 时 ,f(x) = = =} - э, +1). 


Ф а(х) = а -1 ар): (x – 1) 


= (п – 1)" – (I+ п)" + (I+ п) - (n - D), 
И д (х) = (n – 1)" – (п + п) + 1 + п, B3 x > 1, 
в (х) = (т - п) (а - x) > 0, 
Мт р(х) > а'(1) = 0, 于 是 g(x) > g(1) = 0, 此 时 ,/(x) > 0. 
车 0 < x <1,g(x) = (п-п) (а - 22) < 0, 从 而 有 
в (х) < g'(1) = 0, 于 是 g(x) < g(1) = 0, 此 时 , 亦 有 f(x) > 0. 
故 当 a = b = c = 1 时 , 原 不 等 式 显然 成 立 . 


` 


>a 31 

当 a,5,c 有 一 个 不 是 1 时 ,有 加 一 > ла +1),2@— „1 nG + D, 
Уа уь 
r=: € 

е 1 

4 > — “(c +1) 

Te 2п 

上 述 三 式 相 乘 得 


a УЬ 

号 -过 二- (пуа + DG + (e + 
at > et 

k=0 k=0 k=0 


> (1+"э.1.2/а.2/$-2/с »(1+®у, 


nl 


йу. и-н» ЭбХ ўи. с. 


£ 
注 0) amsami дево (n — а. Ња +1 > а! +a, 
а +1 а +a, a +1 а + а п -1 个 不 等 式 相 加 得 


(п – ee +1) > 2(a"' +a ?+ + a) 

алуа > (п + 1)(а" +1 +2) а). 

Вр 25) = (0а), 同 理 有 其 他 两 式 . 由 这 样 的 三 式 相 乘 再 整 
理 即 证 结论 . 

(2) 此 例 可 推广 为 : 设 a > 001 = 1,2,--,һ),т,пЄМ',Н п ж2,]] a =1,Ш 


JI >. i 


【模拟 实战 】 
习题 A 
运用 函数 性 质证 明 下 列 问题 : 
1. а,Ь,с 为 正 实数 , 且 满 足 abc = 1. 求 证 : 
1 1 1 3 
ав) + Pera) #0000) 2 2° (MD; ыш) 
2. а,Ь,с,а 是 满足 ab + bc + cd + da = 1 的 非 负 实数 . 试 证 : 
3 b: 3 d: 1 ы 
ЖЕЧИ КОЗЫ ЛЕ ТҮШСҮН ТЕ (мо - 31 预选 题 ) 
3. 求证 : 对 于 任何 实数 aa,…aw 和 任何 正 数 b,6,,…, bw 都 有 
(a tat + аз) аї a ae 


ра ЖЫКЫ Кр. (第 30 届 莫斯科 奥林匹克 是 ) 
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шонет Эгушо 


4. 设 长 方 体 的 楼 长 分 别 是 x,y 和 z, 且 x < y < 2,0 р = 4(z + y + г), з = 2(ау + 
уг +2х),0 = Ма? + ° + .ЖЙЕ: 


„исе 
(第 14 届 全 苏 奥林匹克 题 ) 
5. 设 0 < x < a. 求 证 : 


(а = х) -3a(a - х) + Заа - а) — Таа = х) < 0. 


(第 4 届 普 特 南 竞赛 题 ) 


аљам таЭНо 


习题 B 


1. 设 > 2, 实 数 上 > la > 0,i = 1,2,…,n, У\а = n. 证 明 : 
各 


> Ca + 1 (ш, а,) ,并 确定 等 号 成 立 的 条 件 ， 


1 (am + D° 
《《 中 等 数学 》2002 年 5 期 奥林匹克 问题 ) 
2. 设 *,y,z 是 正 实数 ， ну = 1. 证 明 : 


+ £ +s) *(ї+ zn +) ++ йз +y) > а (мо - 39 预选 题 ) 


3. 给 定 a > 2,1a.| 归纳 定义 如 下 :mn = la = аза = [2 —2] a 证 明 ;对 任何 


кєм 1... < 10а - VT. (IMO - 37 预选 题 ) 
° G, Я 


4а > О = 1,2,5), 5], = Е: Пр ta Прп, 
о ал % ka “一 的 


(2006 年 国家 集训 队 测试 题 ) 
5. 设 oaa ЄВ ,В а +a + +a = з,&ЕЄ Н Е > 1, 求 证 ， 


上 人 k - 
а а a, зыш 


зс азса ts a,” (а 1) п 
5 5 
6. 设 非 负 实数 a ,ma ,ms ЙЕ >) т = 1. 求 证: X) Жз 
(2003 年 中 国 西 部 奥林匹克 题 ) 


3 


< 1. 


(2а 


+b + с) (20+a+c (ct+a+b Cg 


7. 设 a,b,c € R° .求证 


2а* 


+ (b + с) 20 + (ç + а)? 2c + (а + b)° 
(2003 年 美国 奥林匹克 题 ) 


Ь+с-а)? (c+a-b) (a+b-e) 3 


8. а,Ь,с 是 正 实数 ,求证 人 


Dr М (ета t с'+(а+Ь) * 5 


(1997 年 日 本 奥林匹克 题 ) 


о-н ЖО 


第 十 六 章 МИЕ ЖОР) 与 不 等 式 证 明 


【基础 知识 】 


长 方形 数 表 ( 和 矩阵 ) 是 常见 的 数学 现象 . 它 是 处 理 大 量 数学 问题 ,乃至 日 常生 活 中 
很 多 实际 问题 的 极为 重要 的 工具 . 构 作 长 方形 数 表 ( 和 矩阵 ) 是 证 明 、 推 广 乃至 得 出 新 不 
等 式 的 一 种 重要 途径 . 

长 方形 非 负 实数 表 ( 非 负 实数 和 矩阵) 中 的 各 元 素 ( 数 ) 之 间 的 相互 关系 (这 里 主要 指 
列 的 和 积 关系 、 列 的 积 和 关系 与 列 和 之 几何 均值 关系 ) ,构成 了 几 个 优美 的 不 等 式 。 

为 了 讨论 问题 的 方便 ,我 们 先 介绍 数 表 中 每 列 和 的 几何 均值 关系 与 每 行 的 几何 均 
值 之 和 的 关系 . 

在 nx m 的 方 格 表 中 ,每 一 格 中 填 人 一 个 非 负 实 数 a,(i = 1,2,+е,п,] = 1,2,+®, 


т) ,将 每 一 列 的 和 记 为 4 = ai ,每 一 行 的 积 记 为 C = T| av W 


Пах = GF. (16-1) 

ГЕТЕ 

结论 1 _m 列 数 每 列 之 和 的 几何 平均 值 不 小 于 行 每 行 数 的 几何 平均 值 之 和 ,其 
中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 至 少 有 一 列 填写 的 完全 是 零 或 在 所 有 的 行 中 的 数 成 比例 . 

证 明 ЯРА, = 0, 则 由 非 负数 性 质 有 a = az = … = а„ = 0, 此 时 G(4，，4 
А) = 0 = б, = G, = … = 6,(16-1) 式 显然 成 立 . 


ЖА, > 0, 对 于 数 御 , 优 ,…, д” 应 用 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 , 即 有 


1 


лоза во 


а 


С, 
а а Kasa У 
д t £ + тка 2 т [š] (i = 1,2,--,n), 


{#1 


将 如 上 л 个 不 等 式 两 边 相 加 , 即 有 


и: 


кезей ЛЕКАР К з. ЖЛЕ Ж fa аш 


至 =… = ДЕ , 即 得 方 格 表 中 所 有 的 行 中 的 数 成 比例 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 
НИЕТИНЕН ЕТИ: 


例 1 ХЕ ААВС 中 ,外 接 圆 半 径 R = Т, ЯҢ 52 = 才 , 求 证 : 


+ 
VE+V5+VE< 二 + 二 + 二 (1986 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
证 明 {ЕЗ x 2 方 格 表 中 填 数 如 下 : 


1 |61 [е1 


Е 


a |= |е i= | ol- 


注意 到 abe = 48 · SA = 1, 则 


[I + 1) P 2; 2: 2 = /с+/а+у/&. 


ЧН а = b= с = 1 时 上 式 取 等 号 ,而 这 时 S。 „2 > 十 . 故 
Уа +/Ё +/е < ++ 1, 


b + 
#2 设 x > 0,1 = 1,2,…,n. 求 证 : 
акра вац. (1984 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


_ 191 


Emys pata ЖТА Эро 


次 互 涤 念 否 廿 性 汉江 同和 并 着 O 


x 
Sr РА 
x 
22 
з 23 
Яз 


则 
2 2 РАЫ 
1 
也 + 一 十 2) (жов а, ава, 
х7 а = 
Жї 202 = 
É — + +. + >n +a + +. 
2 3 x 


Жїз х, ya > 0, 且 4+y+z = 13RT +4 +2 的 最 小 值 ， 


(1990 年 日 本 IMO 代表 队 第 一 轮 选拔 题 ) 
解 ” 在 3 x2 方 格 表 中 填 数 如 下 : 


1 
1. 4 9\2 
(т+у+17) *(z+y+2)2 1+4 69, 


ш1,.4,9. 36, 
ко уз & 


1 2 3 1 1 1 
当 且 仅 当 二 Шх = у = 3,z = > 时 取得 最 小 值 . 
例 4 若 ec,b,e 是 三 角形 边 长 ,上 且 25 = a + b+ cn EN, 求 证 ; 
а^ [я зра ( 2) 2з. (IMO - 28 预选 题 ) 


+ z 
b+c c+a 


3 


则 


证 明 ”在 3 x n 方 格 表 中 填 数 如 下 : 


z а} 
“ b+c 1 + 1 
b +c L 
Б с+а 1 1 
с+а 
с" ыр 1 
[її =+ a+b 1 
m-2 列 
П 
асо уа a 
(;®&+г;^+;©ъ) (2а +2b + 2с) = ља+ь+с, 


并 注意 到 25 = а + b + c. 


а та э 
реет а) sa. 
Ж Н n = 1, 则 为 1963 年 莫斯科 奥林匹克 九 年 级 题 ; 若 a = 2, 则 为 第 二 


届 “ 友 谊 杯 ” 国际 邀请 赛 十 年 级 题 . 


例 5 Wk z (i = 0,1,…,n) ЖЕ ‚п > 2,n € N, 则 

(#) + (1) +" + (=). + (2)' > 2 .2 же отш 
(1990 年 江苏 省 夏令 营 选 拔 赛 题 ) 

证 明 在 (n +2) x (n + 1) 方 格 表 中 填 数 如 下 : 


ВЕЕ ЗЕ-+-ЕШЕ М ГА Эно 


ml” x)" x.) ° x x. x 
故 (а) + (=) + +  [2) >= I L... +. 
2 0 


x, хо Ж x, 
Н 例 6 求证 :对 所 有 满足 条 件 > 0, у, > 0, ау; — 2 > 0(i = 1,2) 03 Аук, 
к.» 有 不 等 式 
数 8 1 1 
Т (x+ 和) 人 + у) (ажа) у ty Ф 
ч 成 立 ,并 指出 不 等 式 中 等 号 成 立 的 条 件 . (IMO - 8 试题) 
« 证 明 402 = җу-4(ї#=1,2),Ш 1 + Z = ху, 
问 
Ж 


(01 + 1) + д) + D+) 2 (ра д) 
1 2 


= ху + азу + жу, + xi y> = (ар + ®,)(у + у»). 


在 5 x 2 方 格 表 中 填 数 如 下 ; 
D +23+D + DU + z + D: + Z 
22р mp: 
Xl а 
x. x, 
а" = 
L 
mp 22р 
x; х1 
十 
т гу 
А 1 
则 
(D, + D,) + (z + z22)° < (ж, + а) (у + уз), 
1 1 
以 
(з + а) Оу + у») — (а + 2) Š (D, + р.) © 


又 在 2 x 3 方 格 表 中 填 数 如 下 : 
| 


Я =Й ШШ? 


гд | @ 
Di t p > (D, + Da) 


由 四 、@@ 式 即 知 Q) 式 成 立 . 
由 四,@ 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 冠 D? = рН = За D. : D = ГЕ x 


x, 


XI 2 1 

台式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 Di = D,,x, = xx, m = zz BFB] z, = х,у = урд = 
由 上 面 的 例子 ,对 于 某 些 不 等 式 运用 图 表 证 法 由 此 略 见 一 斑 , 并 且 由 此 可 推广 这 

些 不 等 式 , 读 者 不 妨 试 一 试 .对 于 构造 方 格 表 及 方 格 表 中 填 数 的 技巧 ,读者 可 从 上 述 诸 

例 的 解法 中 去 体会 . 


【 解 题 思 维 策略 分 析 】 


为 了 进一步 运用 数 表 法 证 明 不 等 式 ,我 们 称 (16 - 1) 式 为 卡尔 松 不 等 式 .我 们 约 
定 , 构 作 数 表 改 为 构 作 和 矩阵 ,以 免得 画 表 , 并 且 还 介绍 微微 对 偶 不 等 式 ,这 样 , 便 可 根据 
题 设 结构 特点 ,可 构造 各 种 不 同 的 矩阵 来 证 明 不 等 式 . 

考虑 两 个 n x m 非 负 实数 矩阵 : 


Gn ар “ а 
а 02 аз 
А= Е 
ал Ga аы 
其 中 a < aa < б = аы, = 1.2, n. 
, , , 
ац ав сс a, 
Й и 
A ад Q2 азм 
q'a q'a кен а’ 


其 中 4' 的 第 1,2,…,n 行 的 数 分 别 还 是 4 的 第 1,2,…,n 行 的 数 ,只 是 改变 了 排列 的 次 
序 ( 即 打 乱 了 大 小 顺序 ). 

并 称 A 是 同 序 矩阵 ,4’ 是 4 的 乱 序 矩阵 .如 果 通 过 列 的 交换 可 变 为 同 序 和 矩阵 , 则 称 
此 和 矩阵 为 可 同 序 和 矩阵. 

此 时 ,我 们 有 

结论 2 ” 非 负 实数 可 同 序 和 矩阵 元 素 的 列 积 之 和 不 小 于 其 乱 序 矩阵 元 素 的 列 积 之 


和 


结论 3 ” 非 负 实 数 可 同 序 矩阵 元 素 的 列 和 之 积 不 大 于 其 乱 序 矩阵 元 素 的 列 和 之 


нахн Эро 


донні Ia Эро 


ЕРТИС 
ЭП ~ > е, (16 - 2) 


5+ Д + (16 - 3) 


这 两 个 不 等 式 的 证 明 可 参见 书籍 (证 咯 ) 它们 的 简单 情形 即 为 我 们 常见 的 两 个 不 


等 式 : 


Ф 4-[ ae = [共和 orse Rr, 风 


а? + 2 > 2ab,4ab < (a + Ь)?. 


@7 若 a,b,c € R°, B. а? + + = 14. 求 证 :ao + TP + Z > 14. 
证 明 ” 构 作 了 3 x 5 非 负 实数 矩阵 

а а 111 

з” +U 444 

me ш° 9 9 中 
由 (16 - 1) 式 (或 卡尔 松 不 等 式 ) 有 
[а +46 + Доу. ававо ] = ц, 
故 а + + + >° > M. 

š Ds 


例 8 设 x ЄКШ',1<їй<п,п 2, уух, = 1, Е. У) 


1-x 1 * 1 
1 les 
1 — ж: 1- 1 x; 1 
М1 а и he Se a se | 
1 1-2, 11, x 15. 


Итек ы 

由 (16 - 1) 式 (或 卡尔 松 不 等 式 ), 有 

= п л 1 л 

т): (ўм) | во а 
(2) = ] тм1- x, DG 
9-ю "> > Т x BD (a= Da > У) 1-=; 


іші 
ГЭЭ заб) Fi ШЕ 
和 Vi- 1 名 T. 
322 
жау ЛЛ Утуш” аси 
例 9 车 * > уулу 205. “(第 9 届 全 苏 奥林匹克 题 ) 


ши 。 原 不 等 式 可 变形 为 (三 二 郑 ) „з. 
— х-у 2 
,4 = т, 
FE 
4 
А 24 


ИГИ ? +2 ези г). 


ваи ал. 


构 作 和 矩阵 4 = 


э +2], 


аљзо ТЕ ГЫ Эно 


at + b* + c“ 
Ж а+Ь+с= 5+6. 


азр НЕ ГЫ 3:3so 


а pe 
证 法 2 ВИЕ М = | t в с а 
Rd 


n 
с с а Б, 


由 (16 ~ 1) 式 , 有 [(at + bt + с*)°1% > а?ьс + ас + аһ. 


ж St 4 
故 ак е о ава ++ с), la b < +h +e. 


【模拟 实战 】 


习题 A 


Т. 用 微微 对 侦 不 等 式 证 明 本 章 例 1 
2. 证 明 :数列 1(1 + ч 是 单调 递增 的 
3. а, В 均 为 锐角 ,求证 :sina + сов 8 + sin'a + simB + соза 213. 


4. а,Ь Є R' ,求证 -2 + 5 > (аз 4 5). 
Sin x Cos x 


5. 求证 :nl1 < (ч). 


习题 B 


1. 若 x,yzER', 上 且 z+y+z=1, 求 证 : 


例 10 Ë a,b,c > 0 求证 :a + b+o< ЖУ +. (波兰 竞赛 题 ) 


证 法 1 构 作 矩阵 
гё к е 2 и о? 

А = |. b -| ‚ А = | b с | 
а b vhs с а b-s 


则 4 为 可 同 序 矩 阵 , 由 (16 – 2) 式 ,有 


at + bt + ct > ас + ас + аі = ас(а + b + c). 


x. y 
у-у) 401-0) (1-а) 8 
. 设 а,Ь,с 为 正 实数 , 且 满 足 abc = 1. 试 证 : 
1 3 (IMO - 36 试题) 


1 1 
a (h + c) * (c +a) * (a + b) > 2." 
. 设 a,b,c,d 满足 ab + bc + cd + da = 1 的 非 负 实数 . 试 证 : 

а? b. г? ке @. 1 y 
b+re+dticrdrata+rb+dtayrb+e2>3: ОМО - 31 预选 题 ) 


‚Ж n € N, 求 证 :Vn + а +n — Ta < 278. 
„Жа > 0(i = 1,2,5.) Н Уу = р.Х а.г 为 大 于 零 的 常数 ,mn Є N° ,求证 ; 


Вх > O(i = 1,2,--,n),m € R*,a >0,У) xi = s < п, 


Ӯ (а? + š +a)> гс)" + (2) +а]". 


асна S-Sao 


ЗНН АЕНА Эро 


第 十 七 章 ” 含 参 数 的 不 等 式 问题 


【基础 知识 】 


在 一 定 条 件 下 ,给 出 一 个 带 参数 的 不 等 式 ,对 使 不 等 式 恒 成 立 的 参数 进行 讨论 ,或 
求 其 最 大 (小 ) 值 ,这 是 数学 竞赛 中 比较 活跃 的 题 型 之 一 . 

确定 使 不 等 式 恒 成 立 的 参数 的 取 值 范围 或 最 值 ,一 般 要 经 过 这 样 几 个 步骤 ;首先 
可 估计 或 猜测 该 参数 的 上 界 或 下 界 , 再 求 出 该 参数 的 上 界 或 下 界 , 最 后 证 明 不 等 式 对 
于 这 个 上 界 或 下 界 便 成 立 .处 理 这 类 问题 , 既 要 注意 运用 不 等 式 的 比较 法 、 放 缩 法 、 反 
推 法 ,归纳 法 等 ,以 及 善于 灵活 运用 一 些 基本 不 等 式 ,如 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 , 柯 
西 不 等 式 排序 不 等 式 等 ,还 要 善于 利用 函数 的 性 质 ( 单 调 性 、 最 值 性 等 )、 利 用 所 给 不 
等 式 的 结构 特征 或 系数 特征 等 来 处 理 ,等 等 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 
例 1 求实 数 а 的 取 值 范围 ,使 得 对 于 任意 实数 * 和 任意 9 € [0, E] 恒 有 (x + 


3 +2sin0 · cos0)? + (x + asin0 + acos0)2 > š- (1996 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


解 ”利用 二 次 函数 的 非 负 性 , 知 其 判别 式 A < 0, 从 而 易 知 原 不 等 式 等 价 于 


(3 + 2sing， cos0 ~ авіпб - асов6)? > + Ф 


对 任意 6E [0, 子 ] 恒 成 立 . 


3 + 2sing + cos + 1. 
,对 任意 € [0,5], Ф 


由 中 可 得 a > sing + сов@ 
3 + 2sing + соё — 1. 


或 а< 和 ,对 任意 0 € [0,7], ® 


sin + cos0 


在 条 件 @ 下 ,由 于 9 € [0, 子 ], 因 此 1 < sing + cos < /2. 


3 + 2sing созб + + 


又 因 


sing + соѕб 


而 当 1 < x < /2 


3 + 2sing + соб + + 


= (sin + cos0) + 5. 


1 
2 віп + созӣ’ 


时 ,f(x) = +5. 1, 


ЖІ а > тах - 


зіпб + созб 
6E ro. 可] + 


在 条 件 图 下 ,由 于 


sing + созӣ 


3 + 2sin0 · cos0 – > 


sing + соз@ 


7-а <V6 即 为 


max 
oe fo, 中 


综 上 所 述 ,可 知 а > 


"у. 
Ж ща > 0 时 ， 


3 + 2sing + cosg — + 


ç š 1 
= (sin0 + cos0) + > ` а р > 


2.„[3 = /6, 目 等 号 在 sing + cosg = 临时 成 立 ,因此 


=Y6, 从 而 有 а < /6. 


所 求 的 a 的 取 值 范围 . 


例 2 求 最 大 的 正 数 4 ,使 得 对 任意 实数 e,5, 均 有 ла (а + 8)2 < (а + ab + 


(《 中 等 数学 )2003 年 4 期 奥林匹克 训练 题 ) 


+0) 


а ка + _ 9 + P + dab + Mo 
3 = 


РАТУРА 


а 10 + 


" 


[16+ +а + аЬ] > јатан 


а = . 
маам, ИХ: а, а = Ь 时 等 号 成 立 ; 
ща < 0 时 ， 
а ка +2 (а+ 5) – ab 
3 


NE b'(a + b)° 


#8 2i8E ДЫЗЕ-#-ЕЖЕ М-ГЫ ўво 


ВЕЖА Эро 


当 目 仅 当 (a + 5 = Тав, Ша = - 专 或 5 = - 3 ВРВ. 


Ен а? (а +)? < (а? + аЬ + 2), 


等 号 分 别 在 a = Ьа = - 2 Eb = - ФОЛИ. 


因此 ,所 求 的 2 = 27. 


例 3 设 a < 6 < “是 直角 三 角形 的 三 边 长 , 求 最 大 常数 MM, 使 得 
二 + 二 + 土 > 一 此 一 . (1991 年 中 国 国家 集训 队 测 试题) 


a b с#а+Ь+с 


解 令 1= (а+ь+ )(& +1 +-1),щ 


b a s. с ЪЪ с 
= Зж ЕН үн еж СЕ ср» 
í a 
HT. ++ >2, 
a с 22а с а а 
сжат ежа е 2202-2, 
ПТ А 
с b с b с с 


从 而 了 > 5 + 342. 
当 a = b=1,c =V2 时 ,I = @ +32 +2) = 5+3⁄2, 


于 是 M = 5 + 3V5. 

例 4 求 最 大 的 常数 。, 使 得 对 满足 x > 0,y > 0, + 六 = 1 的 实数 <,y 恒 有 
x + уб > cay. 

解 当 * = y = аас 271. 


下 证 在 = > 0,y > 0, + у* = 1 条 件 下 ,不 等 式 5 + у* > Tay (x) 


Ў 恒 成 立 .( * ) 式 等 价 于 
22 


(а? + у) О? + у*)# - 3252] > 二 区, 即 6(ху)? + ху - 2 < 0. 


令 = 地, 因 0 < у 2+1 = 去 ,有 0 < єз. 
Ë (a) = 6) +и 2,0 < н у) Ж(о,-}] м,н 1) =o, 
вико, Е) < 0, 从 而 ,6(e) + ay -2 < 0. 
综 上 所 述 ,e 的 最 大 值 为 二 . 
Ж “本 是 也 可 以 这 样 来 考虑 : 求 出 区 二 艺 的 最 小 值 ,此 最 小 什 即 为 。 的 最 大 值 


вра“ + ° А (а? + ул) ба? + 22 заз 2] аф 
ху ху ху 


- 3ay. 


1 pl 3 5+ y 3 _ 1 
由 0 < зу о, ж2,-3зу > - 7, Е, 21722-3 =: 


== Оаро 2 GRADJA Ç mm. 
例 5 а,Ь,с К, Н а =< < c, 求 最 大 常数 k 1848 
at (b + с) + (с+а) + (a + b) > kabc 
对 所 有 直角 三 角形 都 成 立 ,并 确定 何 时 等 号 成 立 . 
解 ” 当 a。 = 6 时 , 即 人 4BC 为 等 腰 直角 三 角形 时 , 原 不 等 式 为 
а*'(а +/2а) + azW2a + a) +2az(a+ a) > /2ka° , 
即 k<2+3⁄2. 
猜测 上 的 最 大 值 为 2 + 3V2. 下 证 : 
а(Ь + с) + P (c + a) + с(а+&) > (2 + 3/2)abc. (*) 
不 妨 设 。= 1, 边 a。 所 对 的 角 为 9, 则 9 є (о,®]. 
i 
а'(Ь+ге)у+Ь(с+а) + (a +b) 
= sim 0(cos0 + 1) + сов°0(1 + sing) + sing + cos 
= 1 + (sing + cosg)(sing + cosg + 1) ®1+2/1(1 +1) 


=1 +2 + D[ih i 5, < /z) 


Юа ЖЕ ДУ ЭЕ-Н-ЧЕЖЕ ЗЕ ГЫ Si-iso 


оета 3-38o 


= (252 2), 2021 + (1 28) > 24/21 + 2451 + (1 =); 
= (2+3/2) = (2 + 3/2)вїп@ - созӣ = (2 + 3/2)abc. 
从 而 ( * ) 式 得 证 , 且 当 9 = 2 时 等 号 成 立 


故 和 欲求 的 上 的 最 大 值 为 2 + 3V2. 
Ж 〈* ) 式 也 可 以 用 另 一 个 简捷 的 证 法 : 


а(Ь + с) + b (c+ а) + (a + Ь) 


= оба + е) н а( + P)+ (© +а']+-Ф-‹(а+ь) 


> 2abc +/2абс + абс + 2 Ма? + “2V ab > (2 + 3V2)abe. 


【 解 题 思 维 策略 分 析 】 


1. 先 求 出 参数 的 值 或 上 (下 ) 界 , 再 证 明 能 达到 此 值 或 界 

例 6 试 求 出 所 有 的 正 整 数 上 ,使 得 对 任意 满足 不 等 式 

k(ab + bc + ca) > 5(а? + b? + с?) 的 正 数 a,b,c, 一 定 存在 三 边 长 分 别 为 a,b， 
c 的 三 角形 . (2002 年 全 国 女 子 奥林匹克 题 ) 

Ж ”为 了 寻找 出 正 整数 ,可 先 找 出 的 上 、 下 量 , 再 证 明 所 找 的 满足 条 件 ， 

Ња? + b: + с? > ab + bc + ca, 知 kk > 5. 又 取 不 能 构成 三 角形 的 a,b,c, 如 a = 
Ь=1‚,с = 2,Й[К(1+1+1-2+2-1) < 500 + 1 +22), Е < 6. 从 而 知 5<5< 
6, 即 k = 6. 

下 面 证 明 : 若 正 数 a,b,c 满足 不 等 式 6(ab + bc + са) > 5(а? + 2 + с?). а,Ь, 
e 必 可 以 构成 三 角形 . 

不 妨 设 0 < a < b < с, a,b,c 构成 三 角形 的 充 要 条 件 是 a + > c. 

构造 函数 f(x) = 5х° – 6(a + b)z + 5а? + 5b - 6ab Й f(e) < 0. 

Tü а + b) = 4(a - b)' > 0, Ка + b) > 0 > /(с). 

假设 a+5 < c, 则 由 a+5,c € [了 (a+ 6) + 名), 知人 a+ b) (с), Я 
f(x) 在 顶点 右 侧 单 调 增 ). 

故 a + 6 > с, а,Ь,с 必 构 成 三 角形 . 

Ж ”也 可 不 构造 函数 来 证 . 不 妨 设 0 < a < b < c, 由 

6(ab + Ье + ca) > 5(a? + b° + с) Йф5с* – 6(a + Ь)с + (5а? – 55° - 6ab) < 0. 


ША = G4[ab - (a — 0] < ар < 16(а + 7. Яо < 0+0 +A < 


6(a +b) + 4(а +b) аЬ. 
10 = 
例 7 ”确定 最 小 自然 数 上 ,使 得 对 任意 的 € [0， 1] 及 任意 的 mnE N, 有 


а'(1-а)* < СҮ? 
解 ”设法 消去 一 个 参数 a, 然 后 求 的 最 小 值 . 由 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 有 


“ 5 А r ) 
mai а + п[ а)] 


е7 "n +k: 


а" 


щн а = 和 二 в а= с) нал. 


ТЕ, а-а)" 


这 就 是 说 , 当 .4 = 20—04 Є 10,17) 81,401 - а)" 取得 最 大 值 .于 是 ,可 把 问题 

改 成 :确定 最 小 自然 数 , 使 得 对 任意 的 n € МН 
Кп” 1 

Спа к < (n + 1 о) 

易 验 证 : 当 数 对 (k,n) = (1,1),(2,1),(3,3) 时 ,不 等 式 @ 不 成 立 , 所 以 ,要 对 一 切 
п EN 成 立 , 只 能 上 > 4. 

下 证 大 = 4 时 ,(* ) 式 成 立 , 即 对 一 切 nE N 有 从 mm(n+1 < (n+4) 

事实 上 , 当 n = 1,2,3 时 可 直接 验证 . 

аьан 

"лл" + 1: = 16 х (21) (2а) (2а) (2) па + 1)" 


< 56. вл + (а-л +3(n +1) - п? +7п + 19, п? + 8п + 16 
пъ4 п+4 < а+4 


即 41" (п + 1)' < (n + 4)". 
综 上 , 求 得 的 最 小 值 为 4. 
例 8” 求 最 小 的 实数 a, 使 得 对 于 任意 其 和 为 1 的 非 负 实数 x,y,z 都 有 a( 十 


=п+4, 


了 +) + xz > $ +у- (1991 年 国家 集训 队 测 试题 
解 “I= a + +P) + oz RR: < y < za = 1 +ë = г. 
рар <à 002 < д.б + Ə +ду = 0. (ж) 


用 新 变量 2 ‚8, ‚ду 表示 1, 


Же япрЕ Де ЗЕ-+-ЕЙЕ ЗЕ ТЫ Эро 


а 
МБ 


由 (* ) АЈ 8,8, + 8,0, + 8,8, =- 30 + Ó; + д), 


+ + a(à1 + 05 +) +10810, + дубу + 00.) + 9,050. 


рез + {а - Т (àt + 8; + 81) + 2,0,0. 
+27 6 


ә: 2 1 t? Z 1 
# a< 9.0 х = 0,у = z = 2.00 Š, =- 39 = Ó; = НТ 


(в-)(@1 +8} +1 лла <: [4 + 2)- 


网 
" 
12 


озерна Í 


кү, а 1 
所 以 此 时 /< 3 +97: 


F 吓 所 求 之 a > ўа > 号 时 ,着 8 <0, 则 由 (* ) 可 知 6166, > 0, 由 此 立即 可 得 
kas 21 
к. БЫ 
Ё ó, > 0,9 д, = - (ó, + ó,) , WJ 
I= 35 + 55 + (а - 1] дз + 281 +28105) - (8, + д,)д8, 


a 


=$ +z + [a -4]0 67+ [6(a -1)- (а, + 6,)] 80. 


m нуды. 名" 又 从 (*) 得 0< +a =- a < 1 村 ,所 以 7> +. 


综 上 可 知 所 求 最 小 的 实数 a。 = 2. 
例 9 „е инея 


HEAR п ЧЫ, , 0,5,0, Д а + ay + +a, = +++ = 1, 
Жа аза, «Аба + а,Ь, + + a,b,). 
解 ”由 柯 西 不 等 式 ,得 


ЕЕ УЬ, ук У г ` b, 
- h = ууу ak «(У K к) Е “ы 
i M. єч 
记 M = ауа,'®а„,А, = a= 1,2,…,n, 则 < УЬ, 


由 排序 不 等 式 ,不 妨 设 记 > b, > > БА > A, > = > A, 


从 而 有 六 ВА, < БА + (1 -61) 4， 


ШОБ < A > љу Ьл < < (А + A) = 二 (al + аз) ато 


пава, Я У а, = т ва (14). 


于 足 所 求 之 1 < 1 


另 一 方面 , 当 а, De .= a= 1. р = b =— РЕЧЕ 


b, = ОВ, ала, ‘а, = 


b, FDL À > ычу”. 


Е 
2\n 
综 上 所 述 得 4 = 十 (=) . 


例 10 求 最 小 正 数 4 ,使 得 对 于 任意 二 角形 的 三 边 长 a,5,c, 只 需 a > b t e k 


ас + be с < Аба? + b? + Зо +2ab - 4bc). (1993 年 中 国 国 家 队 测 验 题 ) 
ж ЮЖ 
а? + Б + Зс + 2аЬ - 4bc = (a + Ь- с) + 20° + 2ac – 2bc 

= (а+ 6 - с) +2ce(a +c - b). 


љт (a+ b- 0) +2c(a +e - b) _ a+b-c a+c-b 
ИТ: үте) 2е +а+ъсс` 


由 于 а > (b+ e), 所 以 a = 10а+ 6-с) + 号, 于 是 


аже-б=2а-(а+®&- с) э--у(а + Ь- с) + с. НЯ 


I a+b-c 2 ë 
> 2 at+b-e +a+b ce 
_ 1 a+b-c с 1 С. 1 
-T+ tari; Рот +203 502-7, 
即 ас + be — с? ла „2/2 +1 
а + 2 +30 +2ab - 4с 27 2/-1 7 ° 


从 而 所 求 之 ) < 212,41, 


ањон ГА ЗРО 


леона руво 


9—1, ҷа = аар = 32,1. 


ас + bc — е = (2,а? +b + Зс + 2аЬ – 4с = 4 - /2, 


) 1 Ү2_ 40204+45) 242 +1 
所 以 21 4-2 2 SSES 
于 是 ) > 202+1, 

综 上 可 得 1 = 2211 


2. баванне 
例 11 已 给 两 个 大 于 1 的 自然 数 n 和 m, 求 所 有 的 自然 ,使 得 对 任意 正 数 a ， 
oo 都 有 


Уш te) < yl. 
kz % 11 2 
其 中 由 = ажа ++ а. (1992 年 中 国 国家 队 选 拔 试题 ) 
ж Ян 
Й Р ор 
эр + 本 P) = >L: +) -&) 
=- (去 + 十- 本 + 已 [站 (二 + 二 8-1]. 
由 于 当 = 2,…,n 时 ,有 
уч 


5-1 


= [(Ф + isa жажда + Ck- са] 


5-1 


= шы +1) в--(/а®-1)-({ +1) 28) + (2 + 1) 2] 
«(в [a 5). (4.0) 2, 
BD YIL [+ ів) (21) х2 -于 < <(4 юы). 
Ж r йилда уре 
另 一 方面 , 当 ! > 2(m – 1), 1 2m -1 时 ,可 以 证 明 存 在 正 数 ol ,a,,…, a, ,使 


人 事实 上 ,任意 给 定 a, > 0, 令 


а = унан = 203561 . 


由 前 段 证 明 可 知 

Ella, 46). (P. ае (80) ае д. 

віза сівы — 
(El (иа) арна 
利用 柯 西 不 等 式 ,得 
(90а) s: 


жт КОЕ + у) > т зүн 


于 是 ,1,2,…,2(m - 1) 是 满 中 要求 的 所 有 自然 数 1. 
#112 设 ”是 一 个 固定 的 整数 ,mn > 2. 
(1) 确定 最 小 的 常数 c ,使 不 等 式 


1 
1а? 


шу! = „о. 
> a, 


геч 


> 


ЕЕС (ж) 
对 所 有 的 非 负 实数 0150257755 都 成 立 ; 
(2) 对 于 这 个 常数 ,确定 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . (IMO - 40 试题 ) 
解 〈1) 当 非 负 实 数 x , x,,… ,x, 不 全 为 0 时 , 记 
У) xw, У) хдд (ж + xj + x+) 
x = За іна ,yo te 一 I 
(De) (Z=) 
因 > xx; (sl + xl) 
= D2 а(х „)* -2 У xx; 一 У) 02] 
ТРА ГЕП «14а «Рі 
> xz; ( Уа)" -2( > ха)? - У) хад (а + x; + ж), 
і 1 


720 а «іл 1<i<j<ksn 


从 而 (* ) 式 所 ce 三 -2x2 + x — у. 
2 ү дї 1 
又 -2x +x-y=-2[ z - 1) + -y=<+' 


—— — 


зана ЎЖО 


онъа но 


于 是 c > ө = А = z = … = x = 0 时 也 适合 . 

(2) 当 。= 者 时 ,x = + B y = 0 的 充 要 条 件 是 

(zx Ма) =4 57 аа. Н > хар, (x, + x; + x.) = 0 

ўя =2 У) xa, B. > хару = 0. 

х у, кез = бөзү, сте, 中 任意 三 项 之 积 为 0, 即 其 中 最 多 有 两 硕 
xx; 不 为 0， жу; zi = 2 У) xxi + а} + 2хдуеуа = x, 


故 x = T B у = ОЯН ху, 中 有 两 项 相等 (可 以 是 0) ,其 余 全 
为 0. 


【模拟 实战 】 
习题 A 
1. 求实 数 a 的 取 值 范围 ,使 不 等 式 
sin20 - (2/2 + V3a) + sin(0 + E) - 205.33, 
сов(0 – +) 


对 0 Є [0,5 7 恒 成 立 . 


К 


+ 某 个 在 Ох 轴 的 正方 向 运动 的 点 的 横 坐 标 为 x(t) = 5( + 1)2 + TE 其中 a 是 


一 个 正 的 常数 . 求 满足 对 所 有 (> 0,х(ї) > 24 时 ,a 的 最 小 值 . 
‚ЖА > 0, 求 最 大 的 常数 c = c(X), 使 得 对 所 有 非 负 实 数 *,y, 均 有 
x + у* + Алу > c(x + y)'. 
‚ 求 最 大 的 常数 ,使 得 对 于 [0,1] 中 的 一 切实 数 a,b,c. d, 都 有 不 等 式 
аЬ + Бе + 2а + Ёа +45 Ка + + c + Ф). 


5. ауаз, =, a, 是 给 定 的 不 全 为 0 的 实数 . 如 果实 数 r, ,7,,…,r, 使 得 不 等 式 


ш 


上 


[ 


= 


ww 


е 


ос 


© 


з 


мые «(0 2) - САШ 
对 任何 实数 nm ,ss ,都 成 立 , 求 "msn МИЙ. (СМО - 3 试题 ) 


习题 B 


РВВ a,b,c, 使 得 对 任意 n € N,n > 2, 有 


абу < © ре += +” < 4.01996 年 世界 城市 际 竞赛 


. 求 使 下 列 两 式 


人 = у) + 802. со(х - у) + 8206 +1) +5b < 0 
m ++ l> 205 + 2у + Б 
对 任何 实数 x,y 都 成 立 的 一 切 5 值 . 


° 
@ 


. 求 最 小 的 正 数 a ,使 得 存在 正 数 8, 当 0 < x < 1 时 ,成 立 不 等 式 


Virz+Vi-x<2- 委 . 


:已 给 大 于 1 的 自然 数 n, 设 a,6b,c,d 是 自然 数 且 满 足 


кш <la +c < n, 求 六 + 所 的 最 大 值 . (1993 年 中 国 国家 队 选 拔 试题 ) 


.着 关于 的 不 等 式 -人 2e 2)* e s da 一 7 ”< 0 的 解 集 是 一 些 区 间 的 并 


+ (а? + 4а - 5)х - a° т 
На Нон: 4, СИ а нен. 
(2001 年 上 海 市 高 中 竞赛 题 ) 


‚Ж а,Ь,с 为 正 数 , 记 0 Аба - 8) 、\(b — с) (е - a)? 中 的 最 小 值 . 


(1) 求证 :存在 4(0 <А < 1), 使 得 d < А(а + Б + e); Ф 
(2) 求 出 使 不 等 式 © 成 立 的 最 小 正 数 A, 并 给 予 证 明 ， ”(2006 年 江苏 省 竞赛 题 ) 


给 定 正 整数 n(n > 2) , 求 最 大 的 实数 4 ,使 得 不 等 式 a2 > А(а+а,++ а) + 
2a, ,对 任何 满足 а < а, < … < a, ЛЕ а ,a;,…,a, 均 成 立 . 
(2003 年 全 国 女子 奥林匹克 题 ) 
| 求 最 小 的 实数 m ,使 得 对 于 满足 a + b + c = 1 的 任意 正 整数 a,5,c, 都 有 m(a? + 
ж) = 6(а + 5% + с) +1. (2006 年 中 国 东南 地 区 奥林匹克 题 ) 
. 设 n(n > 2) 是 一 个 固定 的 整数 ， 


(1) 确定 最 小 常数 c, 使 得 不 等 式 2 дай += D < e( у} НЕЗ: 


Онаа Эсушо 


очта 


X i. 232. 1. X, 都 成 立 ; 
(2) 对 于 这 个 常数 ,确定 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . (IMO - 40 试题 ) 
10. 求 最 小 的 实数 好, 使 得 对 所 有 的 实数 a,b,c, 有 
1 айба? - Ь?) + be(b° — e) + са(‹®— а?) 1< М(а + + 2). 


(1МО - 47 试题 ) 
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第 ”复数 问题 
五 
篇 


第 十 八 章 。 复数 及 运算 的 儿 何 意义 


【基础 知识 】 

1. 复数 的 概念 

复数 有 四 种 表示 形式 : 

代数 形式 :z = a + bi,a,b € Ri 

几何 形式 :复数 > = a + bi(a,b € R) 与 复 平面 内 的 点 Z(a,b) 或 由 原点 发 出 的 
向 量 C7 一 一 对 应 ; 


三 角形 式 :z = r(cos0 + ising),r > 0,0 € R; 

指数 形式 :z = re”,r > 0,0 >€ R. 

其 中 ,e” = cosg + ising, 角 0 为 复数 z 的 辐 角 .这 就 是 著名 的 欧 拉 (Euler) 公式 . 
2. 复数 的 运算 法 则 

加 ,减法 :(a + bi) * (c + di) = (a £ c) + (b £ 4): 

乘法 : (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (bc + ad)i, 

ri(cos0, + ising ) * r; (cos0, + isin0,) = ri r,[cos( 0, + 8,) + isin( 0, + 0,)]; 


тт ет Ыт + di 20), 


ri(cos0, + isin0, р 


посада їзйпй,) = Z Leos(0, ~ 02) + isin(0, ~ 6,)]; 
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аот джо 


乘 方 :[r(cosb + ising)]” = r'(ceosn0 + isinn0),n € №; 


开 方 :复数 r(eos0 + ising) 的 次 方 根 是 Fr(cos 和 二 24 ‚8 Шш) k = 0,1, 
`. n - 1. 

з. 008 БАЕ s 8 

ОЕ: 


(l) z t z = +2; 


(2) zm = 202,00) = 250 #0); 


љонона Ўжо 


(3)Re(z) = (z+ 2) (2) = 102-3): 
(4)z 是 实数 的 充 要 条 件 是 z = z,z 是 纯 虚 数 的 充 要 条 件 是 : = - ; B z „20; 


(5)Z = z; 
(6) 2.=12 |Ë =12 1. 
复数 的 模 的 性 质 ， 
(1)max|1 Re(z) 1, 1 Im(z) I] <! z I<! Re(z) 1+1Jm(z) 1; 
(2)lz z oo ez |=lza 1811189911; 
2 z1 1 
(121 Es 20): 


(Фа 1-а аж а а l+1 m1, 当 或 ,中 有 一 个 为 零 时 ,上 述 
不 等 式 等 号 成 立 ; 当 шул, > ОНЧ, 3⁄4 B [X | агаш, - argz | = x 时 ,或 者 与 复数 zi 2 XÍ 
09148 0Z, , 02, 反 向 时 ,左边 取 等 号 ; 当 且 仅 当 ага z, = arg z 时 ,或 者 与 复数 z ,zz 
对 应 的 向 量 0 友 ‚ ОЎ, 同 向 时 ,右边 取 等 号 ; 

类 似 地 ,还 有 |1 а 1-1% а а 1а 111. 

这 两 个 不 等 式 称 为 三 角 不 等 式 ; 

(5) Таж аа а, Г а I+] z I+ +1, 1,5И д, z 对 应 的 向 
ЖОЛ) ,07;,-, ОЎ, 同 向 时 取 等 号 ; 


(6) 车 :是 虚数 ,r > 0, 则 | = 1 = 7 的 充 要 条 件 是 5 了 为 纯 虚 数 . 


z 


特别 地 ,车 = 是 虚数 , 则 | z | = 1 的 充 要 条 件 是 二 为 纯 虚 数 . 


z+1 
4. 两 个 复数 相等 的 充 要 条 件 是 它们 的 实 部 、 虚 部 对 应 相等 ,或 者 它们 的 模 与 辐 角 
主 值 对 应 相等 { 非 零 复 数 ) 


利用 复数 相等 的 充 要 条 件 ,可 以 把 复数 问题 转化 为 实数 问题 . 
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复数 的 模 也 是 将 复数 问题 实数 化 的 有 效 方法 之 一 . 

5. 复数 运算 的 几何 意义 

复数 的 几何 形式 ,使 得 复数 本 身 及 其 运算 有 了 几何 意义 . 

复数 的 加 法 可 以 按照 向 量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 来 进行 ;两 个 数 复 的 差 z, ~ z, 与 


连结 两 个 向 量 终点 并 指向 被 减 数 的 向 量 对 应 . 

Ж z, = m(cosb + isin0,) ,z, = m(cosg + isin0,) , 则 两 个 复数 的 乘积 a z, 对 应 的 
向 量 就 是 把 向 量 0 访 按 逆 时 针 方向 旋转 一 个 角 9.( 闭 9, < 0, 则 把 0 下 按 顺 时 针 方向 旋 
转 一 个 角 1 9, 1), 再 把 它 的 模 变 为 原来 的 r, 倍 .两 个 复数 相 除 亦 有 类 似 的 几何 性 质 . 

设 复数 an , z,,z 在 复 平面 内 的 对 应 点 分 别 为 Zi ,2,, 2Z: ,由 复数 及 其 运算 的 几何 
意义 ,我 们 容易 得 到 以 下 结论 : 

(1) Га = 2 | 表示 两 点 21,2, 间 的 距离 . 

(2) 满足 1 z - mn 1=1z-21 的 复数 z 对 应 的 点 的 轨迹 是 线段 Zi Z, 的 生 直 平分 


Ов) ЇЙ I z z |= r(r > 0) 的 复数 z 对 应 的 点 的 轨迹 是 以 ZI 为 圆心 , r 为 半径 
ИЛ]. 

(4) Ж 1:-а1+14-1= 2a(0 < | 2,2, | < 2a) 的 复数 z 对 应 的 点 的 轨迹 
是 以 点 Z, Z, 为 焦点 ,长 轴 长 为 2a 的 椭圆 . 

(5) 满足 |1z - z 1-12 z 1| = 2а(1 7,7, 1> 2а > 0) 的 复数 z 对 应 的 点 的 轴 
迹 是 以 点 Z1 ,2 为 焦点 , 实 轴 长 为 24 的 双 曲 线 . 

(6) 满足 argz = 0(0 Є [0,2x)) 的 复数 ; 对 应 的 点 的 轨迹 是 以 原点 为 端点 的 一 条 
射线 (以 x 正 半 轴 为 始 边 ,此 射线 为 终 边 的 最 小 非 负 角 为 9) . 

(7) 复数 方程 的 解 是 方程 组 中 每 一 方程 中 的 z 对 应 的 点 的 轨迹 的 交点 所 对 应 的 复 
数 ,等 等 . 

利用 复数 的 几何 意义 ,给 某 些 数量 关系 以 几何 解释 ,适当 将 数量 关系 问题 转化 成 
图 形 性 质问 题 ,通过 图 形 求解 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 设 复数 a,B8 满 足 1a1=1B1= 1,a + B+1=0. 求 证 :a,B 都 是 1 立方 根 . 

分 析 ”复数 表示 形式 的 多 样 化 为 我 们 求解 复数 问题 提供 了 多 角度 的 思维 方式 . 

证 法 1 运用 代数 形式 . 设 a = e+ bi,B = c + di,a,b,c,d € R, 则 由 | a |= 
IBI= 14а +b = 1,02 + d°: = 1. Ф 


再 由 а + 8 = - 1, 根 据 复数 相等 的 充 要 条 件 得 a + c =-1,b + d = 0. @ 
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љома Эно 


раена Эро 


所 以 a = 10218-15055. йа =#=1. 

证 法 2 运用 三 角形 式 .由 | a 1=181= 1, 可 设 a = cosg + isin0,8 = совр + 
совб + cosg =-1, 
0 Ке кы уе 

万 


.所 以 a =- І УЗ, 


НИЖ соб = -二 ,sin = 213 Айор = -二 ,sing == PE 


p= - 1 zi. 

证 法 3 ”考虑 几何 意义 .由 e+B=-1 及 lac1=181= 
1 可 设 04 = а,ОЁ = 8,06 = -1, 如 图 18 - 1. 根据 复数 加 
法 的 几何 意义 ,可 知 四 边 形 ОАСВ 是 平行 四 边 形 , 旦 各 边 相 


等 ,从 而 Zx0A = 120°,Z+x0B = 120°. а = - 1 + 


2 

per 

证 法 4 ”运用 共 固 复 数 的 运算 技巧 .由 a + B = - 1, 知 
la +B! = 1, (а + B)(a + B) = 1. 展 开 上 式 ,并 利用 aoa 图 18-1 
= 1а1®=1,$=181° = 1 进行 化 简 ,得 + а8 + 1=- 0388 =-- a - 1.8 =-а 
-1 代入 上 式 并 化 简 , 得 a + & + 1 = 0. 将 上 式 两 边 同 乘 以 a Фа + a + 1 = 0. 所 以 
а = 1. Ж? = 1. 

例 2 设 是 虚数 ,w = :+ 二 是 实数 , 且 - 1 < o < 2， 

(1) 求 1 z | 的 值 及 z 的 实 部 的 取 值 范围 . 


(2) Жи = = 之 ,求证 是 纯 虚 数 . 


1+” 


解 (1)z 是 虚数 ,w 是 实数 ,从 而 z + 工 = + +, 
则 (z- 9) - 


Т) = 0,1211. 


12 


X -1<%<2, 


MU - 1 < @ = z+ = 2Вех < 2, 


и 


1 
BD 2 < Ве < 1, 


(2) 由 (1) 知 , | z 1 = тео 21 АВЕ ез - 21 = 1—2 ЕЕ. 


z+ +17 1+2 


例 3 设 z 和 zz ВАЕН а + іа 一 гу 必 为 实数 . 


证 明 а 30,2. 30, іад 11а 1,22 122 11.8 
21 


А = С-и +0), ТАТ= 1 且 4 ==» ЭТ --2 аш ео 


п љан.) 必 是 实数 . 
例 4 ”给 定 实数 a,b,c. 已 知 复数 z,,z,,z А: 
|. ed 1, 


z = 23 
gra Sm. = 
о 3 п 


Ж 1 аа + bz; + cz | ЖИЙ. (1999 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
解法 1 10е" = cosg + і зіп. = е“, 21 = ее, ME = „нөө. 
= 2, 21 
由 题 设 可 得 e” + e + em = 1. 
两 边 取 虚 部 ,有 
sin0 + sing — sin(0 + Ф) = 0, 


2ва 9 + 00, 9 5% - 265-9006 = 0 


0+ 
2 


因此 得 9 = 2kr 或 = 207 BË 0 + ç = 2kx=,k € Z. 
ЖЖ а = z BR z = ЮЙ = д. 
ШЖ а = z, 代 人 已 知 等 式 得 


= 1, 


sin * sin sin $ =o. 


чы = 1,017 = ti 
于 是 ,我 们 有 


laz + bz + су|=1 2 1-1а+ Всі = У (а + Ь) + с. 
类 似 地 ,如 果 z, = zs, 则 


з с тшш == == 


онын Ўжо 


PSI EF ДУ SF Tem ГЫ Эрш 


| az, + bz; + cz |= Ма? + (b + с); 
如 果 = а, 
Га + bz; + су |= V (a + с) + P. 


所 求 的 值 为 (ae + Б) + с а? + (b + с) М (c + а) + Б. 


m mn z И 
解法 2 ш ++ +2 = 148 zz; + zz, + Ziz; = дудугу, 
25 д 
z 2 = 
BE z = = = 1. 
z; 23 ЫШ 
У }. эч E. = 1 
=121= = 1, 所 以 z, = —,z, = —,z, = 一 
ШЕ Га [= 1а 1=1 5 1= 1 所 以 3 е == т 


Рао жиы + ® Zn 21, 


23 
2 2 
即 2223 + 222) +411, = щз›гу. 


由 四 .图 ,得 zz + 202 + = шу + Úr + 1), 


即 (а -,)(®-,)(г- zn) = 0,0 = z BÑ z = ze BÉ zs = z. 


以 下 局 解法 1 
例 5 设 复数 > 满足 | ae( 1) | = 要, 求 amgz 的 取 值 
范围 . 
Ж аа) = 0, 旭 z+1= A(z 2) (сов + 
isin0),) > 0. 


如 图 18 -2, 设 4(- 2,0),B(- 1,0). 则 矿 =л.А7. 
(соѕ0 + isin9). 当 8 = = Ө, ЕАЎ део 角 后 与 
BZ АТ, 

ДАЛВ = ©. 


图 18 -2 


从 而 z 的 轨迹 的 一 部 分 是 以 0,(- 2) 为 图 心 ,半径 为 1 的 加 的 一 段 优 扳 信 ( 含 8， 


2 


不 含 4), 当 9 = -天 时 ,由 对 称 性 知 ,的 轨迹 的 另 一 部 分 是 以 0,(- 吝 


半径 为 1 的 圆 的 一 段 优 弧 48( 含 B, 不 含 A) .其 中 易 计算 得 
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ТТ 


та ЫЗ ш б, 
апа = 9 oa = єз 


所 以 argz 的 取 值 范围 是 


(至 一 акаш а) U [=Ë + коа) š 
注 Яв aQ [1-2] 0 


Ə Z, = А-0. (cos0 + івіпб),А > 0. 
表示 的 轨迹 是 以 Z, Z, 为 弦 所 对 的 一 段 圆 孤 . 


集 1, 均 有 


|Ца+д-1|<. 证 明 : у lo ls 3. 


i 1 
ПАСУЕ 
ñ 1Є1 
先 证 如 下 引 理 : 设 r.0 为 实数 ,r > 0, | 0 |< x, 1 ге 


-11< 十 , 则 二 < < 这,101< Ж, re -1I<lr- 
11+101. 

引 理 的 证 明 : 如 图 18 - 3, 由 复数 的 几何 意义 ,有 

1 x 

2<r<x>'l01< €: 
又 由 

Гле -11=1r(cosg + ising) — 11 


=1(r-1)(cosg + isin0) + [ (cos0 — 1) +ising]1 
<l r ! |+ V (cos8 — 1)° + віш 
=l r- 1 1+ /2(1 - cos0) 


ю|Ф 


=lr=-1ll+21sin 
=lr-11i+iI0!, 


例 6 nn 是 正 整 数 ,aj(j = 1,2,…,n) 为 复数 ,上 且 对 集合 |1,2,… ,nl 的 任 一 非 空 


(2005 年 国家 队 选 拔 赛 题 ) 


证 明 设 1+w= ђе, 16, ўс m,j = 1,2,…,n, 则 题 设 条 件 变 为 


图 18 -3 


шаньма Эро 


得 引 理 的 另 一 部 分 . 
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Ель МН Sao 


H @ 及 引 理 ,对 1 11 用 数学 归纳 法 知 
< ll <3.1 01< 


由 O 及 引 理 知 
1wl=1ne -1lslrn -1l+101, 
因此 
Уйа Tl 
7=! =! 1 
= У - 11+ У) 15 - 11+ У) 
x< га 20 
ноя 
У 1в- 11+ 306-0 < [O+ у 
(>! >\ ‚>! 
> 1т;-11= >)(1-т)< ]](1-(1-,) 
а та га 
5181-56 - 6-0-0) 
1 020 б 
综 上 ,有 
Уу аі <3. 
= 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


т. 灵活 运用 复数 的 基础 知识 解 是 
例 7 试问 : 当 且 仅 当 实数 xx ，… 
Уоту В д = дока во 22 


Ж.Д а = x, + іу, АЧУ, К = 0,1,2, 


W Bb Q 等 价 于 

(8 — x = Уи - ж, 
рю = оу. 

若 存在 实数 ya. l 使 回 成立, 则 ху; = (о; 


161+ 21161. 


р] 


-0-1«%-1= 4, 


)'-1<2-1= 1, 


‚(п > 2) 满足 什么 条 件 时 ,存在 实数 mo， 


Ф 

,nn. 证 明 你 的 结论 . 
(1997 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
四 


| хә% >. 


由 柯 西 不 等 式 可 得 局 关 < СУ) 00). ® 


如 果 д> Xa M ® яв x; > Уи, 

АШ 2852 > рО. 

чож РӘ] < 54. Ф 
当 а= е 我 们 可 取 y, = ао = 0,1,2,…,n. 显 然 能 使 @ 成 立 ， 


с а < 2 до = о> 0, 
2 
显然 хха x 不 全 为 堆 ， 不 妨 设 z, 20. 我 们 取 
ж = O,k = 0,1,2,®,п-2, 


=> | 

— OXn-l 
Saat s 

显然 ,也 能 使 @ 成 立 . 


综 上 所 述 ,所 求 的 条 件 为 号 < 314. 

例 8 Wasa z 为 复数 ,满足 1z11+1z21+… +1z1= 1. 求 证 :上 述 + 
复数 中 , 必 存 在 若干 复数 ,它们 的 和 的 模 不 小 于 二 (1986 年 CMO 试题 ) 

证 明 ”对 任 一 复数 z = a + bi(a,b € R), 有 


lzl<slal+lbl. 
人 而 1= sililt ТЬ. 
上 | 


хте Cay (hy эте a t, р "I. Ф 
比较 @、 @, 为 了 便于 沟通 ,5 可 将 O 式 右边 改写 为 
Flotlr lla l+ У) 15 I+ 27151 

„э0 a 0 20 k <o 


=1 Уа 1+1 Уа 1+1 уь 1+1 >b, 1. 
420 2150 50 eo 


занона ЖО 


онож ажо 


у 
+|—_ 


于 是 上 述 四 项 中 , 必 有 一 项 不 小 于 二 .不 妨 设 Уа, 1 
0 


从 而 | > Узе алә > > 6: 
ж’ ”此 题 也 可 以 从 另 一 一 角度 出 发 思考 问题 .0 


ате ау + Св ааай Уа ИГ 


不 妨 设 | эб Р эб 1, 于 是 1 Ds ЕЧ Уа I. 

考虑 到 直接 应 用 上 式 可 能 缩小 过 买 ， 为 了 弥补 这 一 点 ,得 到 如 下 的 想法 : 

用 直线 y = x Жу = - x 把 复 平面 分 成 四 个 区 域 ,由 于 

Га 1+1 Тека, 1= 1, 
所 以 在 上 述 四 个 区 域 中 ,至 少 有 -个 区 域 中 的 所 有 复数 的 模 的 和 不 小 于 于 .为 了 简化 
问题 ,不 妨 设 此 区 域 为 包含 x 轴 正 方向 的 区 域 (由 于 是 取 模 , 若 不 是 此 区 域 可 进行 旋 
ж). 

设 这 些 复数 为 zx , 且 z, = q+ ib,(a， > 0), 同 时 


та 15 201 k<nk6€N, 
4=1 7 4 


并 且 
1 之 55, а Са але еоди 
£ 
л» пад? +: 
从 而 使 问题 彻底 解决 . 


例 9 若 z 是 复数 , 1z1= 1 且 z = 对 -了 -32i-z+1. 求 1ul 的 最 值 ,并 求 
取得 最 值 时 的 复数 х. 


分 析 о 的 次 数 较 高 ,使 得 进一步 运算 成 为 障碍 .由 | z | = 1,81 = z, 再 结合 复 


数 的 模 的 件 质 ,有 Tu 1=12(z- =-3i- 十 + +) 1=1(z2+ 子 ) -(z+3) -3i, 
这 为 进一步 的 运算 提供 了 可 能 . 


Ф 刘 诗 雁 主编 .奥数 教 租 ， 高- 年 级 [M] .上海 :华东 师范 大 学 出 版 社 ,2002:100 — 101 


解 ” 由 1z1=1, 得 z = L,I l(t +40110 +Z) 


= (2+2) - 311. 
设 z = ху, х,у ЄЕК, Ща +у = 1, 2 = а-у? + 2xyi = (29° — 1) + 2xyi, 
пр Sus sap n S) " 
j ао -2х 2ана Г-н € [- £ A],Blul=lí-31= V +9, 
故 当 上 = OBD: = 1 或 -了 + 和 时 ,late =3 
мі = 4 即 z = - 10, 1и. = 


2. 灵活 运用 复数 运算 的 几何 意义 解 题 


BO 设 复数 :满足 等 式 12 -il = 1 且 zz 0,zz2i, 又 复数 w 使 得 -于 :二 于 
为 实数 , 问 w 在 复 平面 上 所 对 应 的 点 z 的 集合 是 什么 图 形 ,并 说 明理 由 

a 
дий 1. ВТ нта 11 1 且 zz0zz2i 知 181= 1ИВ 816091 8-13 


纯 庶 数 , 所 以 由 题 设 知 全 二 才 为 纯 虚数 属 141= 1 B A зе 1 40, z 21,8 o 


在 复 平面 上 所 对 应 的 点 z 的 集合 是 以 (0,1) 为 圆心 ,1 为 半径 的 圆 ,但 除去 两 点 (0,0) 及 
(0,2). 
例 11 是否 存 在 非 零 复数 e,b,c КАКСА, ИЕАЗ Е.І, т 满足 1 k l+ 


|1\+1т1 > 1996, | 1 < a + lb + me | > + 就 必定 成 立 ? 
(1996 年 国家 队 选 拔 赛 题 ) 


и ”不 存在 . 

事实 上 ,如 果 存 在 非 零 复数 a, 6, с 和 自然 数 h ,满足 题 中 要 求 . 

М а,Ь 所 对 应 的 向 量 a,b 在 复 平面 上 的 夹 角 为 0 或 x 时 ,容易 证 明 存 在 整数 
к.т, т = 0, 使 得 

| k I+l 1 1+101> 1996 


а + b +O. c l< + 


同时 成 立 , 矛 盾 . 


ш а,Ь 所 对 应 的 向 量 a ,5 在 复 平面 上 的 夹 角 既 不 等 于 0, 也 不 等 于 x 时 ,我 们 
Р 


PS28825 SE -+-4ЕБЕ МЕГА Знао 


ESE ДЗ ЗЕ-+-4ЕЎК ЗЕ Та risc 


在 复 平面 上 以 &,5 所 在 直线 为 坐标 轴 , 且 分 别 以 | a | 1 b 1 为 单位 长 ,构造 一 个 斜 坐 
标 系 .过 坐标 轴 的 每 个 整 点 作 另 一 条 坐标 轴 的 平行 线 ,两 组 平行 线 彼此 相交 ,将 复 平面 
划分 成 网 格 平面 .这 些 网 格 是 彼此 全 等 的 平行 四 边 形 . 

考察 复数 所 对 应 的 向 量 e 所 在 的 直线 .显然 ,对 每 个 整数 т, me 都 对 应 这 条 直线 
上 的 一 点 , 称 为 "一 整 点 . 易 见 ,一 整 点 都 位 于 某 个 平行 四 边 形 中 (包括 周 界 ) .将 每 个 
含有 c 一 整 点 的 平行 四 边 形 都 平移 到 位 于 第 一 象限 且 以 原点 为 顶点 的 平行 四 边 形 p 
上 ,并 使 二 者 重合 .这 时 ,每 个 c 一 整 点 也 都 随同 所 在 的 平行 四 边 形 移 到 p 中 , 记 其 象 点 
为 一 整 点 .不 难看 出 ,车 c 整 点 对 应 的 复数 为 me ,其 所 在 的 平行 四 边 形 的 左下 方 顶点 
对 应 的 复数 为 Me + pb, 其 中 4,p 都 是 整数 , 则 其 象 点 一 整 点 对 应 的 复数 为 
тс——Аа—н&. 

将 所 有 c 一 整 点 所 在 的 平行 四 边 形 p 用 平行 于 其 边 的 平行 线 划分 成 有 限 多 个 小 


平行 四 边 形 ,使 每 个 小 平行 四 边 形 的 长 对 角 线 的 长 度 都 小 于 二. 一 整 点 有 无 穷 多 个 
分 布 在 有 限 多 个 小 平行 四 边 形 中 ,由 抽 居 原理 知 必 有 无 穷 多 个 。 一 整 点 落 在 同一 个 小 
平行 四 边 形 中 .显然 ,这 些 c' 一 整 点 两 两 之 间 的 距离 都 小 于 二 

将 这 样 选 出 的 无 穷 多 个 “一 整 点 所 对 应 的 复数 记 为 


mic -Аа-—дЬ,ї = 12…. 


由 于 第 1 个 "一 整 点 与 后 面 的 每 点 的 距离 都 小 于 二 ,因此 有 


lm = m)e + (А, -aa+r(u - )b Т, Ф 


i = 2,3,… 由 于 这 表示 不 同 点 对 之 间 的 距离 , 故 三 数组 (4; - hi ,ma от = ту) 两 
两 不 同 且 有 无 穷 多 组 .因为 满足 

ТА А 1+1 -pl+l т, т, ! < 1996 
的 只 有 有 限 多 组 , 故 至 少 有 一 组 使 

lÀ, = А ТГ — ду 1+1 т - mi |> 1996, 
且 使 @ 式 成 立 .矛盾 . 

综 上 所 述 ,符合 题 中 条 件 的 非 零 复数 a,5,c 和 自然 数 h 不 存在 . 

例 12 如 图 18-4, 平 面 上 由 边 长 为 1 的 正三 角形 构成 一 个 (无 穷 的 ) 三 角形 网 格 ， 
三 角形 的 顶点 称 为 格 点 ,距离 1 的 格 点 称 为 相 邻 格 点 . 

A.B 两 只 青蛙 进行 跳 星 游戏 .“ 一 次 跳跃 ”是 指 青蛙 从 所 在 的 格 点 跳 至 相 邻 的 格 
S. “A.B 的 一 轮 跳 路 ”是 指 它们 按 下 列 规则 进行 的 先 4 后 B BUBKEK: 
任意 跳 一 次 , 则 B8 沿 与 4 相同 的 跳跃 方向 跳 肥 一 次 ,或 沿 与 之 相反 的 方 


向 跳跃 两 次 . 
规则 ( 下): 当 4、B 所 在 的 格 点 相 邻 时 ,它们 可 执行 规 
则 (DD) SR — $ BEEK tn] DA Hi 4 连 跳 两 次 ,每 次 跳跃 均 保 
持 与 в А6, 17 B 则 留 在 原 地 不 动 . 
# A.B 的 起 始 位 置 为 两 个 相 邻 的 格 点 , 问 能 否 经 过 有 
ВЫ, Вед В 恰好 位 于 对 方 的 起 始 位 置 上 ? 
(2008 年 国家 队 集 训 测 试题 ) 


图 18-4 


解法 1 不 可 能 . 

由 已 知 , 设 这 些 格 点 由 1 和 = 1-25 E A.B 为 4. 有 在 复 平面 上 的 位 置 ， 
不 妨 设 开始 时 ,4 = 0,В = 1, 注 意 到 题 设 中 的 操作 对 А - В 的 改变 量 为 : 

(1)A(A - В) = 0; 

(2) (А - В) = Зай, Є Z; 

(3)A(4 - В) = V3iw',k € Z. 

若 经 过 有 限 轮 跳跃 ,可 使 4、B 恰 好 位 于 对 方 的 起 始 位 置 上 , 设 此 时 A(4 - В) = 0 
出 现 了 a 次 ,A(4 - B) = 3 出 现 了 5 次 ,A(4 - B) = 3w 出 现 了 c 次 ,A(4 - В) = Зо? 
出 现 了 d 次 ,A(4 - B) = Yi 出 现 e 次 ,A(4 - B) =Y3iw 出 现 了 /次 ,A(4 - В) = 


VY3iw? 出 现 了 5 次 (这 里 a.b、c、d、e、f、g 为 非 负 整数 ) ,由 此 得 到 
3.- 3а-3ь- 37-362, 
ЛЖ 2 得 ;左边 是 3 的 倍数 ,右边 不 是 ,矛盾 ! 
因此 不 可 能 从 4 = 0,B = 1 变 成 4 = 1,8 = 0. 
解法 2 不 可 能 . 
不 妨 设 B 在 4 右 方 与 之 相 邻 的 格 点 上 . 现 为 每 个 格 点 赋值 如 下 : 
先 取 4 初始 所 在 格 点 ,此 格 点 赋值 为 1, 以 后 赋值 规则 如 下 :任意 一 个 格 点 赋值 为 它 左 


边 相 邻 格 点 处 值 乘 以 w, 又 是 它 斜 左下 方 与 之 相 邻 格 点 处 值 乘 以 a”( 其 中 o = 1 +30), 
开始 时 ,4 = 1,8 = w, 而 由 规则 知 ,任意 一 轮 跳 路 不 改变 А 所 在 格 点 的 值 与 B 所 


在 格 点 的 值 的 比值 . 若 最 终 А,В 能 交换 位 置 , 则 二 = 时 ,矛盾 ! 所 以 不 能 做 到 . 
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【模拟 实战 】 


习题 A 


ЕЯ 
1. 设 复数 > = cosg + ising(0 < 0 < к), = 0 ,已 知 1w1= 3 аа < 至 求 0. 


2. a € R. 复 数 w = 1+ai' 若 复数 z 满 足 smz — w = 0. 问 o 取 何 值 时 ,12 -z+21 有 
最 小 值 ,并 求 出 这 个 最 小 值 . 

3. 设 0 < 0 < 2r, 复 数 z = 1-eosg +ising,u = а? + ai, 且 zw 是 纯 虚数 ,a € R. 
(1) 求 复数 и 的 辐 角 主 值 (用 9 的 代数 式 表示 ); 
(2) 记 w = 2 + и? + 2zu Й]: o 可 能 是 正 实数 吗 ? 为 什么 ? 

4. 设 复数 > 满足 1z | = 1. 试 求 12 - 3z - 2 1 的 最 大 值 与 最 小 值 . 

5. 82 ку < 1,22 + 6 <2,х,у,а,Ь ER 有. 求证 : | Ь(х?— у?) + 2axy |< /2. 


对 nE N°, 5, ЖУ) /Gk U D а ЫАМ В ааа € R°, R. 


个 


Уа, = 17. ИЧЕ п, S, 也 是 整数 , 求 一 切 ИЙ. 
7. 设 z = x+yi 是 复数 ,其 中 x,y 是 有 理 数 , | z | = 1, 求 证 :对 于 任意 整数 由 , | 2" - 


1 1 是 有 理 数 . 
8. 复 平面 上 点 4,8 对 应 的 复数 分 别 为 = 2,za = -3, 点 对 应 的 复数 为 z, 汪 型 的 
二 角 主 值 为 p. 当 点 己 在 以 原点 为 图 心 .1 为 半径 的 上 半圆 周 (不 包括 两 个 端点 ) 上 


运动 时 , 求 p 的 最 小 值 . 


习题 B 


. 已 知 复数 > 和 w 满足 以 下 两 个 条 件 : 
(J)z+w+3=0; 
(2) 1 z 1,2, 1 o | 成 等 差 数 列 . 
间 «жаң: - ато) 有 无 最 大 值 ? 若 有 ,把 它 求 出 来 。 
аяй , x +ç = 工 的 右 焦点 为 F.B ЖЭЙ E 5005, A РАВ ЛЕЯ, B. F. 


A.B 依 逆 时 针 排 序 , 求 点 4 的 轨迹 . 


Б] 


3. 已 知 复数 = 满足 mg(z + a + ai) = 2, Н am(z - a — ai) = 57а Є), ° 
arg(z -b+ bi)(a > b > 0) 的 取 值 范围 . Ë 
4. 设 4 Аа А, ЖЭР Е{ЕЛ п 点 . 求 到 诸 А, 8 (k = 1,2,…,n) 的 距离 平方 和 为 š 
常数 的 动 点 P 的 轨迹 . £ 
5. А,В, C 分 别 是 复数 za = ai, = 去 + bi, = 1+ ci 对 应 的 不 共 线 的 三 点 (a,5， ош 
с 都 是 实数 ) .求证 :曲线 z = z¿ ` cost: + 2z + сові + si”, + 2 sintt(1 € R) 5 я 
ААВС 中 平行 于 4C 的 中 位 线 只 有 一 个 公共 点 ,并 求 出 此 点 . u 
6. 设 0 为 复 平面 内 的 原点 ,Z， 和 Z, 为 复 平面 内 的 两 个 动 点 , 且 满 足 : 8 


(1)Z,.Z, 点 对 应 的 复数 的 辐 角 分 别 是 定 值 9 和 - 9(0 < 0 < 2) 
(2) 202,7, 的 面积 为 定 值 5. 
求 A 0Z, Z, 的 重心 Z 的 轨迹 方程 及 Z 点 所 对 应 的 复数 模 的 最 小 值 . 
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第 十 九 章 ”复数 与 三 角 


【基础 知识 】 

复数 的 三 角形 式 及 棣 模 佛 定理 ; (соз0 + isin0)" = соѕлб + isinng 等 沟通 了 复数 与 
三 角 间 的 关系 ,复数 的 幅 角 主 值 与 反正 切 有 内 在 的 联系 ,因此 ,三 角 问 题 或 反 三 角 问 题 
有 时 可 以 借助 于 复数 来 处 理 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 已 知 复数 z = cosa +isina,u = сой + isinB, 且 z+u = 2+ 34. аца + 
В) 的 值 . 

解 ”由 题 设 ,得 

z + u = (соза + isina) + (соѕ8 + їзїп?) = (сова + cosB) + 1(вїпа + sinB) 


= 5+ $i. 
根据 复数 相等 的 充 要 条 件 , 得 


cosa + со = 2, Ф 
N + sin8 = 3. ° 
Ф.О 两 式 的 左边 分 别 进 行 和 差 化 积 , 得 
28926-8 4 Ф 
24 228. 3 Ф 
@:@, 得 an 二 8 - 3. 
2tan +8 2x— 


所 以 tan(a + 8) = 
1- 


= eos „ш Ж, жс. аса лез 

Е Ў z = oos 了 +isin 了 , 则 z = совт івіп 7,2 = — = 1,0) совт = 
+2 2x г + Зх P+ á =-1 _ 
252,008 9 = 2 cos = 2—5 , 且 -了 =- 三 =- э = m. 


从 而 cos 28 + сов Е + соз 7 


= еа э) + cos(x — 7) 


азая a ов) 
7 7 7 


в) (0) 6004) - Масив) + (3 如 +4 本)] 


1гг(1+2) 201+2) 2+2 1-2 1 
Так Жын Ба ЫШ 2 ) 


+ = š 
1+2 2+1 2 
13 解 方程 8cos’x - бсозх +V2 = 0. 
Ñ 设 z = cosx + isinx, 则 cosx = 251 = TG + 二), 代 入 原 方程 ,得 


=- >t 


(2+1 300+ 1) 605 = 0， 


展开 化 简 , 得 2 + 3 +2 = 0. 即 >° +/22 +1 = 0. 


即 2 = 222 „02, соз» + isin3x = 2 „2. 
соѕ3 х < 
依 两 复数 相等 ,得 
sin3%x „2 
=+ 
3x = 20 «ЭЛ, х = = 2 > 并 (KE 2). 


故 原 方程 的 解 为 = 267 + ЖЄ 2). 
例 4 Жї 0 = 4arctan 二 - аглап 55 的 大 小 . 


Ж асап 5 和 arctan эс ФНС, = 5 + i 和 2 = 239 +1 ЕН. 


28 =i 88 2 EET ЕЖЕ [4 дно 


т-на ЭкИ. 


_ * _ 476 + 480i _ 114244 | 114244 ; 
в < 239 +1 ` 239 +1 2 2392 +1 + 239 +1 


114244 .239 +1 
239 +1 114244 


) = агс!ап( ) = arctanl = 


【 解 题 思 维 策略 分 析 】 


1. 善于 把 三 角 函 数 式 转化 为 复数 或 其 各 种 表示 形式 


Tsinx + Sin3x + sin5x + … + sin(2n – 1)x 
例 5 化 简 eos> + cos3x + сов5х + … + cos(2n - 1)х` 


= 
4: 


解 ük z = cosx + івіпх, 22 = 1,277 = (z Z)" = 1,z' = cosnz + івіплх, 


z" = Cosnx — іѕіплх. 


ЕЕЕ н, э _ an 
则 совлх = 2 “зп = & 55 ,sin2nx = Z 二 , 

即 sinx + sin3x + sin5x +… + sin(2n — 1) 

= а) в) + (# - 1] 


= ен 4] 


1 zl- 2) ж(1-:”" 


一 21-2 
¿E= FË 1 (2-ғ) 
2-1 721 1-2 


类 似 有 совх + cos3x + cos5z + … + сов(2п – 1)х 


= 116 +) + (а) в (а +Z) + + (2 + D1)] 


1 a 二 > |= 2 
= [++ ++: ')+(т+ + += + 215] 


下 
2 ` z-z “2 21 1-1 
sinnz * совпх 


зїпх 


sinx + sin3x + sinSx + + sin(2n — 1)х 


= lannx. 


созх + cos3x + сов5х + … + соз(2п — 1)x 


边 妈 证. 


6 证 明 三 角 恒等式 cowg = ЕУ] Ctcos(n -26)g,mE N° 


= 二 ce 15) Cieos(n — 28)0. 


最 后 一 步 成 立 是 因为 由 欧 拉 公式 ,和 是 实数 , 故 每 一 项 仅 剩 下 实 部 . 
事实 上 ,用 С = C R sin(- х) = - sinx, 虚 部 都 抵消 了 . 
B 对 nm = 2,3,4 的 情形 , 利用 cos( - х) = cosx, 此 恒等式 简化 为 co8g = 


24 о 
© 机 

分 析 由 复数 的 指数 形式 易 知 cos"9 = (°° +£ Š” +e” ,利用 二 项 式 定理 展开 上 式 右 | £ 
š 

证 明 ”由 复数 的 指数 形式 及 二 项 式 定理 得 和 
«ом = +7, - уу бу (е-*)* 的 
& 

H 

Ж 


1 + eos20 а 3cos0 + cos30 
-2 ‚соз*@ = 7 


+ (- 


证 有明 Ма = 1 时 ,第 2 个 结论 显然 成 立 . 


ceosgsing[ С! cos”™0 — Сі, сов" Osin 0 + Cacos”" gsing + 


30 cos = 3+4e039 + e0549 这些 公 式 是 很 有 用 的 . 
例 7 ”证 明 三 角 恒等式 ; 


2х..... (п-1)х Уп 


(1) вів эт. in 3 sind -= о (п> 2,п Є №; 
(2)sin д n sin Ка Qn - Ds 20n EN) 
п 4 


Мп 2 时 ,由 棣 模 佛 定理 ,得 

(cosb + isin0)?' = cos2n0 + isin2n0. 

上 式 左边 依 二 项 式 定理 展开 得 

co + С\,сов"' Өвіпбі — С, сов"729вїп?Өї — Cacos”" bsim Oi + 
1)" CY!cosOsin”"™! Oi + (— 1)“sin?”0 = cos2n0 + isin2n0 (ж) 
在 (* ) 式 中 ,由 虚 部 相等 得 


4 (1)"! Cer-'sin"?0] 

= cosbsing[ C), (1 — sin0)"' — C3,(1 — sin 0)"2si + =° 
+ (— TD Car 'sin"?0] 

= sin2n0. 


由 于 当 8 = ж, ты оно = 0, B п > 28, Е 0 9 соѕбзіп 5 


Инона Эно 


„Оа оерп = 0, 所 以 z = віп? зіп? 3 


0, 所 以 * = si а 27-а Съ Е Ruk 
С„(1-х)"7'- Ca,(1 z)'2x + (0) Сат" = 0 的 根 ,于 是 有 


Сэ, (1 - а) — Chl- х) +(—1) С = А-(х = si э. )(ж - 


2n-l 


si 2®)у- (ж -sim 1), 


同样 地 ,在 ( x* ) 式 中 ,由 实 部 相等 得 


Ф 


(1 — віп? 0)" – С (1 – sin0)"'sin + + (— 1)"віп0 = cos2ng, 当 0 = 2 Эк 


2 
ЕР 
4п'%" ап’ Ped 


- С„(1-х) ж + + (- 1)"a" = 0 的 根 ,于 是 有 


(1- <)" - GjəL(1- x)" '!x + (1) "а" 


= B +: (x = sin° 1) (= — віп? Mu) = вш? = 12). 


比较 О.О 两 式 中 的 最 高 次 赛 的 系数 ,得 

А = (-1)'(С„ + G, + + CR), 

B = (- 1)"(1+ С, ++ СИ). 

则 有 

(тА + (В = G. + Q ++ Ch =2”, 


(= тта +(-1)"В = G, - G, + С„- Сыз + CH! Ch = 


解 得 А=(-1)1.2”!, 


В =(-1)”+2”'. 
Ж Ф.О 两 式 中 ,由 常数 项 相等 ,得 
б, = 2л = (-1)”'Ази? еш? sin Slr, 
С = 1 = (- 1) "Вајт Фа? ЭЛ. віп? = 1. 


ЖО. 两 式 分 别 代 人 上 面 的 两 式 ,得 


< ж... в-1 Уп 
віп узшу sin Fr 7 = >i 


4п°4п’ 


21-а)" 


2. 善于 把 反 三 角 函 数 式 转化 为 复数 的 幅 角 主 值 问题 处 理 

例 8 设 arctana + arctanb + arctanc + > = 0, 试 比较 下 列 每 组 中 两 个 数 的 大 小 : 

(l)ab + bc + ca 5j1; 

(2)a + b + c 5jabc. 

解 ”把 arctana,arctanb 和 arctanc 分 别 视 为 复数 za = 1+ ai,z = 1+ pi 和 za = 
1 + ci 的 辐 角 主 值 , 设 z = азу, = (1 + ai)(1 + bi)(1 + ci) = (1 — ab — be — са) 
+(a+ b+ c – abc)i. 

依 复数 乘法 的 几何 意义 , 原 式 化 为 argz = – L: ,由 此 式 知 ,复数 z 的 实 部 为 零 , 虚 部 


为 负 值 . 
于 是 有 (1)ab + bc + са = 1;(2)a+b+e < abc. 
例 9 化 简 : 
ama Lt LY акон el (-1 z < D. 
i 意 得 | x 1€ [0.1],L+LzI-VvI=z -0， 
М ”由 题 意 得 | x 1€[ ЕТЕУ Рае 


则 26 + Ф Є [0,r]. 
х= (1+1 ма) +(1+1х1-М1- А), о =l x |+ V 1- 21, Д] 
arg(2 + а) = 20 + ç. 


ЯВ го = 4(1 +1 z 1)1, 9 arg( 2 + о) = 2:0 


原 式 = 0+2 = 20:0. x. 
【模拟 实战 】 


习题 A 


(созӣ ~ їзїп#)*. (1 + itan0)° 
1. 化 简 (созӣ + isin0)° - (tan + i) ` 


2. Ü - 1 < x < 1,ЖЙЕ віп(4агсвіпх) = 4x(l1 - 222) / 1 —- а. 


3.3R3E:cos 7 — cos 27 + сов 37 = +. 


оза МЕ Н Эрушо 


dx 6r 8л 


Заин жо 


-求证 :tang + tan(g + 亚 ) + tan(0 + 22) + os + tan(0 + 


.计算 see 等 + see 9 +sec9 +sec9- 


. 对 于 a € N ,n > 2, 求 证 下 列 恒 等 式 : 


ел 
а! 1 eos 经 1= рч = (- Di 
К i 


Q) |] ч z =n: (2 


у, 


ВЕ п(п > 2) КУЕ ВОК, ЖИЕ: {РЕ 1,2, ,п 的 一 个 排列 cl ,aa ，… 


а, У а,соь 211 = 0. 
ГЕП n 


п-1 


п л) 


Ж [ок 为 奇数 ， 
7 1 ncotn0,n 为 偶数 . 


【基础 知识 】 


由 于 复数 的 引 人 ,代数 方程 的 有 关 问 题 出 现 了 新 的 内 容 ,在 复数 范围 内 ,对 于 一 元 
п К а, + ах! + + ao = 0(a, 关 0), 则 有 下 述 一 些 结论 : 

1. 代数 基本 定理 。 复 系数 的 一 元 n 次 方程 有 且 仅 有 ЧАСЕ 重 根 按 & 个 根 计 
算 ). 

2. 韦 达 定理 。 设 x ,x,,…,%, 是 该 方程 的 n 个 复 根 , 则 它们 与 方程 的 系数 之 间 成 
立 如 下 关系 : 


а„-\ 
XÚ t x; + ° + x, = —= 
a, 
а, 
和 二 和 和 
` а,_ 
xa x "Uw = (- 0) 251, 
ы а, 


Isi <ü <<; <a 


мача, = (-1)5®, 
3. 实 系数 方程 虚 根 成 对 定理 。 若 a。, a,,…, a, 都 是 实数 , 则 对 方程 的 任意 复 根 


*, 其 共 扼 复 数 * 也 是 该 方程 的 根 . 
对 于 复 系数 的 一 元 二 次 方程 ax? + bx + c = 0(a z 0), 我 们 可 将 原来 的 实数 范围 


内 的 一 元 二 次 方程 的 求 根 公 式 x = =b s C басса _ 4ac > 0) М ваг 


BU b — дас 的 平方 根 , 则 求 根 公式 依然 成 立 . 
对 于 二 项 方程 л а = 0, 可 令 а = r(cos0 + ising)(r > 0,0 € R) ,利用 复数 开 


方 , 即 得 该 方 各 的 x AB (соз 2 268, isin 0 20) ,这 里 大 = 0.1 „_|. 


一 般 地 ,对 于 低 次 方程 ,可 以 利用 复数 相等 的 充 要 条 件 ,转化 为 实数 问题 求解 .有 
235 [ 


ТЕ ОЗЕН [4 Эсас 


ës =; 


онаа МА Эно 


时 也 可 以 采用 以 模 为 突破 口 , 先 求 模 | z |, 再 求 复数 г. 
【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 


非 实数 根 ,其 中 2 个 根 的 积 为 13 + i, 另 2 个 根 的 和 为 3 + 4i, 这 里 i 为 虚数 单位 , 求 b. 


解 


хуҗ, = 13 +1,ху+ д = 3+4i. 故 


b= 


例 2 Жї <" + (13x - 1)? = 0 有 10 个 复数 根 mn r Tay sas ro Tas s yT 
其 中 是 ЕНСЕ = 1,2,з,4,5),Ж—1— + —1_. L. ‚—1_. + -的 值 


(第 12 届 美 国 邀请 赛 题 ) 
解 H x" + (13x - 1)" = 0, 得 
Gaz. =- 
3а y" = - 1104838829 o, отор 0:03 , з 594, 904 + Gs ws , Ñ 
рте wm 或 (i= 1,2,3,4,5). 


它们 都 是 一 次 方程 ,各 有 一 个 根 , 所 以 不 妨 设 1 —{ 


_ __@ H 
и аат 


于 是 


= (3 - 4i)(3 + 4i) + (13 + i) + (13 — i) 


ОЯ а,Ь,с. ЖЮЗ НЕГ, 7 х* + ах + ba? + cx+d=0 有 4 个 


(第 ІЗ 届 美 国 邀 请 赛 题 ) 
Ж дуул xs уз, 是 方程 的 4 个 根 . 由 题 意 可 约定 x, = xi,x = xx, ШАТ 


XiX2 十 2123 + X1X4 + XaX3 + ХХ + Хуа 


(х + х) (аз + 4) + KIX2 + Ху 


51. 


тг Эл ӘСР Та Та Т5 Т5 


т = w lZ АНЯ 


一 Ф, 


= 30 -DG3w 10) _ 170 з + 2) 


Fr ° 


从 而 由 韦 达 定理 得 
二 =-5x170-192 (w+ 本) = 850. 


一 般 地 ,方程 x* + (ax + b)” = 0(a、b € R,ab 2 0) Ж 2п ЖИЙ г, rí (G 


r а; "а 


п(а? +1) 


Е n). ту) -= 


Т1 ТҮЙ 
例 3 СЗАО э? + 2(k — 1) +9х + S(k - 1) = 0 有 一 个 模 为 /5 的 虚 
根 , 求 天 的 值 ,并 解 此 方程 . 
解 ”由 实 系 数 方程 虚 根 成 对 定理 , 知 原 方程 有 一 个 实 根 和 两 个 模 为 /5 的 虚 根 , 它 
们 互 为 共 罗 虚 数 , 设 这 三 个 根 为 a + bi,a - bi,c(a,b,c € R,b 40), 
а + 0 = 5. Ф 
(а + bi) +(a - bi) +c =-2(k - l), 
пия са + bi)(a — bi) + с(а + bi) + с(а – bi) = 9, 
(а + 01) (а – bi)c = – 5(Е – 1). 
2а +c =-2(k - 1), 
综合 own |. = 2, 
с=- Е +1. 


ШО, Фе = 1- к,а = -у(1- 昌 , 并 将 其 代入 加 ,可 得 上 = - 13. 


再 求 原 方程 的 解 : 当 k = - 1 时 , 原 方程 的 解 为 1 + 2i,1 - 2i,2; 4 k = 3 时 , 原 方程 
的 解 为 -1+2i - 1 - 21, -2. 
#14 设 a 是 复 系 数 多 项 式 Fx) = а, + az + + а (а, 天 0) 的 一 个 根 . 


өөө 


人) 求证 :Ta lg 1+ max 1215 


1а, 
(2) #1 а 1 (k = 1,2,5 а) е1» 一. 
+1а1` 

证 明 (1) м = „тшк 1, 当 1 a 1< 1 时 ,结论 显然 成 立 . 
当 1a1> 1 时 ,由 f(a) = О, а,а" + а, ла! + + ao = 0, (*) 
XK a, + 0,489 
la 1" sl .et 

а, а, а, 


= M(la I”! ж ро 1+ 1) 


е алт, Лай" 
Ита аг" 


Br la |< 1+ М. 


(2) 由 (*) 式 ,及 | a 1< 1(k = 1,2,…,n), 得 
237 [ 


онча Эрас 


2 А е П 
Га 1= Таа + аа + + аа" 1 У | аа I< > Га 1“, 
ЕП їл 


1 ao | 
Р == \ 
Тае т = тат 
А А a рн _ 
Isla 1 Ута Уо Уу = 1] А «т! = 1+1 001,2 
k=0 А-0 +-0 26 = 


故 1a 1> т. 
015 Ш Y" + a, x" +… + ах + as = 0 的 系数 都 是 实数 且 满 足 条 件 0 < 
а < 7 ал 1. 已 知 4 为 此 方程 的 复 根 且 14 1> ЕА" = 1. 
(1992 年 CMO - 7 试题 ) 


ио ЕКЕМ ГА Эдш 


解法 1 因 4 为 方程 的 根 , 故 有 
2" + аА +…+anA+ao=0， 
将 上 式 两 端 同 乘 以 4 - 1, 得 到 
0= (А - 1) (А + a, À"! + = + a,À + ao) 


= А"! + (а, DA + (a, oA +++ + (ao - а,)А — ao, 
由 此 可 得 
A = (DA + (а. oA + +(а-а,)А + а Ф 
其 中 右 端 的 系数 都 是 非 负 实数 ,因此 有 
ТАТ = 1(1-a,)42" + (аа oo)A + + (а, - ao)à + ao | 
< (1-а) ТАТ +(a а) ТАТ +з + (а а) ТА 1+ а. 
@ 
由 已 知 1 2 1> 1, 故 由 @ 式 又 有 
ТАТ (аа) ТАТ" + (aza — aaa) ТАТ + + (a, = ao) ТАТ" 
+ а ТАТ" =là 1. ® 
ТОЦ ТА 1"” < 1, 从 而 得 到 1 1 = 1. 这 样 一 来 ,不 等 式 四 ,@ 都 变 为 等 式 .因而 有 
如 下 的 辐 角 关系 : 
arg(1 ~ а, 1)А" = arg(a,., — aa) = … = arg(a, — а„)А 
= argao = 0. 
这 意味 着 
(1- a,.)2" > 0, 
L... = а a)2" 2 0,1 = 1,2,---.n - 1, ы 


Ў # @ #l O ж#н 
ч 


А = A + A + + (a, - в)А + aç > 0. 


从 而 有 
А"! = |a" =l 1 =1. 
| 
| 解法 2 Фа 让 ,于 是 le1= BA =1А Та нА ЕМО ВОТ 
ГА 1а" жа ТА 1а + +а,1А1@+а = 0. 
А, = ТА Т", Ы аА 1, = 1,2077, п, НТА 100 < a <a 
=< л «ТАНОБ, = b,,ñi © т 
ba" + ла"! ++ Ба +, = 0. © 


将 四 ТЕД а - 1, 得 到 
0 = (a = 1)(ba"”+ Ьа"! + "° + bra + ba) 
baa" + (Ба = b,)a" + + (bo – bi)a - bo 
= (b, - Б.) 0а" — a") + (Ьу — Б) ба — a!) ++ + (br Б) Са" — 
а) + 0а" - 1). 0) 
28 = 二, 则 加 式 化 为 
(b= bc) B+ (b, 6,2) 01 82) + +(b -ba)(1-#)+ b (1-8) 
= 0. @ 
注意 ,@ 式 中 的 系数 都 是 非 负 实数 ,因为 181= 1, 故 有 
Ке, = Ь;,)(1-°"') 0,4: = 01…my 
共 中 6.， = 0. 由 图 取 实 部 又 有 
Re(b, = 5„)(1- 8) + + Re(b, - б)(1- #') + Reb,(1 - @'*!) = O, 
所 以 有 Ве(%, - 61) 01 77) =0 = 0,1,--,.n. @ 
因为 如 > 0, 故 由 Rebo(1- 81) = 0, 得 到 Re(1 - 7!) = 0. 又 因 181= 1, 故 得 
В 和 从 抽风 
另 一 方面 ,因为 已 知 方程 的 所 有 系数 都 是 正 实数 , 故 А 不 是 正 实 数 , 从 而 а 1, 
Bz1. 但 181= 1, 故 Re(1 - 8) 关 0. 但 由 加 式 又 有 
(b, - bi)Re(l - 8) = 0. 
МИФ ОЬ, = bi, 亦 即 有 11X41” = а, ТАТ. а, = 12 121. 
但 由 已 知 条 件 又 有 а < 1, 故 有 a,.， = 1. 因 而 1X1= 1, 从 而 得 到 
a 


А?! A = a" = 1. 


Зен ТА ЭрушО 


Б: о 【 解 题 思 维 策略 分 析 】 


ж 
ж 1. 借助 方程 处 理 问题 
Е 16 已 知 ow + Bw 可 表示 成 以 + Bop 为 变 元 的 二 元 多 项 式 , 求 这 个 多 项 式 
£ 的 系数 之 和 . (2005 年 西部 奥林匹克 题 ) 
中 解 在 a* + 记 的 展开 式 中 , 令 a+ B = 1,aB = 1, 其 所 求 系数 之 和 为 5,, 则 a、B 
й 是 方程 x* - x + 1 = 0 的 根 . 解 得 
ja в = созу + sn, = сз — isi, 
是 т 

从 而 of + 8 = (cos ® з + isin +)“ + (соз = isin 了 六 

= (co 等 +isin EE), (eos EE а к) 


= 20 Ёт, 

ДХ К = 2005,1 S, = 1. 

#l7 设 是 给 定 的 自然 数 . 求 所 有 的 正 数 对 (a,b), 使 得 x? + ах + b ах?" + 
(ах + b)” 的 因 式 ， (1992 年 上 海 市 高 三 竞赛 题 ) 

解 ” 设 x 是 方程 x* + ax + b = 0 的 根 . 

HI b > 0 知 xo = 0, 且 xo 也 是 方程 as?” + (ах + Б)" = 0 的 根 . 

从 而 ,axi" + (- 0)" = 0,882 =-а. 

解 得 

РЕ асв QR DF isin (26 5 клк = 0,1,2,…,2n —1),Н х 必 为 虚数 ， 
否则 - а = xl" > 0, 矛 盾 . 


另 一 方面 ,x。= — 
а аә ОБОК а Co. 


工 (22+ 10) 3r 
从 而 得 < 52 8 <: 
п <2k+ 1 < Зп. 


由 此 可 见 , 当 m = 1 时 ,无 解 ; 


当 n > 2 Bf, 
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Ов + луг 
2п i 


а = [2cos 


О + я: 
2п И 


b = xo mQ = | zo Ë = a" = [2cos 
其 中 n < 2k + 1 < 3n,k € N. 

Ë “ 算 两 次 "是 一 种 重要 的 数学 方法 .本 题 从 两 种 不 同 角 度 计算 х 的 值 ,经 比较 
得 出 问题 的 结论 . 

2. 关注 运算 的 几何 意义 处 理 问题 

例 8 关于 x 的 二 次 方程 x* + zx + 2 + m = 0, 1,22, т 均 为 复数 , 且 27 - 
4z = 16 + 20i. 设 这 个 方程 的 两 个 根 为 ,8, 满 足 1la - B1= 2/7,Ж | m Ú 的 最 大 值 和 
最 小 值 . 

f ”由 韦 达 定理 得 a + 8 =-za8g = z, + m. 

因为 (a – В)? = (а + В)? - 4aB = 21 – 4z, – 4т. 

所 以 le —- B 1 =14m- (z - 4z;) | = 28. 

BB I m - (4+ 51) 1= 7. 

这 表示 复数 m 在 以 4(4,5) 为 圆心 ,7 为 半径 的 圆周 上 , 且 原 
点 0 在 @4 内 .如 图 20 -1 连结 ОА 并 延长 交 @4 于 两 点 B 与 
C. 易 解 得 

тї. =1081=1041+14B1= V4 + 7. 

ті, =l ОС1=1 СА 1-1 401= 7-41. 

#9 2.2.2, 是 3 个 模 不 大 于 1 的 复数 ,w、w, 是 方程 (z - 2) (: - z) + 
(а-,)(:-,) + (z - ,)(:- z) = 0 的 两 个 根 .证 明 : 对 j = 1,2,3, 都 有 

тіп д а 1, |z; — ox || < 1. (2008 年 国家 队 集 训 测试 题 ) 

证 明 ”由 对 称 性 ,只 需 证 明 :minll а - o, 1, 1а -wz1l<1. 

ЖЮ д. Z ooy < 

J(z) = (z — z)(z — z,) +(:-з,)(к-з,) +(а- 23) (2- z), Hi 

f(z) = 3(z — o) )(z — в»), 
得 3(z - wl)(z - ex) = (zi - z; )X(zi - z;), 

因此 , 若 1z z 11 а за 1<3, 结 论 成 立 . 


2 2105 + 2)2; + 232; 
另 一 方面 ,由 w + o> = зба + 2 +), = 一 


1 1 22- (ап + ој) _ 3(2z — (а + аз)) 


2-а фаса (2 юш )(#—@» flz 1 


ЖЖ ЗЕ-++4ЕКЕ МЕТА Эро 


ЧАТА Зо 


30а - 20 + 2 + а) 


re (а - 22)(2 - z) 
2(2z гу) 
i (а 35% 


ий, |. 2®-=у =, | > 1 时 ,结论 成 立 ， 


Pera 
下 设 1 z - z 1° Га з.|г = =) җе; 
如 图 20 – 2, 考虑 以 4(z1)、B(z,),C( 有 a) 为 顶点 的 三 角 AG) 

形 . 记 т, ЖТА, а= НЛА АВС 的 边 BC 上 的 中 线 和 高 , 则 

be > 3,2m, < bc. Р ь 
ШР р, с < 2, 所 以 m, < b.m, < ee, 由 此 推出 BC 

КОЕ. 2 2—10] 


+ с-а? = 26-а >6-4>0, 所 以 人 4 < 
90°, АРУ 三 角形 .所 以 ,入 4BC 为 单位 圆 内 的 锐角 
三 角形 .平移 A ABC 使 B.C 在 单位 圆周 内 (或 圆周 上 ) ,延长 C 交 单 位 圆 于 了 , 则 由 


<D < ZA < 至 得 sin4 > sinD, 所 以 26 = 8С «ВС = э. A ABC #HED 46 


sin4 < віп 
< 1, 于 是 2m。 < bc = 2Rh, < 2m, ,矛盾 ! 因 此 这 种 情况 不 可 能 发 生 ， 
综 上 所 述 , 原 命题 成 立 ， 


【模拟 实战 】 


图 20-2 


习题 A 


1. 设 a > 0, 在 复数 集 C 中 解 方 程 2 +21z1= а. 

2. 已 知 关于 zx 的 二 次 方程 (1+iDz+(1+eaix + а? +1 = ОШ ЖШ,ЖЖ а 的 值 . 

3. Ë n € N` , 求 让 :方程 2*' - Z - 1 = 0 有 模 为 1 的 复 根 的 充 要 条 件 是 +2 可 被 6 
整除 . 

4. 已 知 复 平面 内 A ABC 的 顶点 4,8,C 对 应 的 复数 分 别 为 3 + 2i,3i,2 -i, 动 点 P 对 应 
的 复数 是 >, 若 关于 z 的 方程 1 + az + Gz + 8 = 0 表示 A ABC 的 外 接 圆 , 求 复 数 


а,В. 
рз 


5. 如 果 复数 o 1 = 1, 求 证 :方程 (| 二 这 )”= w(n € N` ) 的 所 有 根 都 是 不 相等 的 实 
数 . 

. 设 实 系数 方程 2: - а? - ах — b = 0 有 三 个 正 实 根 , 求 证 :方程 办 — s + bx + a = 
0 必 有 一 个 正 实 根 和 两 个 互 为 共 轿 的 虚 根 . 

. 设 a,6b,e 为 实数 ,方程 x? — (a + 56+c)x+ab+ bc + ca = 0 有 一 个 形 如 a + Bi 
(a > 0,8 z 0,8 € В) 的 虚 根 .求证 : 

(l)a,b,c 都 是 正 实数 ; 

(2) 存在 一 个 以 /a V b V с 为 边 长 的 三 角形 . 


. 关于 “的 方程 如 + tw +з = OG: € RsE C,arg s = $) 有 3 个 复数 根 ,它们 在 复 
平面 上 对 应 的 点 是 边 长 为 /3 的 正三 角形 的 3 个 顶点 . 求 st МИН. 


е 


м 
Шарона нта Зо 


ос 
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第 二 十 一 章 ”复数 与 几何 


【基础 知识 】 

复数 的 几何 意义 构建 了 代数 与 几何 之 间 的 相互 联系 .利用 复数 研究 几何 问题 的 关 
键 在 于 怎样 选取 恰当 的 坐标 系 ,进而 建立 几何 元 素 的 复数 表示 ,并 借助 复数 的 运算 来 
探究 平面 几何 问题 的 解决 方案 . 

1. 两 点 间 的 距离 

复 平面 上 ,任意 两 点 Z , Z, 间 的 距离 为 1 z, - z l. 

2. 定 比分 点 公式 

设 АПАА Z; oE It А IE: = 4(4 天 - 1), 则 = = t AE 是 定 比分 点 
2 的 复数 表示 .特别 地 , 当 4 = 1 时 即 得 中 点 公式 . 

依照 定 比分 点 公式 , 易 得 平面 上 三 点 2, , Z,, 7, 共 线 的 充 要 条 件 是 :存在 三 个 不 全 
À, + À, + À; = 0, 
Ау + Àsz; + Азд = 0. 

推论 若 Z, Z, Z, 不 共 线 ,上 且 存在 实数 4, ,4,,4, 满足 
ee š 

Дуд + А42; + Азд = 0, 


为 零 的 实数 лл. Ж 


ША, = À, = À, = O. 
з. 点 到 直线 的 距离 
设 点 Z, 到 由 点 Z,, Z, 决定 的 直线 1 的 距离 为 4, 则 d = 1 z - z 1.1 sing 1, 这 里 
е 247,7, 到 如 公所 成 的 角 . 注 意 到 
23 — 21 
2 — z, 


23 - =) (2122 + 2525 + B21) 
а-а É ' 


sing = m| 


|z —- z, 


于 是 4 = тр раба +з + ба) 的 绝对 值 ， 


由 此 可 知 ,由 2,,2,,2, 构成 的 三 角形 的 面积 


Sasss = Эрш + а 二 五) 的 绝对 值 ， 
4. 两 直线 的 夹 角 
设 及 ,2 略为 复 平面 上 的 三 点 , 则 之 ZZoZs = ап 2] .由 此 可 知 ,四 边 形 


лл, Z, 为 国内 接 四 边 形 的 充 要 条 件 是 2 二 二 : ТЕЕ = A(X > 0). 
5. 相似 
i& AZ, Z,Z, š AW, W,W, 为 复 平面 上 的 两 个 三 角形 . 则 这 两 个 三 角形 直接 相似 
的 充 要 条 件 是 全 二 2 аза, (+) 
lz zl _ le -@1 
2-2 | а-а 1" 
事实 上 ,( * ) 式 等 价 于 | 
эт аӊ. 0 
“(&=1)- (а), 
因而 ( x ) Ж A Z, Z, Z, 与 A W, W, W, 直接 相似 . 
6. 平行 与 垂直 
2,Z, // 2, Z, 的 充 要 条 件 是 二 2 = k(k € R). 


2\7, | Z,Z, ааа а = = ki(k€ R). 


7. 向 量 旋 转 
ЖЕНЕ, Z, 88 Z, 按 着 时 针 方向 旋转 0, 再 伸缩 7 倍 (r > 0), 得 向 量 Z,Z = Z. Z, ге. 


特别 地 , 当 9 = Т, тў, RUIZ Z 与 7 7, 所 夹 的 角 分 别 是 于 , 乞 ; 当 r = 1 时 , 表 
示 线 段 1 Z12 | 与 1 Z,Z, | 相等 . 
【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 平面 上 有 5 个 点 4,B8,C,U,V 分 别 表示 复数 ab,c,uz. 如果 ДАУ, 
AyBuU,A UvC 彼此 直接 相似 ,求证 :和合 4BC 也 与 它们 直接 相似 . 
证 明 ”在 复 平面 上 考虑 问题 ,由 题 设 可 以 写 出 以 下 的 等 式 


运用 等 比 定理 ,得 出 
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Ёк =1ЖЕ7РЕ-+4ЕЙЕ ЗЕ ТЕ ЭЕнО 


»-а _ (к-а)+(и-ь)+(с-и) 


жЕКЕ НАЗИ. | 


[эс 


| ИЗЭ ЗР т. БЕЗЕ 1, ВОХ = 0. 


u-a “ (и-а)+(®-ь)+(т-и)” 


这 正 说 明 A AUV о ДАВС. 
例 2 Ü O h: A ABC 的 外 接 圆 圆 心 ,D 是 边 4B 的 中 点 ,下 是 人 4CD 的 重心 ,求证 ; 
如 果 АВ = 4C, 则 ОЕ | CD. (1983 年 英国 奥林匹克 题 ) 
证 明 中 如 图 21 - 1, 以 0 为 原点 , 过 0 旦 平行 于 BC 的 


因为 48 = 4C, 所 以 
z = i, 
zp = cos - isin0, 


zu = — cos0 ~ isin0. 


于 是 an = Tü + s) = eos + + (1 - sinB)i, 


图 21-1 


z = Т0, + zc + zy) = реон + (1 — sin). 


_ cos0 + та + sin0)i 


2 Жог 
HT 22 
®-% 


= оюб + - (1 — sing)i 


3sin( T - ТЕ - $ + icos (4 - 9) 


и 


< гын - Эс ® - 2) + isim (4 - ©) 
А 0 
=ч Эїсо T -%) 
是 纯 虚数 , 故 ОЕ | Ср. 
#J3 如 图 21 -2 所 示 , 获 形 ABCD 的 内 切 圆 0 与 各 边 分 别 切 于 点 E.R,G.H, 在 
ЕЁ 与 6H 上 分 别 作 @ O 的 切线 交 4B 于 1 , 交 BC 于 N, 交 CD 于 P, 交 DA 于 0. 求 证 : 
MQ // МР. (1995 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


证 明 HHB 21 -2 建立 复 平面 . 设 内 切 圆 半径 为 1, 了 DOH = 9( 定 值 ), 人 DOQ = 
0..2 РОМ = x – 0,0 РОЮ = 0,ZD0P = 0 - 9. 同 理 , 了 BON = 0 - 0, ,WJ 


地” 荔 双 林 . 复 数 法 证 明 平 面 儿 何 问题 | .中 等 数学 ,1997(4);6 ~ 11 


= ое 06690 жй; 


о 
奥 
э = рр руб — 0) + isin(x — б,)] Е 
= чт cos, + isin0,), š 
| Жж жей, ———[соз(@0 – 0,) — isin(0 -~ 0,)]. ч 
ге = сый — eos(0 ~ 0.) + isin( - 0:)]. Е 
А 是 
于 中 ap zu = сыг cd — 6) |[ees0,eos(0 — б.) + 


| cos0,cos(0 - 0,)] + i[sin0,cos(0 - 0,) - sin0,cos(0 — 0,)]! , 
上 1: 式 虚 部 = sin0,cos0cos0, + sin0,sin0sin0, — sin0;cos0cos0, — sin0,sin0sin0, 
= cosOsin( 0, — 0,). 


合理 ,有 
о-у = сай о 19016909 - 0,) + cos0,cos( 0 — 0,) ] + icos@sin( 0, – 0,)| , 
созд. 
29 — 2м _ ____ 00800080, _ 
从 而 sy 00 8) = 8,) Š R+úk MQ // NP. 


例 4 “fE A ABC:B,Z C = 30°,0 是 外 心 ,I 是 内 心 , 边 AC 
上 的 点 也 与 BC 上 的 点 E, 使 得 AD = ВЕ = 4B. 求 证 :07 L 
DE,01 = DE. (1988 年 国家 队 选 拔 赛 题 ) 

分 析 “利用 向 让 旋转 ,要 证 01 DE ҢО = DE, АЙЕ 
ШЕ = i: 07 Ё = е. 0) ОЁ = е3. О]. 

证 法 1 如 图 21 - 3. 设 @0 的 半 ёі, 则 4B = 1, 以 C 
Б; CB 所 在 直线 为 x 轴 止 向 建立 复 平面 , 则 2, = 2sinA, 图 21 -3 
zz = 2sin4 - 1. 

z, = 2sinB(cosC + isinC), BË =- 

ТАВА = BË. e =-е*,Д АЙ = e. 

则 态 = АВ - 

故 z = Аб + z, = e" + 2sinBe”' 

ЩЕ = e Z + 2sinBe™ — (2sin4 – 1) 


ЁРЕ pij Eu [Н Эрес 


Ñ dsin sin В соз15° — sin4 = sinB - 1. 


= (/ЗзіпВ - 2sin4 + 1 208) + i(sinB – 4). 


Е io- А. В у; 
W] 20 = ea = 4sin Fsin Te, 


В. eos15° — sin4) + i(4sin sin 号 sinl5e - сов). 


[О] = (asin 2, sin — 2 > 


Bi. 态 = (cos4 — 4sin sin C sin159) + i(4sin sin Ф. eos15° — sin4). 
X ZA + LB = 150°, s mas 注 ): 


Ка 


cosd — 4sin 2 sin 2 йп15° = VSsinB - 2sin4 +1- 


| 一 


A Eb = і. 01. 
故 01 | DE B.0I = DE. 


ю 


注 cos4 - 4sin ыш 全 sin15* = /3sinB - 2sin4 +1- 


«әсоА — 4sin 2 sin(75° — 2 )sin15° = /3sin(150° - А) — 2sin4 + 1 a 


‹әсозА - вїпАвїп30° + (1 ~ cosA)(1 — cos30°) = 33а +3 + 5 siná ~ 2sin4 + 1 гуз 
Җ дып зїп Z cos15° - sin4 = sinB -二 
esin 2 віп 多 cos15* - 2914-5 B А В „_ 


2cos15o(2sin Asin P: — оов А сов й — sin 4 ‘sin 多 --1 
— - 2еоз15°зїп15° = — 


证 法 2 }Д821-3,Е®{ ЈА, ІВ, 1р, 1Е, ОА, ОВ, АОВ = 60*, 且 A40B 为 等 


юз 


边 二 角形 .又 1 为 内 心 , 且 АР = АВ = ВЕ, АРА 0 A BAI 2 А BEI, 


从 而 人 EIB = 人 DIA = / АВ = 1080 + ZC) = 105°,1D = IB,IE = ІА. 


以 1 为 复 平面 的 原点 , 设 4,8B 的 复数 为 z,z,, 则 态 = Вее = глеб ЛЁ = А её" 


= 
деб', 


又 栈 = BÀ efi = (2 — zs)e3' ,所 以 
лб 1 = z + (z - 2)е = дей + z (1 - e3:). 
于 是 10. = дей е + z, (1 — е5) е = ае - ае, 


МТО - е = ОЁ, DE | ОЮ АРЕ = Ю. 
注 ”选择 恰当 的 复 平面 原点 ,可 使 复数 运算 简捷 . 
例 5 在 全 4BC 中 ,已 知 ZA = 60?, 过 该 三 角形 的 内 心 у, 
I 作 直线 平行 于 4C ЖАВ Р Е.{Е BC 边 上 取 点 P 使 得 3BP = 


BC. 求 证 :和 BFP = У ZB. (第 32 届 IMO 预选 题 ) 
分 析 。 如 图 21 4, ДЕ (РР) = ag PF = 52. 
证 明 | B11= a. 则 内 切 圆 半径 
ae = а( B. З.В) 
= asin, ze = а(сњ + >). 
1 BC 1= аон В + reot С = -和 BC Q беш, 
вп зш 
则 2, = 1 = УЗа а (0058 + isinB)， 
6sin > 
ВІРЁ = 2 = z; - 1р = 1р УЗа (сав - isinB), 
бэш С 
2 
= Imz sinB 
则 (РЁ)] = = 
tan[arg( PF)] = Rez сөз В ы Ё) Р 
sin Ç (сов э + y sin 2 ) - сов 
sinB _ В 
I+ со = 1812, 


Е аш (РР) = <. 


故人 人 BFP = +B. 


016 ЖА,В,С 分 别 对 应 复数 a = айза = + + bi,s = 1+ ci 对 应 的 不 共 线 


ЉЕТА Эш О 


аљ ЕЕЕ НЕ [4 Эрш С 


(а Б.с ВЭ). ШЕ ЕЕ z = z + cost: + 22, * сов? + sin + z; * віп? (1 
€ R) 与 公 4BC 中 平行 于 4C 的 中 位 线 只 有 -一 个 公共 点 ,并 求 出 此 点 . 
(2003 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


WEB DP; = x+ yi(x;7》), 则 
к + yi = асоба i+ 2(-1- + М)соё + sini + (1 + ci)sintr. 


实 虚 部 分 离 ,可 得 
x = сов ° si?” + sini = si, 
y = а(1- x)'+2b(1 - z)x + e (0 < z < 1), 
Шо у= (а+е- 20) +2(b- a)z + a. 
因为 4,B、C 三 点 不 共 线 , 故 a + c - 2b > 0. пра 


线 是 抛物 线段 , 如 图 21 - 5,AB 和 BC 的 中 点 分 别 是 осі, 


ену 


所 以 ,直线 DE 的 方程 为 

у = (ес а)х + (3а +2Ь- с). 9) 
ШФ. 联 立 得 
(а+с-2Ь)(х- 


l. 

Ө =. 
Фа +е-25 0, (х - 2) = 0. 于 是 x = 二 .注意 到 二 < 1 < ЗИДИ 

物 线 与 人 4BC 中 平行 于 AC 的 中 位 线 DE 有 且 只 有 一 个 公共 点 ,此 点 的 坐标 为 (二 


аа 20) ,其 对 应 的 复数 为 


_ l a+c+2b 
人 4 
【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 利用 图 形 中 的 特殊 点 作为 复 平面 原点 
例 7 对 于 任意 三 角形 ,求证 : 

(1) 三 边 上 的 高 共 
(2) 外 心 . 乖 心 .重心 共 线 ,并 旦 外 心 到 重心 的 距离 等 于 重心 到 重心 的 距离 的 一 半 . 
证 明 设 在 复 平面 上 ,人 4BC 的 外 心 为 原点 0 ,如 图 21 - 6, 且 不 妨 设 A ABC 内 接 


于 单位 圆 ,用 该 点 的 字母 表示 该 点 对 应 的 复数 , 则 
141=181=1C1=1. 


ГИ! 

ШАЙ = Ë = = 

从 顶点 А,В,С 向 对 边 引 垂 线 , 垂 足 分 别 为 Z, ,Za ,2 .因为 
AZ, 上 BC, 


、 Z =й 

所 以 кес) = 0, 

即 Re[(Z, А) (C = B)] = 0. 
化 简 得 2 вс. 2 = А - 8С. 
设 AZ, 与 BZ, 交 于 点 Н, n[ 49 


H - BC H А- 8С, Ф 
н- CA. H = в С. о 


їн ©, 解 得 

H=A+B+C. 
АНА. В,С 的 对 称 式 ,可 见 CZ, 也 过 点 H ,ñk A ABC ЖРА Н. 

由 于 复数 0, 广 (4+ B+ C),A + B+C 分 别 对 应 人 4B8C 的 外 心 , 重 心 ,重心 , 故 它 
们 显然 共 线 , 且 外 心 到 重心 的 距离 等 于 重心 到 垂 心 的 距离 的 一 半 . 

Ж ”以 三 角形 的 外 心 作为 复 平面 原点 , 则 ААВС 的 九 点 圆 的 圆心 对 应 的 复数 为 
(А + B + СУЕ ААВС Ф BC = a, CA = b,AB = c, MJ À ABC 的 内 心 对 应 的 复 

aA + bB + сС 

数 为 Fan b та Г 

#18 Ü А,А,А,А, у ОО АЧ, Н,,Н,,Н,,Н, ЖОК ДААА, 
АА,А,А, ЛАА А, ЛАА Аз 的 垂 心 .求证 : Н, ,Н,, Н, H, 四 点 在 同一 个 贺 上 ,并 定 
出 该 贺 的 圆心 位 置 . (1992 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

证 明 ” 设 在 复 平面 上 ,0 的 圆心 为 原点 . 因 H, 为 A4:43:44 的 垂 心 , 则 

H, = А, + А, + А = (A, + As + Ay + A.) - А, 
同 理 , 有 

H, = (А, + А, + Ау + A.) - А,,Е = 2,3,4. 


设 加 0 的 半径 为 R,A = А, + A, + А, + 44, 则 
251 Р 


аара ЗЕ ТЫ Ə:-38O 


пате жо 


IH. - А1= 1А, 1= R(k = 1,2,3,4). 

这 说 明 Н, (А = 1,2,3,4) 在 以 4 点 为 圆心 ,半径 为 R ВИ Б. 

例 9 如 图 21 -7, 公 4B8C 和 公 4DE 是 两 个 不 全 等 的 等 腰 
直角 三 角形 , 现 固 定 ДАВС, П АРЕ 绕 4 点 在 平面 上 旋 
转 . 试 证 :不 论 公 4DE 旋转 到 什么 位 置 ,线段 ЕС 上 必 存 在 点 
M ,使 得 А BMD 为 等 腰 直 角 三 角形 .(1987 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

证 法 1 HT AABC 与 全 4DE 不 全 等 ,所 以 不 管 人 ADE 
在 什么 位 置 上 ,有 与 D 都 不 重合 .为 方便 起 见 , 取 В, D 所 对 应 
的 复数 为 实 轴 上 的 一 对 相反 数 : 

В = а,р =-а(аЄ R). 

其 余 的 点 ,就 用 该 点 的 字母 表示 该 点 的 复数 ,如 图 21 - 7. 由 题 设 知 

Е- р = (A- D)X- j), 

С-В = (А - В), 
即 

E+a=(A+a)(- 1), 

С-а = (А - a)i. 
相 加 ,得 

E + C =-2ai. 
故 存在 ЕС 的 中 点 


图 21-7 


Са, 

与 B = a,D = - “组 成 等 腰 直角 三 角形 . 
证 法 2 ”把 复 平面 的 原点 置 于 4 点 ,C 置 于 正 实 轴 上 ,因此 B 

А = 0. 不 访 设 C =/2,0А. В.С ИО еї /2. 

К ЕАС Н EXE 3808292 „О <А <V5, 且 点 也 

хаво АЁ. z 
当 公 4DE А 旋转 任 一 角度 6 之 后 ,点 E 对 应 的 复数 为 М 

Ав? ,而 点 了 对 应 的 复数 变 为 入 ”入 . 取 EC 的 中 点 1 , 则 点 M 图 21-8 


对 应 的 复数 为 二 (hem +Y2) .考察 点 B、M、D 所 对 应 的 复数 仍 用 该 点 的 字母 表示 , 易 见 


ЕЯ 
" 
° 
+ 
7 


HCL+ iD = Мей = À реа +6 


由 此 得 出 (В - M):i= D- M. 

上 式 表 示 А BMD 为 等 腰 直 角 三 角形 . 

例 10 р Е ДАВС 内 的 一 点 ,满足 Z DAC = 
Z DCA = 30°, Z DBA = 60°, Е 是 边 BC 的 中 点 ,下 是 边 4C 
的 三 等 分 点 ,满足 AF = 2FC. 求 证 :DE | EF. 

(2007 年 女子 奥林匹克 题 ) 

证 明 ”把 复 平面 原点 置 于 B 点 ,D 点 置 于 正 实 轴 上 . / 

注意 到 = 1. 31. Дф B = 0,D = LA = 
一 o'k. 

经 计算 可 得 (用 点 的 字母 表示 该 点 对 应 的 复数 ): 


C=1-w -wk, 


因此 DE | ЕЕ, 2 DEF = 90°. 

2. 关注 复数 运算 的 几何 意义 处 理 问题 

例 11 Ж 21- 10, 给 定 凸 四 边 形 4BCD ,一 B + ZD < 
180°, P 是 平面 上 的 动 点 , 令 

ЈР) = PA: ВС + Р” · СА + PC : AB. 

(1) 求证 : 当 /(Р) 达到 最 小 值 时 , P.A. B.C 四 点 共 圆 ; 

(2)( 略 ) (2008 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

证 明 (1) 引入 复 平面 , 仍 用 4、B、C 等 代表 4 、B、C 等 所 对 


B + C 1-а – о 
0 
во 2C +A _ 2 - 20? – 20k- wk 
= 7% = 3 š 
于 是 
E - p = L+ @ + ok 
РЕ 2 1-92 - (о + 207) 
所 以 
Е-Е_ 1,ф-1+(®+2ш)К w-w ,k+l _ i Е+ 
E-D 3 l + o? + ok kd 3 k-! k- 


图 21- 10 


Ете аа ае 


-—— == ==? 


аанча во 


НЯКАК, РЯ с, 有 
Га 1+1a 121 zi + z; 1, 


当日 仅 当 2, 与 z GEBDBE) 同 向 时 ,上 式 等 号 成 立 . 


ЖАРА. ВСР. АВ 1 РА. ВС + PC - AB 1. 

故 1(4- P)XXC- B)I+I(C- Р)(В- А) 1 

2104 - Р)(С- В) + (С - Р)(В- A)! Ф 
=1-Р+С-А+В+С-В+Р.А| 
=1(В-Р)(С-А)1=1РЁ1-1Аб1. 

ЖОРА} Вб АРС АЙ +1 РВ 1-1 СЛ! 

т1РЁ |1 Аб1+1 РБ1-1 АС1\ 

= (РВ +1 РБ1)-1Аб1 


>l BD 1 AG 1. Ф 
式 QD 取 等 号 的 条 件 是 : 


复数 (4 - P)(C - В) 与 (C - P)(B - A) 同 向 . 
故 存在 实数 А > 0, 使 得 
(А-Р)(С-В) = A(C- P)(B - A), 


A-P _B-A 
C-P C-B- 
Вв 5 = як. 
ОНЕРО ЖЕЕ БРА 所 成 的 角 等 于 本 旋转 到 访 所 成 的 角 ， А 
МІЙ, Р.А.В.С 四 点 共 圆 . 
式 @ 取 等 号 的 条 件 显然 为 8B、P.D 共 线 目 点 P 在 BD 上 . Е š 
故 当 /СР) 达 最 小 值 时 ,点 P 在 AABC ЎМЕЕШ Е, P. 
А,В,С 四 点 共 圆 . 
#12 设 P 是 锐角 三 角形 4BC 内 一 点 ,4AP、BP、CP 分 别 P с 
交 边 ВС ‚СА ‚АВ ЕР .Е.Е,В.Я A DEF w 人 4BC. 求 证 ， 图 21 - 11 
P 32 A ABC 的 重心 . (2007 年 西部 奥林匹克 题 ) 


证 明 本题 的 结论 对 A ABC 为 一 般 的 三 角形 都 成 立 .我 们 采用 复数 方法 予以 证 
明 . 

如 图 21 - 11, 设 P 为 复 平面 上 的 原点 ,并 直接 用 六 表 示 点 对 应 的 复数 , 则 存在 正 
实数 a、B、Y, 使 得 a4 + ВВ + УС = 0,На +B+7y=1. 


НТ О УАР 与 BC 的 交点 ,可 解 得 D = – т 


-a 
z 

同样 地 ,B = - тов, =- YZ 

Г КЕЗЕ 20 E _ E F 

利用 人 DEF w A ABC 可 知 4 = рс ТЖ 

УВС + E+ ac4 _ «АВ ВВС УСА ү 


L= y 11-Й 1=а@ lea l< R l< y 

化 简 得 
(2: - P)B(C - А) + (а? — У)А(С -– В) = 0. 
C4 


ЖН, Р, масс 2 єв, 因此 ， 


€ 及 ,这 要 求 己 在 全 4BC 的 外 
РВ 一 1 
接 圆 上 ,与 P {Е ААВС FJ Br у? = Р, Йа! = Z f a = B = Y = 
为 A ABC 的 重心 .命题 获 证 . 
例 13 锐角 三 角形 ABC 外 接 圆 在 4 和 8 处 的 切线 相交 于 D,M 是 AB 的 中 点 ,证 明 ; 
АСМ = LBCD. (2007 年 国家 队 集训 题 ) 
证 明 ”用 复数 法 . 
设 A ABC 外 接 圆 为 复 平面 上 的 单位 圆 ,点 4、.8、C、D、M 分 别 用 复数 a、b ,ec、a、m 
表示 , 则 ZACM = всрен = Š= c "сера = 22а. п агаты: 


ДР 


Е 


а-с'`а-с 2 
| — -0)(а-с) т 
Н = —— шуы. = НӘН € R. 
с =. + аЬ 
та+жь 2 


例 14 ”考虑 在 同一 平面 上 半径 为 R 与 r(R > r) 的 两 个 
同心 圆 , 设 P 是 小 圆周 上 的 一 个 定点 ,8 是 大 圆周 上 的 一 个 
动 点 .直线 BP 与 大 圆周 相交 于 另外 一 点 C. 过 点 了 上 且 与 BP 
垂直 的 直线 ! 与 小 圆周 相交 于 另 一 点 4( 如 果 ! 与 小 圆 相 切 于 
P, 则 4 = Р). 

(1) 求 表 达 式 ВС? + СА? + АВ? 所 取 值 的 集合 ; 

(2) 求 线段 AB 的 中 点 的 轨迹 . 

解 (1) 如 图 21 - 12, 作 矩 线 BCC'B' ,显然 В'С 过 点 4 . 
设 ВС 与 小 圆 的 另 一 交点 为 4 ,由 于 0 到 BC 的 距离 等 于 0 
#J дА’ 的 距离 ,所 以 


а 


онча Эро 
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28 + z, + za + Ze = 0, 2, + ze + zc = 26.0 
ВС? + СА? + АВ? 


= (26 — zə)(zc — Za) + (г — zc)(Z, — ze) + (ав — 20) (5 — Z.) 


= 4R° + 2r° — (26 * Z, + г, ° Ты + Zc * Zg + 2р ° ZZ + z, ° ZZ + zc * ZX) 
= 6R? + Зл? — (z, + 28 + 2.) (= + za + Zc) 

= 6R* + 2r.( 定 值 ) 

当 4 与 已 重合 时 ,容易 验证 ВС? + СА? + АВ? 也 等 于 6R2 + 21°. 

故 表达 式 的 取 值 集合 为 {6R* + 202}. 

(2) 显然 PBB'A 也 为 矩形 , 故 АВ 中 点 @ 也 是 PB' 的 中 点 ,所 以 ,zp + zp = 2ш, 


2р = 22) – 2р. 


кю 


ХВ ТЕКИ Е, 126 1= R, 则 


12z -zz1= В, 1% -1= Ж. 


这 表明 ,轨迹 是 以 线段 OP 的 中 点 为 圆心, 以 和 为 半径 的 一 个 圆周 . 


【模拟 实战 】 
习题 A 
О.Н Э АВС 的 外 心 和 垂 心 ,请 以 0 为 复 平面 原点 ,推导 重心 # 所 对 应 的 
复数 . 
求证 : 复 平面 上 三 点 а,в, 共 线 的 充分 必要 条 件 是 :可 za + тиз + ЄКЇ 
этлек, 


ДЕ] 


+ 


1 


s, 


‚ЖАЛ Z, Z; 是 正 向 绕 行 的 (顶点 Z,,Z,, Z, 依 着 时 针 方向 排列 ) .求证 :和 2 Z, Z, 


是 正三 角形 的 充 要 条 件 是 п + wz + wz = 0, 其 中 w 是 三 次 单位 根 e3*， 


Р A ABC 所 在 平面 内 的 任 一 点 , 记 BC = а,СА = b,AB = с,РА = u,PB = 


ъ,РС = ДЕ ы + уга + ra > 3. 


“ 若 凸 四 边 形 对 边 中 点 的 连 线 叫做 四 边 形 的 中 位 线 ,两 条 中 位 线 之 和 等 于 周 长 之 半 . 


求证 :此 四 边 形 为 平行 四 边 形 . 
如 图 21 - 13, 正 方形 ABCD 的 一 边 4B 在 直线 y = x +4 上 ,顶点 C.D ХЕЙ у = 


= 


oo 


„ 


> 


u 


е 


a 


#21 - 13 . 
Вр A ABC 内 部 一 点 ,使 人 4DB = Z ACB + 90°,Ң АС. BD = Ар · BC. 计 
к АВ. CD 
算 比 值 '4c BD ` 


. 在 矩形 ABCD 外 接 圆 的 弧 4B 上 取 一 个 不 同 于 顶点 4 ‚В ААМ К P.Q.R.SJEM Y 


别 在 直线 AD .4B、BC 与 CD 上 的 投影 .证 明 : 直 线 РО 与 RS 互相 垂直 . 


习题 B 


. 设 人 4BC 的 三 条 中 线 交 于 0 点 .证 明 :4B8* + ВС? + СА? = 3( 0А? + ОВ? + ОС?). 
. 如 图 21 - 14, 证 明 : 设 点 O 在 ААВС 的 边 4B 上 , 且 不 与 顶点 重 C 


合 . 则 OC · АВ < ОА. ВС + 08. АС. (1983 年 捷克 竞赛 题 ) 


ЛЕ ААВС 的 两 个 顶点 4 ВЖ ОО, .@ О, 同时 以 相同 的 角 


速度 按 顺 时 针 方向 运动 .证 明 : 点 С 沿 着 某 一 圆周 作 等 速 运动 . 
(1961 年 全 俄 奥林匹克 题 ) 4 е 5 


. 如 图 21 - 15,4 ААВС 的 三 边 上 向 外 作 公 BPC ‚4 СОА .全 4RB， 821-14 


使 人 PBC = Z САО = 45°, ВСР = 2 ОСА = 30°, АВЕ = 
Z КАВ = 15°. Е: РКО = 90°, ОК = РК. с 
(第 17 ш IMO Ш) 


` 


.( 伯 思 斯 坦 定理 ) Ш а, Б, с, d 顺 次 是 凸 四 边 形 4BCD 的 边 о 


长 ,m 和 n 是 它 的 对 角 线 长 , 则 тл? = ас + 0 - в 


2abcdeos(À + С). ү < 


. 设 ABCD 为 凸 四 边 形 ,4C = BD 1) АВ, ВС, CD , DA Е. 


分 别 作 中 心 为 0,, О, О,, О, 的 等 边 三 角形 ,求证 :0,0， 上 аары 


0,0,. 
‚ ТЕ A ABC Ф ,2АВ = ВС + C4. 求 证 :此 三 角形 的 内 心 . 外 心 .BC 的 中 点 以 及 4C 的 中 


БЕП ВЕ Д-ЭЕ-# ЕЖЕ МЕГА Эро 


ЕїяЗЕ ДӨ -+-ЕРЕ ЧЫТЕ ЖОШО 


点 四 点 共 圆 - 
8. 正六 边 形 4BCDEF 的 对 角 线 4C 和 CE 分 别 被 内 分 点 MN 分 成 如 下 的 比例 :4 


СИ = r. B.M.N 三 点 共 线 , 试 求 比值 7. 
9. Е Р Еп 边 形 4,4,…4, 的 外 接 贺 上任 一 点 . 
(D ЖУ! I PA 1 的 最 大 值 和 最 小 值 ; 


(2) 当 己 不 限制 在 圆周 上 时 , У) 1 PA, | 的 最 小 值 是 多 少 ? 


多 项 式 问题 


> 


第 二 十 二 章 ”多 项 式 的 因 式 分 解 与 求 什 


【基础 知识 】 
设 nE Nao,a,…a € C( 或 R 或 Z),a, у О, (х) = a," + aa +++ 
az + а 为 复 (或 实 或 整 ) 系数 一 元 п 次 多 项 式 ,其 中 ao，,…,a, 称 为 多 项 式 的 系数 . 
车 多 项 式 f(x) 的 次 数 为 n, 则 记 为 degf(x) = п. 
单独 的 一 个 非 零 复数 ,约定 为 零 次 多 项 式 ;系数 都 是 零 的 多 项 式 , 称 为 零 多 项 式 . 
一 元 多 项 式 有 如 下 基本 定理 : 
定理 1( 多 项 式 恒 等 定 理 ) ”对 于 两 个 n 次 多 项 式 ， 


a,x" + ад ++ + ax + ал bx + br! ++ bix+ bo 

«а, = ba = б„,,з,а = bi,a0 = Бу. 

定理 2 ”对 于 多 项 式 f(x) 和 g(x), g(x) z 0, 必 存在 多 项 式 g(x) 和 r(x), 使 得 
Черг(х) < ера (х) Я (х) = 0,Н f(z) = д(х)+ g(x) + r(x). 

定理 2 称 为 带 余 除 法 定理 , 若 r(x) = 0, 则 称 多 项 式 f(x) 能 被 多 项 式 g(x) 整除 ， 
记 为 g(x) | f(x) .类似 于 数 的 整除 性 ,关于 多 项 式 的 整除 性 ,有 以 下 性 质 : 

(DD) 车 h(x) Таба), а(х) 1 f(z),MÚ h(<) | f(z). 

(2) 车 h(x) 1 x), 则 对 任何 多 项 式 g(x) ,h(x) 1 f(x)… (х). 


(3) # h(x) | f(z),h(x) | g(x), 则 对 任何 多 项 式 а(х) 及 v(x), 有 h(x) | Габа) + 
259 
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J(x) +005) + g(x)]. 
(4)g(x) 1 f(z),f(xz) а(х) (х) = cg(x)(c 为 非 零 常数 ). 
定理 3( 余 数 定理 ) ”多 项 式 f(x) 除 以 x - a 的 余数 为 f(a). 


Ж Л) 除 以 ar - b 的 余数 为 号] . 
定理 4( 因 式 定理 ) йд у(х) 有 因 式 < а 的 充 要 条 件 是 /(a) = 0. 
Ж Ла) 有 因 式 ax - b 的 充 要 条 件 是 /之 ) = o. 


定理 5 МЕА у(х) = a," + … + ao 有 因 式 Б," + …+ 0, € Z, 
m < n) 的 充分 必要 条 件 是 b, 是 a, 的 约 数 ,bo 为 а, 的 约 数 . 

下 面 ,我 们 再 介绍 一 下 多 元 多 项 式 的 有 关 概 念 . 

设 后 是非 负 整 数 (i = 1,2,…,s,j = 1,2,…,n),a; EC( 或 R 或 ZJ)0i = 1,2,…， 
х), ДК 成 iso) = арх 为 
复 ( 或 实 或 整 ) 系数 n 元 多 项 式 .a 叫做 系数 ,每 一 项 指数 的 和 分 别 叫做 各 项 的 次 数 , 所 
有 各 项 的 次 数 中 最 大 的 数 叫做 这 个 n 元 多 项 式 的 次 数 .如 果 各 项 的 次 数 都 相同 , 称 为 
齐 次 多 项 式 . 

如 果 п ДК (уухаа) ЧЕЖЕ, Ні еі кје, 

(都 有 /x (任意 两 个 变数 
交换 ,多 项 式 形式 不 变 ) , 则 称 此 п 元 多 项 式 为 对 称 多 项 式 ; 

(2) 都 有 /f(xi ts (任意 两 个 变 
数 交 换 , 多 项 式 添 上 “-” 后 形式 不 变 ) , 则 称 此 п 元 多 项 式 为 交代 多 项 式 ; 

(3) 如 果 可 将 变数 z , x, ,…, x, 按 一 定 顺 序 轮换 , 则 称 此 п 元 多 项 式 为 轮换 多 项 
x. 

对 称 式 、 交 代 式 和 轮换 式 之 间 有 如 下 性 质 ; 

(1) 两 个 同 变数 的 对 称 式 的 和 差 , 积 、 商 (能 整除 ) 仍 是 对 称 式 . 

(2) 两 个 同 变数 的 交代 式 的 和 . 差 仍 是 交代 式 ,它们 积 、 商 (能 整除 ) 则 是 对 称 式 . 

(3) 两 个 同 变数 的 轮换 式 的 和 、 差 积 、 商 (能 整除 ) 仍 是 轮换 式 、 

(4) 同 变 数 的 对 称 式 与 交代 式 的 和 、 商 (能 整除 ) 则 是 交代 式 . 

(5) 多 个 变数 的 交代 式 , 必 有 其 中 任意 两 变数 之 差 的 因 式 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 
利用 x = 10 时 对 (x) 的 数值 进行 质 因数 分 解 去 寻求 有 理 整 式 f(x) = aa + 


н ах! + + a1x + ao 的 有 理 因 式 是 值得 我 们 注意 的 . 


例 1 将 多 项 式 f(x) = x* + x + 1 在 整数 范围 内 分 解 因 式 . 
(1978 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


解 令 x =10, 则 f(10) = 10 + 10 +1 = 110000001 = 3-37. 880991. 

由 于 3,37,990991 是 三 个 质数 ,将 x = 10 代 回 时 ,有 3 = 10-7 = х -7,37 = 30+ 
7 40 3,8037 = За +7 或 和 9x. 注意 到 定理 5, 但 f(x) 的 常数 项 为 1, 故 f(x) 的 
因 式 的 常数 项 也 应 为 1, 因 此 ,x - 7,3x + 7 或 4x - 3 都 不 可 能 是 f(x) 的 一 次 因 式 . 

注意 3.37 = 111,f(x) 有 可 能 有 二 次 因 式 +x+1. 当 990991 用 x = 10 代 回 时 ， 
有 990991 = 9 - 10 +9- 10 +9- 10 +9-10+1 

= (10-1) + 10 + (10-1) + 10 + (10 1) + 10 + (10 - 1) 10 +1 
= 10 10 + 10 – 10 +1 
= дб два - х1 

К,а y x y 1, абва — x + 180289 /(х) 的 因 式 . 故 

f(x) = (Q a x+ 1) 6 (абажа? - xz + 1). 

Ë ”这 种 因 式 分 解 的 方法 的 步骤 可 归结 如 下 : 

(1) Ф x = 10 代 入 原 式 ,进行 数 的 质 因数 分 解 . 

(2) 把 所 得 的 质 因 数 用 x 的 代数 式 换 回 . 

(3) 用 所 有 出 现 的 x 的 因 式 试 除 已 知 多 项 式 ,探求 因 式 的 特征 ,再 因 式 分 解 . 

(4) 有 些 多 项 式 在 x = 10 的 值 作 因数 分 解 后 ,还 须 将 因数 重新 组 合 ,从 而 得 出 原 式 
可 能 出 现 的 因 式 .例如 ,对 于 2 - 4, 用 x = 10 代 入 后 得 **” -4= 10 -4=32, 它 有 
多 种 组 合 因数 的 方式 ,然而 只 有 一 种 12 - 8 才 是 所 需要 的 . 

(5) 有 些 多 项 式 的 系数 是 分 数 时 ,应 先 提出 来 . 

(6) 最 后 还 需要 进行 检验 . 

#2 分 解 因 式 Kx,y,z) = '(у-) + y'(z— x) + 2'(х- y). 

解 ” 因 f(x,y,z) 是 关于 x,y,z 的 交代 式 ,所 以 必 有 因 式 x - у,у-2,:2- x, TF 
是 有 因 式 (x – y)(y - z)(z -x). 又 f(x,y,z) 是 四 次 齐 次 式 , 所 以 它 还 有 一 个 一 次 对 
称 式 的 因 式 , 故 可 设 

f(x,y,z) = (z = y)(y - z)(z — х) k(x + y + 2). 

比较 原 式 与 所 设 式 的 项 x’y 的 系数 ,得 大 =- 1. 

Ж f(x,y,z) =- (x-y)(y - :)(:- х)(х+у +). 

Ë ”此 例 也 可 以 运用 微 积分 知识 分 解 因 式 . 

记 已 知 式 为 g(x),y,z 看 作 常数 ,对 х 求 导 , 有 

g(x) =Зх'(у-:)-у' + 2: 

对 x 积 分 得 аба) = (у z) – (7 – 2)z + с.с = (0) = y'z- у, 
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于 是 g(x) = х%(у-:)- (у Z#)x + yy - 2) = (y —- xz) ° h(z). 

其 中 有 (x) = а? — xy? — xyz — x2 + y z + уг. 

ХМ y Rp. h'(y) =-2xy — xz + 2yz + 2 = 2y(z - х) —- xz + 2. 

再 对 y 积分 ,得 Ry) = у'(а- x) + z(z — x)y + сз, с = h(0) = а? — аз? J 
是 h(x) = (z — х)(у* + yz — xz — 82) = (z -x)Xy-x)(z + y + 2). 

Ж f(x) =- (x + y + z)(x - y)(y - z)(z - x) 

例 3 ”用 微 积分 方法 分 解 因 式 [(a - с)? + (b - 4)'])(a2 + Б) - (ad - be), 

解 ”由 于 已 知 式 中 变量 с 的 次 数 最 低 ,所 以 视 已 知 式 为 关于 c 的 函数 /(c), 对 其 
求 导 ,有 f(c) =-2(a — с) (а? + 00) + 2b(ad -be) = 2а(ас- Ë + Ь4- а?). ХҖХЇ 
c 积 分 ,得 f(c) = (ac - D? + bd — а?) + co, 

而 co = fa) = (b - 4) (а + 02) - а?(Ь- 4)#- (- В - bd) = O. 

因此 , 原 式 = (ас- 1+ bd - а?). 

例 4 ”分解 因 式 f(x,y,z) = (у - 2)(1+ ху)(1 + xz) + (2 —- 2)(1 + yz)(1 + 
зу) + (x? — y2')(1 + yz)(1 + xz). 

解 f(%,Y,z) 是 一 个 关于 x%,y,z 的 六 次 非 齐 次 轮换 式 . 当 y = z 时 , 原 式 = 0. 又 
根据 轮换 性 ,所 以 原 多 项 式 有 因 式 (y - z)(z - x)(x - y), 这 是 一 个 三 次 齐 次 轮换 式 ， 
那么 另 一 个 因 式 是 一 个 三 次 非 齐 次 轮换 式 , 故 可 设 f(xi,y,z) = (y - z)(z - x)(x — 
Lh ty +) + (Q y+ z+ 2 x) + (ау + y2 + а?) + ху: + k, (2 +y 
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+ Z) + klxy + yz + zx) + k(x + y + z) +]. 

比较 所 设 式 与 原 式 中 z 的 最 高 次 宕 的 系数 得 是 = k, = k, = ks = 0, 于 是 ,上 式 化 
为 J(x,y,z) = (бу-:)(:- х)(х- y) ° Гау + (ху + yz + zx) 

+ k,(x + y + z) +]. 

再 比较 上 式 与 原 式 中 x) y? 项 的 系数 得 А, = 0, 比 较 x) y ЮЖНА, = 1, 比 较 у 
的 系数 得 Һ = 0, 再 令 z = 1,y = 2,x = 3,18 k, = 1. 故 

f(w,y,z) = (Y~z)(z-x)(z-y)(xzyz + z + y + 2). 

例 5 对 于 非 负 整数 ,有 231(5™ + 2 +2""). 

证 明 ”考虑 取 23 = x, 令 f(x) = 5(x + 2)" + 2"(x — 5). 

注意 到 /(0) = 0, 则 x | f(x). 

故 231 (991 + 2" +2"). 

916 а,Ь,с 是 三 个 不 同 的 实数 ,p(x) 是 实 系数 多 项 式 .已 知 : (1)p(x) 除 以 
x -4 得 余数 ni(2)pP(x) 除 以 x - b 得 余数 5;(3)p(x) 除 以 x 一 c 得 余数 c. 求 多 项 式 
р(х) 除 以 (x - а)(х — Ь)(х - с) 所 得 的 余 式 . (1990 年 意大利 竞赛 题 ) 


解 ” 由 p(x) 除 以 x - a 所 得 的 余数 为 a, 故 可 设 
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р(х) = (x- a): Q.(a) + a. Ф 
Ф p(b) = (6-а) + Q (b) + а = 5. 又 注意 到 a > b, 
所 以 Q, (b) = 1, 即 有 0,(ж) = (х – Б) + 0,(х) +1, 
将 上 式 代 和 人 加 ,得 p(z) = (х — а) (х - b) + 0,(х) + x. о 
又 由 条 件 (3), 有 p(c) = (c - а) (с – Б) · 0,(с) + с = с, 
180,0) = 0,0 0,(х) = (х - c) - Q(x). 
又 将 上 式 代 人 四 ,得 p(z) = (х — a)(x – Б) (х - c) * 0,(®) + х. 
因此 ,p(x) 除 以 (x - a)(x - Б) (х - с) 所 得 余 式 为 x. 

注 “ 也 可 设 p(z) = (x - а)(х— Ь)(х- с) - Q(z) + r(z) ЖЖ. 

例 7 р(х, у) 是 两 个 变量 *,y 的 多 项 式 ,对 各 个 x*,y 有 p(x,y) = p(y,x)( 例 
如 多 项 式 2 - 2xy + 就 满足 这 个 条 件 ) .已 知 x--y 是 p(x,y) 的 因子 ,证 明 :(x - у)? 
是 p(x,y) 的 因子 . (Ж 8 届 加 拿 大 奥林匹克 题 ) 

证 明 ”由 p(x,y) 有 因子 x - y, 即 可 设 

р(х,у) = (х- y): Q(xz,y). 

于 是 ,(* - у). Q(x,y) = p(x,7) = p(y- x) = (y- z): Q(y,xz). 

这 表明 ,对 一 切 x,y, 有 (* - у). [Q(x,y) + О(у,х)] = 0. 

这 样 ,对 于 一 切 х,у х з у), О(х,у) + О(у,х) = 0. 

而 且 , 因 为 0(x,y) 是 多 项 式 ,所 以 对 一 切 x, 有 

Q(x,x) = 0, 即 x -y 是 CQ(x,y) 的 因 式 . 

故 (* - у) 是 p(x,y) 的 因子 . 

例 8 ”证明 :对 任何 整数 x 和 y, 代 数 式 

аб + 3xty — 5з? у* — 1552 y + 4ху* + 12у* 的 值 不 会 等 于 33. 

(Ж 9 届 莫 斯 科 奥林匹克 题 ) 


证 明 ”将 所 给 代数 式 分 解 因 式 得 

(х -2y)(x - у)(х + у)(ж + 2у)(х +3y). 

ШЖ у = 0, 那 么 这 个 代数 式 为 x .显然 不 可 能 存在 整数 x, 使 x” = 33. 

如 果 y < 0, 那 么 这 个 代数 式 的 五 个 因 式 的 值 两 两 不 同 ,但 33 的 因数 只 有 - 33, 
一 11, -3, - 11,3,11,33. 如 果 把 33 分 解 成 五 个 不 同 的 因数 的 乘积 ,显然 这 五 个 因数 
中 不 能 包含 + 33 ,也 不 能 包含 + 11, 由 此 可 见 ,33 不 可 能 分 解 成 五 个 不 同 因数 的 乘积 ， 
故此 时 代数 式 的 值 不 可 能 等 于 33. 

例 9 а,Ь,с 取 何 值 时 ,多 项 式 x* + ал? + bx + c 被 (x - 1) 除 尽 ? 

(基辅 奥林匹克 题 ) 


解 ”多项式 <t + ax + bx +c 除 以 x -1 得 商 式 
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Р(х) = + 22 + (а + )х+а+ь +1 Q (z) = a +b + e +1. 
ШАУ, Я 0, (х) = a +b +c +1 = 0. @ 
又 Р(х) 除 以 x - 1 得 商 式 

P,(x) = х? + 2х + (a +3) 及 余 式 Q,(x) = 2a + b+4. 

由 题 设 , 知 Q,(xz) = 2a + b +4 = 0. @ 
再 由 Р,(х) 除 以 x - 1 得 商 式 

Р,(х) = x +3 及 余 式 0,(х) = a +b. 

Н, 0,(х) = a +6 = 0, а =-6. 

将 a =-6 代 入 加 ,得 5 = 8. 

又 将 5 = 8,a =-6 代 人 加 ,得 ec =-3. 

故 a =-6,b = 8,c = – 3 ИЖ. 

例 10 р(х) = xt ках + ba +сх + а, а,Ь,с, а, Н. р(1) = 1993, 


р(2) = 3986,р(3) = 5979. 试 计算 十 [p(11) +p(-7)). (1993 年 澳门 奥林匹克 题 ) 


解 “ Q(x) = р(х) -1993x, 则 0(1) = Q(2) = Q(3) = 0. 
从 而 Q(x) = (x - 1)(x - 2)(x – 3)(z — r). 
于 是 ,由 р(х) = Q(x) + 1993x, 可 得 


ДЇР) + p(-7] = [001 + 1999-1 + 0(—7) + 1993: (-7)] 


= 110010) + 0(-7)] + 1993， 


但 0(11) = 10.9.8.(11-r)， 
0(-7) = (-8) : (-9) ' (- 10) - (-7- r), 
所 以 Q(11) + Q(-7) = 10.9.8.18 = 12960. 


ТРОП) + p(— 7)] = 3240 + 1993 = 5233. 


例 11 如 果 p(x) 是 一 个 n 次 多 项 式 , 且 对 k= 0,1,2,…,n, 有 p(k) = ру. 


确定 p(n +1). (第 4 届 美 国 奥林匹克 题 ) 


解 0005) = (x+1):p(x)- *. 由 已 知 条 件 可 知 , 0(x) 是 一 个 次 数 不 大 于 
n + 1 的 多 项 式 ,并 且 当 x = 0,1,2,…,n 时 ,都 有 Q(x) = 0. 

于 是 ,有 Q(x) = ax(x - 1)(x -2)…(x - n), 其 中 a 为 常数 , 即 

(ж + 1)р(х) – x = ах(х-1)(х—2)--(х- п). 

Фа =-1,ЁФ1 = а(-1)""-(п+1)!, 


ра =D 


(п +1)!” 
(1) 
турб - 1)(z - 2)=-(z - п) + 5 
OCO (аъ 01 
于 是 p(x) = а= х+1 ? 
M| р(а+ 1) = сй” з аза, 
1,n 为 奇数 ; 
故 p(n+1)= Ë я оп ЖЖ. 
【 解 题 思 维 策略 分 析 】 


1. 注意 对 次 数 或 序列 运用 数学 归纳 法 

例 12 1а, 是 裴 波 那 契 数列 ,其 定义 如 下 :al = а, = L,a,a = a,a + an 后 
N. 证 明 :如 果 多 项 式 р(х) 满足 : 当 丰 = 992,…,1982 时 ,p(k) = a,,M p(1983) = ase 
-1. 

证 明 ”对 nE€ NN 用 数学 归纳 法 证 明 更 一 般 的 结论 :如 果 n 次 多 项 式 满足 ,当天 = 
п+2,п +3,°,2п +28, р(Е) = а, р(2п +3) = as - 1. 

п = 1 时 ,有 p(3) = 2,р(4) = 3, 从 而 p(x) = x -1, 且 p(5) = 4= a, - 1. 

现在 设 结论 对 п - 1 成立. 下面 证 明 它 对 n 也 成 立 . 设 多 项 式 р(х) 的 次 数 为 n, 且 
MM hk = n+2,n+3,…,2n +2 时 ,有 p(k) = a,. 

考虑 多 项 式 0(x) = p(x +2) - p(x + 1). 

显然 它 的 次 数 不 大 于 n - 1, 因 为 当 k = n+1,n+2,…,2n BF, 

Q(k) = p(k+2)- р(Е +1) = at -ac = а. 

所 以 Q(x) Ж, МЕ = n+1,n+2,…,2n 04, О(К) = ai. 由 归纳 假设 ,有 

Q2n+1) = axa -1. 

但 是 ,@(2n +1) = р(2а +3) - p(2n +2), 

因此 р(2п +3) = p(2n + 2) + QO(2n +1) = а, + аа = 1 = axa - 1. 

由 数学 归纳 法 原理 ,结论 获 证 . 

ЗК p(1983) = aso - 1. 

例 13 一 个 关于 x,y,z 的 多 项 式 已 (xz,y,z),m = 0,1,2,… 序列 定义 如 下 : 
Р,(х,у,2) = 1,Po(z,y,z) = (x + z)(y + )Р„\(х,у,г + 1) - ZP, ..(z,y,z), 
m > 0. 证 明 :每 一 Р, (х,у,2) 是 对 称 的 , 即 x,y,z 的 任意 排列 , 它 的 值 不 变 . 


(1985 年 英国 奥林匹克 是 ) | 
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证 明 对 m 用 数学 归纳 法 . "4 m = 0 时 结论 显然 成 立 . 设 m = nm -工时 ， 
P, (x,y,z) 是 对 称 的 ,并 且 
(ж + у)Р„(х,г,у +1) — (х + :)Р„(х,у,: +1) = (у- z)P,(x,y,z) (+*) 
成 立 . 现 在 证 明 т = п 时 也 成 立 .从 P. (z, y, z) 的 对 称 性 容易 看 出 
P,(x*,y,z) = P.(y,x,z). 
我 们 只 需 证 明 已 (xz,y,z) = P,(x,z,y) 就 够 了 . 
由 (* ) 和 已 知 递 推 式 , 得 
P,(w,z,y) - P,(x,y,z) 
= (y+z)l|(x + y)P,.(z,z,y+ 1) - (z + z)P,.(z,y,z +1)} 
= (天 -22)P (zyyz) 
= (у + а) (у -z)P (xyz)- (у - Z)P, (x,y,z) 
= 0. 
为 了 证 明 ( * ) 式 对 т = п 时 成 立 ,要 利用 已 建立 的 Р, 的 对 称 性 . 
(х + y)P,(z,z,y+1)- (x+ z)P,(x,y,z +1) 
= (х + у)Р,(у + 1,х,2) – (z + :)Р,(: + 1,у,х) 
= (х+у)}{(у+х+1)(а:+х)Р,,(у+1,‚,х+1)- xP, (y +1,г‚х)} 
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- (а +:)}(:+ хх +1)(у+ ж)Р„,(:+1,у,х + 1) = ж*®Р‚\(: + 1,y,z)| 
= (x+y)(z+z)[(y+z+1)P,.(x +1,z,y+1)-(z+ x+ UP (х +1, 
уза +1)]- х*[(х + у)Р,(«,г,у + 1) — (x + z)P, (x,y,z +1)] 
= (аж у) (ж + ш) (у 2) Р, (ж +1,у,г)- х'(у-). Р, 1(х,у,2) 
= (у - 2) 10у + х) (а + х) Р, (уух +1) -xzP (zy z)] 
= (y - :)Р,(2,у,х) 
= (у - 2)Р,(ж,у,2). 
即 (* ) 成 立 . 
2. 注意 对 系数 的 讨论 ,灵活 运用 数论 知识 
#114 设 p,g 是 不 同 的 素数 , 正 整数 n > 3. 求 所 有 整数 a, 使 得 多 项 式 Kx) = 
a" жах"! + pq 可 以 分 解 为 两 个 正 次 数 的 整 系数 多 项 式 之 积 . 
(1994 年 中 国 国 家 队 集训 选拔 题 ) 
证 明 8х) = g(x) Ах), Җ g(<) #l h(x) 是 正 次 数 的 整 系数 多 项 式 . 
H + f(x) 是 首 项 系数 为 1 的 整 系数 多 项 式 ,所 以 g(x) ЖП h(x) 也 是 首 项 系数 为 1 
的 .不 妨 设 


в(х) = Z + a, g” + = + в, 
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h(x) = а + bx + + бо, 
其 中 rs > ,B asa ab 加 5, 六， 是 整数 . 

于 是 ,aob。= pg, 内 此 p а, 或 bo, 但 不 同时 整除 а, 和 Б. Ж рУ bo, MJ 
pla, у 
设 p1ao,…,p 1 алрћа,, TB д(х) + h(x) 的 + 次 项 系数 为 

аб + a, bi + + аф + аф, = asb, = 0(modp). 

注意 到 /(х) 中 次 数 小 于 n — 1 的 项 的 系数 都 是 р 的 倍数 ,因此 上 > n - 1, 所 以 
rz 上 zzn-l, 于 是 由 r+sy=m 及 r>1 得 到 ,r=nm-ls=1. 

因此 ,h(x) = х + b.,p Y bo. 

另 一 方面 ,9 | aobo .如 果 g 1 如 , 则 同 理 可 证 ， = n -1, 于 是 n = 2,53 n 3209. 
因此 ,9 下 加 ， 

由 于 bo 1 pq; 所 以 bo = + 1,0 А(х) = х +1. 

如 果 b = 1,00 h(x) = х +1, 因 此 ,f(-1) = 0, 即 

(= 1)" + a(- 1) + pq = 0. Ва = (- 1)"pq + 1. 

如 果 bo = 一 1, 则 h(x) = x -1, 因 此 ,f(1) = 0, 即 

1+а+рд = 0,4 а = – рд – 1. 

容易 验证 , 当 a = (- 1)"pg + 18а = – pq — 181, f(x) ВАГТ УЛЕСИ 
整 系数 多 项 式 之 积 .于 是 所 求 a 的 值 为 a = (- 1)'pq + 1 或 - pq - 1. 

例 15 ”给 出 一 个 集合 , 它 由 7 个 连续 的 自然 数 所 组 成 ,而 且 存 在 一 个 5 次 多 项 式 
P(x), 使 得 :(1) 多 项 式 p(%) 的 每 个 系数 都 是 整数 ;(2) 在 M 中 有 包含 它 的 最 大 数 和 最 
小 数 在 内 的 5 个 数 丰 满足 P(E) = k;(3) 存在 上 € M WE p(k) = 0. 

(1980 年 英国 奥林匹克 题 ) 

解 ” 设 7 个 连续 自然 数 为 a,a + 1,a +2,…,a +6. 

由 条 件 (2) 知 ,可 构 作 多 项 式 

р(х) = x+(x- a)(x-a- b)Xx - br)(* - b,)(x - b,), (ж) 
ЖР Ь,,6,,0 Є іа + 1,а + 2,---,а +5}. 

由 条 件 (3) 知 ,满足 p(k) = 0 的 上 E (а +1,--,а +5}. 

ЖЕ = а +1, (к), а+1 +1 (5) .cc ° cs = 0, 

其 中 ci ,csc 为 -1, -2, -3, -4 中 的 三 个 . 

Фа =- 1,0 =-2,c, =-3, 则 由 
а+1+1+(-5)+(—-1)-(—-2)-(-3) = 0, Ж-а <0, 矛 盾 . 
同 理 ,|c ,cc ç 1-1, -2, -3, -4 时 ,都 有 a < 0, 矛 盾 . 


аљина рас 


# k= e+2, 则 由 (*), 知 ac+2+2.(-4). ccc = 0, 


其 中 ie vec g [1,-1,-2,-3|. 
Жс = 1,c; = - 1,0 =-2. 则 由 
a+2+2.(-4).1.(-1).(-2) = 0, 
得 a = 14. 于 是 7 个 数 为 14,15,16,17,18,19,20. 
故 р(х) = x+ (z - 14)(х - 20)(x 一 15)(x -17)(x - 18) 满足 
р(16) = 16+2·(- 4) -1-(- 1) + (-2) = 0, 
р(14) = 14,р(20) = 20,р(15) = 15,р(17) = 17,р(18) = 18. 
例 16 多 项 式 (1 - z O (1 22) (1 27) ç. (1 20) а, Б, ТЕ 
(i = 1,2,…,32) ,并 且 该 多 项 式 具 有 下 列 奇妙 的 性 质 :把 它 乘 开 之 后 , 删 去 z 的 高 于 32 
次 的 那些 项 , 恰 留 下 1 - 2z. 试 决定 ba( 答 案 可 以 表示 为 两 个 2 的 方 智之 差 ). 
(1988 年 美国 奥林匹克 题 ) 
解 й/у=(1-:)°%°,(1-:2)».(1-2)%»%.-..(1-47)% 
=1-2z+&(z)， 
其 中 g(z) 的 每 一 项 都 高 于 32 К. 
比较 两 边 z 的 系数 ,得 b, = 2, 
Ж-) = (+ a)" 2)5(1+ :2)%-(1-49)'=е = 1 + 2z + g(— 2). 
а) Ha) = NS о (рс уә. 
(1-29) 92% оо (1 — 20) 2. (1 — „®уы,... 
= 1-4 + (2), 
其 中 g,(:) 的 每 一 项 的 次 数 都 高 于 32, 并 且 都 是 偶数 . 
令 w= ,fw) = f(z) - f(—- z), 则 
A (u) = a — 1) 25 (1 Z 2)“ (1 28 ш)» (1 Ре м^)" (1 可 ш°)%*?%%ю... 
(1 — а) (1 уы. 
= 1- 4ш + z(u), 
其 中 z, G) 的 每 一 项 关于 ш 的 次 数 都 高 于 16. 
比较 上 式 两 边 w 的 系数 ,得 b, + 2b, = 4, 
IN b, = 1. 
再 重复 以 上 步 又 , 设 r = и?,/,(т) = Л (к) (С ш), 可 得 
БО) = (б-н рс уз (1 ув. (р мум, 


(1-5) боб» , (1 — rs) 。(] - r) Stats (ү _ жуш... 


= 1- 16г + g (r), 
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其 中 ga(r) 的 每 一 项 关于 т 的 次 数 都 高 于 8. 


比较 两 边 r 的 系数 ,得 b, + 25, + 45。= 16. 

H b, = 2,b, = 1 得 6b = 3. 
继续 上 面 的 过 程 ,可 依次 得 b, = 30, bw = 22 - 2 = 4080. 最 后 由 
b, + 26, + 4b, + 8bs + 166, + 326 = 2°, 

得 ba = сачы =7-2. 

【模拟 实战 】 


习题 A 


. 分 解 因 式 f(x,y,z) = (y + z)(z + x)(x + y) + xyz. 
, 分 解 因 式 /(z,y,z) = (y - 2) + (z 2) + (x у). 


.求证 :多 项 式 /(z) = (a - «)* Заба - х)* + 3 (a - х)* - аа-а), 0 «а 


< a BF, f(x) < 0. 
. 设 多 项 式 p(x) = ar + bé + cx + d, 其 中 4a,b,c,d ЫИ Ж Q + x + 2 
Z,#tx +2, 2 + x -2 除 之 , 余 3x +4.Ж a,b,c, d. (1992 年 中 国 台湾 竞赛 题 ) 
:已 知 a з 0 多项式 f(x) 除 以 x - a 和 x -b 所 得 的 余数 分 别 为 c 和 d, 求 f(x) 除 
以 (x - a)(x - b) 所 得 的 余 式 . 
. 用 整数 的 质 因数 讨论 下 列 多 项 式 在 整数 范围 内 的 因 式 分 解 ; 
(Ох) = х*-3х* +9; 
(2)/(x) = x° - ба? + 7а° + бх – 80 


ә ы 


ь 


о 


е 


习题 B 


У) вх) ВО) НЗ, НАТА) = х а(х) Рв АС). 
求证 :f(x) = g(x) = h(x) = 0. 

. 试 证 :四 次 多 项 式 x* + 222 + 2x + 2 不 可 能 分 解 成 两 个 具有 整 系数 a,b,c,d 的 二 次 
三 项 式 а? + ax + b lx? + ex + d 的 乘积 . 

已 知 多 项 式 x* + bx° + cx + 了 的 系数 都 是 整数 ,并 且 bd + cd 是 奇数 . 试 证 :这 个 多 


р 


项 式 不 能 分 解 为 两 个 整 系数 多 项 式 . (1963 年 北京 市 竞赛 题 ) 
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4. 设 多 项 式 p(x) = (x - а) * (x — as)*(z -mw)-1 其 中 ai= 1,2, n) JE n 
个 不 同 的 整数 . 试 证 : p(x) 不 能 分 解 为 两 个 次 数 大 于 零 的 整 系数 多 项 式 之 积 . 

(1984 年 上 海 市 竞赛 题 ) 

5. Ë: f(x) = x +5x"! +3, 其 中 是 一 个 大 于 1 的 整数 .求证 :f(x) 不 能 表示 为 两 个 
多 项 式 的 乘积 ,其 中 一 个 多 项 式 都 具有 整 系数 而 且 它们 的 次 数 都 不 低 于 一 次 . 

(IMO - 34 试题 ) 


Винта уво 


第 二 十 三 章 ”多 项 式 的 根 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 】 


对 于 一 元 次 多 项 式 f(x*) = a," + аа + + ах + aos 车 f(a) = 0, 则 称 
a (х) 的 根 . 

代数 基本 定理 ”任何 一 元 (> 1) 次 复 系数 多 项 式 至 少 有 一 个 复数 根 . 

根 的 个 数 定理 任何 一 元 n( > 1) 次 复 系数 多 项 式 /(x) 有 且 只 有 nn 个 复数 根 .这 
里 规定 上 ЖИНИ КШ. 

推论 1 在 复数 范围 内 ,n 次 多 项 式 /(x) 可 唯一 地 分 解 为 f(x) = а, (х xl)(x - 
sa) (ж к) НҢ доу, 为 1(x) 的 n 个 复 根 . 

推论 2 若 有 n+1 个 不 同 的 复数 ,使 得 两 个 复 系数 一 元 n 次 多 项 式 f(x),g(x) 的 
值 均 相等 , 则 /(х) = а(х). 

推论 3 若 n 次 多 项 式 f(x) 有 无 数 个 不 同 的 根 , 则 у(х) 为 零 多 项 式 . 

韦 达 定理 。 若 复 系数 一 元 n 次 多 项 式 f(x) = ам“ + GX + + ах + ау 
(а, z 0) 的 n 个 复 根 是 x ,xx， 则 


а„-1 
г ЧЫ 


| + 2k; + °° + x, 二 一 


2 @-2 
215) + Хоху + + xz. Z, = (- 1) š 


‚ш 
такта, = (C Dr. 


这 个 定理 的 逆 命 题 也 成 立 . 

实 系数 多 项 式 虚 根 成 对 定理 若 虚 数 a + bi 是 实 系数 一 元 a 次 多 项 式 /(x) МИН, 
那么 它 的 共 轰 虚 数 a - 5i 也 是 这 个 多 项 式 的 根 ,并 且 它 们 的 重 数 相等 . 

推论 ”任何 奇 次 实 系数 多 项 式 至 少 有 一 个 实数 根 .任何 个 次 实 系数 多 项 式 或 者 没 
有 实 根 ,或 者 有 偶数 个 实数 根 . 


整 系数 多 项 式 有 有 理 根 判定 定理 ”如果 整 系数 一 元 n 次 多 项 式 f(x) = ал" + 
—— 


ЕЗЕТ ЭрушО 


== ах”! + + ax + ao жата Св р›ч 是 互 素 的 整数 ) ,那么 р 一 定 是 a, 的 约 


数 ,9 一 定 是 uu 的 约 数 . 

有 理 系 数 多 项 式 无 理 根 成 对 定理 如果 有 理 系数 多 项 式 有 一 无 理 根 , 则 必 有 与 它 
共 郝 的 无 理 根 ,并 且 它 们 的 重 数 相间 . 

有 特殊 根 的 定理 。 对 于 多 项 式 f(x) = a + a, xw" + = + ayz + ao, 

(1) 多 项 式 f(x) НЕ lesa, + a, + `" + a, + ao = 0. 

(2) 多 项 式 f(x) 有 根 - 1а + az + = a) + as + 

(3) 多 项 式 f(x) 没有 正 根 所 所 有 系数 а, 都 是 正 数 ,或 都 是 负数 . 

(4) 多 项 式 Kx) 没有 负 根 Ə 所 有 偶数 (或 奇数 ) 次 项 系数 都 是 正 数 (或 负数 ) , 同 
时 所 有 奇数 (或 偶数 ) 次 项 系数 都 是 负数 (或 正 数 ) . 
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【典型 例题 与 基本 方法 】 
例 ! 设 多 项 式 ax” - ак + сз ++ + соза? n2bx + b А п 个 正 根 .证 
明 : 它 所 有 的 根 都 相等 . (1984 年 保加利亚 竞赛 题 ) 


证 明 ”由 于 原 多 项 式 有 个 正 根 x, ,x,，…,%, ,所 以 它 的 次 数 不 小 于 ,因此 а з 
0, 并 且 由 韦 达 定理 ,有 


хо + 2 + + x, = 1, 


CD (Уау б a) = n° 
2 


" 
а 


(~ 1)", = $. 

由 此 ,得 到 5 0, 由 平均 值 不 等 式 ,有 

үзү ч ( л. (2 1 

п = С = (xj + x; + + x, КЫЙТУУ +z) 
> (луш чага [s J - =. 

这 表明 ,只 能 = x; = … = x = 二. 


n 
12 设 多 项 式 p(x) = а? + ar + bx + c(a,b,c € Z) 的 一 个 根 等 于 其 他 两 根 
之 乘积 .证 明 :2p(- 1) р(1) + p(- 1) -2[1+ P(0)] 整除 . 
(1982 年 加 拿 大 奥林匹克 题 ) 


证 明 ”根据 韦 达 定理 ,多 项 式 p(x) 的 根 u,v 和 w 满足 


u+u+u =-a,u(l+u+*) = b, =-с. 
由 此 得 到 , 当 a #1 时 ,b-c= us(l + u + ç + us) = ш(1- a), 
Вр w 是 有 理 数 .因为 wv = -c 是 整数 , 故 uv 也 是 整数 .因此 ， 
(1-а)1(%- ec), 从 而 有 (ae-DIe-D-( — e)]. 
但 p(1) + p(- 1) - 211 + p(O)] 
= (1+а+ьЬ+ ес) + (-1+а- Б+ с) – 201+ с) = 2(а - 1), 
2р(- 1) = 2(-1+а- + с). 
故 p(1) + p(- 1) – 211 + р(0)] #8 2р(- 1). 
Ща =1 时 ,有 5 = с. 
因此 ,有 一 个 根 为 - 1, 即 2p(- 1) = 0 能 被 任何 整数 整除 . 
例 3 求 所 有 的 值 a, 使 得 多 项 式 x* - 6x* + ax + a 的 根 za aa 满足 (zx - 3 + 
(x; -3) +(xs -3) = 0. (1983 年 奥地利 奥林匹克 题 ) 
f ТЕНИС у= х -3, 则 ” = х -3,y, = x, - Зу; = xs -3 是 多 项 式 
(у+3)#-б(у+3)# + а(у +3) +а = у*+3Зу* + (a – 9)у +4а-27 
的 根 .由 韦 达 定理 ,有 
yi t x + уз =-3, 
ууз + У + ууз = a - 9, 
Yoy235 = 27 - 4а. 
此 时 ,由 假设 还 有 yi + у; + уз = 0. 
不 难 验证 下 列 恒等式 成 立 : 
у + 2 + 3 = (y + уз + уз)” —3Су, уз + уз уз + уу уз) * Суз + уз + уз) +Зу узу. 
由 此 得 到 ,a 合乎 题目 要 求 的 必要 且 充 分 条 件 为 
0 = (-3)' – З(а – 9)(- 3) + 3(27 - 4а) =-27-3а, 


ЖЕРЕ ДУЗЕ-Н-ҢЕЙЕ ЗЕ ТА ЭрушО 


所 以 a = -9. 
例 4” 求 一 切实 数 p, 使 得 三 次 方程 5x? -5(p + 1) + (71p -1)х +1 = 66p 的 
三 个 根 均 为 自然 数 . (1995 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
解 ”由 观察 易 知 x = 1 为 原 三 次 方程 的 一 个 自然 数 根 .由 综合 除法 , 原 三 次 方程 
可 降 次 为 二 次 方程 5x? - 5px + ббр -1 = 0. (ж) 


原 三 次 方程 的 三 个 根 均 为 自然 数 —& 二 次 方程 (* ) 的 两 个 根 均 为 自然 数 . 设 u, 
s(u < 0) 为 方程 ( * ) 的 两 个 根 , 则 由 韦 达 定理 得 

ut+v=p, 
|。 ° 
ий = 去 (66p - 1). @ 


Вота ўво 


把 四 代入 回 得 5u = 66(u +) - 1. @ 
可 知 u,v 都 不 能 被 2,3,11 所 整除 . 


又 由 回 得， = @®—1, @ 


而 u, 均 为 自然 数 ,由 @ арта > Š, BD u > м. 

又 2tuH3tu, 和 wv > 17. 

H > 及 图 可 得 5“ > и, 5и? -1324+1<0. 
и – 66 
= 

于 是 ,u < Š + V 66 6 =3‹!Фщ 


17 < u < 26. 
12%и Ң.3} и, и 只 能 取 17,19,23,25. 


当 w = 17 时 ,由 @ 得 v= ЧА = 59. 


当 w = 19 时 ,由 @ 得 wv 并非 自 然 数 ,应 会 去 . 
当 w = 23 时 ,由 图 得 "并 非 自然 数 ,应 舍 去 . 
Җи = 25 时 ,由 人 @ 得 。 并 非 自 然 数 ,应 售 去 ， 
所 以 , 仅 当 p = u + = 76 时 ,方程 ( + ) 的 两 根 均 为 自然 数 , 原 方程 的 三 根 均 为 自 
例 5 设 a,b,c 是 多 项 式 x* -ax? - bx + c 四 个 根 中 的 三 个 根 , 求 所 有 这 样 的 三 
М а,Ь,с. (前 捷克 斯 洛 伐 克 奥 林 匹 克 题 ) 
解 ” 设 c。= 0, са" - ax? - bx = 0 的 根 -因此 ,余下 的 是 要 求 出 所 有 形 
Ж х? — ах? -2 的 多 项 式 ,使 得 c 和 是 它 的 根 .如 果 记 这 个 多 项 式 的 第 三 个 根 为 4, 则 
由 韦 达 定理 ,有 a + b+ d = a Ща = - 46, 其 次 ， 
ab+ad+bd=ab-bla+b)=-b = O, 
Db = 0. 最 后 ,经 验证 可 知 ,所 有 形 如 (a,0,0) 的 三 个 数 满足 题 中 的 条 件 .现在 设 c = 
0, 则 多 项 式 x* - om - bx + cc 的 4 个 根 a.b.c.d 没有 一 个 为 0. 由 韦 达 定理 , 有 
а+Ь+с+й=а,Ш4=-(Ь+с). Ф 
其 次 ab + ас + be + ad + bd + са 
= ab + ас + bc - (a + b + с)(Ь + с) 
=- b? - be — с 
= 0. © 
又 айе + abd + аса + bed 


Ў = abe – (ab + ас + Ьс) (Б + с) = – а(Ь + bc + с?) — с Ье? 
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=- be(b +c) = b, @ 
即 — c(b +c) = 1,0 + bc +1 = 0. 
最 后 ,abcd = - ас(Ь + c) = ab = с, 


即 а= Ф. 
此 ,a,b,c 只 可 能 有 四 组 : 
ЖДИ, | _ -lr+iV3 -1l+iy3, 
пг = 1,612 = s 1012 = Э) 5 
Р ЕЕЕ 
а =- 1,84 = LE = Зети 


每 一 组 都 满足 题 中 条 件 . 因 此 ,三 数组 (a,5,c) 要 么 有 形式 (a,0,0), 其 中 a 是 任意 复 
数 ;要 么 是 下 面 的 三 数组 之 一 : 

(=1++3 1 =1+ ЫЗ) 22.68 i =1-ЫЗ\, 

2; чө 2 

(人 (二 

6 实数 a,5,c 和 正 数 使 得 f(x) = x? + ax? + bx + c 有 三 个 实数 根 x, , x, ， 
ху, НДЕ 

(1)x; -— x, = À; 


(2)x; > ЕЕ + x). 
求 2 27—94 的 最 大 值 . (2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


解法 1 бх = тА, = m+. > (юш +) = m. 
Фху=т+!(А > 0,t > 0). 

由 韦 达 定理 知 

а =-(х+х+х;) =- (3m + t), 


2 
b = хух, + Х)Ху + худ = Зт? + 2ли - А, 


2 
c = — mi 4225 =-m -mt+ m+ £t 
则 2o — Фар = а(2а* - 98) = 27m° +27: - д? – 942: 28, 


27е = -Im - 27тё + лә? + 700. 


а 


аата ЭМО 


离 互 


© 
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ë 


于 是 ,s = = 2 42 (要 取得 最 大 值 ,9X? — 4 ЭЛЕ) 


V (92: - 402)(9А° - 40) x 8° 
/12(922 — 42) + Br 
< 
3⁄3 
>: 


= айу 


当 且 仅 当 92 - 402 = 82-40 = ©, 时 (此 时 9X4? - 4 > 0), Ш m =0,А = 2, 


Жз, = -aa = La = 人 .可 知 当 a = - с = —УЗ,Ь = -1 时 ,可 取得 最 大 信和 3Y3. 
解法 2 注意 到 原 式 的 分 子 
2а? +27c - 9ab = 27[(- 2) а (- e) pul: а), .] 


-24- РЕЛЕ з -®)(-#-)(--+,) 
= (- а – 3х,)(- a — 3х,)(- a -3х,). 
H — a = xi + xx + xy, 
则 分 子 = (x; + ху – 25) (к + ху — 2x2)(x, + x, — 2x3). 
Ф = д +2т,ху = х + m + п, Д m > 0,n > 0, 
则 分 子 = (3m + n)(3m – п)2а = 2а(9т? - n°). 
несе 1 {өх (8). (2). 


т 


令 


= 4, 则 原 式 = 109, - 0), > 0. 
(0) = 9: -已 , 对 于 (0W3] 内 的 t > ,有 
g(n)- g(5) = (ї-1,)[9-( + d +,)] 
> (t - t.)[9 - (63) + W3) +/3./3)] = 0. 
所 以 g(t) #E(0,/3] 内 为 增 函 数 , 在 M3，+ =) 内 为 减 函数 . 
故 在 + = УЗ 时 ,g(t) 取 最 大 值 为 9V3 - (3)? = 6V3, 易 知 等 号 可 取 到 . 


设 


т 
8 


此 时 , 原 式 有 最 大 值 二 x 6V3 = 363. 
сы 


解法 3 s = Т0 +m)+tL> 0). (*) 


由 韦 达 定理 可 知 
2o + 27c — 9ab 
_о—2(ж + x: + xx)? — 27а халу + (ау + ху + зз) (ля + 2223 + Жул) 
Е 和 
(x1 + х — 23) (ха + яз — 2х1)(х + ху - 2) 


s 
(上 面 两 式 分 子 中 把 <, Bug Et + Ë 时 都 为 零 ,由 对 称 性 不 难 知 上 式 成 立 ) 
_ 001 + 32)(32 - . x ) 代入 求 得 ) 


Мв: (9л° - 4 )(922 - 4) 


арале, = ҮЗА 时 取 到 ,这 时 取 n > 令吉 = J (n + ы) + Ë (a а) 


a =- 308 + xx) -*Ж - x), 


(x) + x+)? +4302 - а) 


В = ——— 2 + х2), 
= хоху (xi + xz) — V3x ix; (2 — x1) 
= 5 А 
2а? + 27е — 9а 3/3 
此 时 一， = >: 


29 +27 = 9b 的 最 大 值 是 3 
解法 4 ”由 韦 达 定理 知 


a =-— (x + xz + xs), 
b = хх; + KX3 + Xxa = хуя + (ж + ха) яз, 
c = — xxa223 


3 
设 22 + ze -9ab We 


залаа ЭБншО 


8308822 ЭЕ-+4ЕБЕ ЗЕ ТА ао 


фессор 


达到 极 大 值 . 


对 g(x%;) 求 关于 х, 的 导数 ,有 


Во) =— 6(x1+ n> + х3) — 27хух› + 9ху(х, + х1) + 9лух, +9(а + х + 


х)(х + х;) 


=— 3[2x? -2xs(xz + xx) — (z, + а) + 6x1x2]. Ф 
бор = 0e 2х3 — 2ху(х, + х;) - (аң + х.) + бх, = 0. 
其 解 为 = 10а +) - Заа, = 10а +=) +). 
86) =- 3(x3 -ai)(xza аз). @ 
а > 去 (s +). > > а. 


бака) < в < а, М, Ои > 0,80 z(a) 单调 上 升 ; 
当 x3 > az Н, НОЯ < 0,60 g(x;) 单调 下 降 . 所 以 ,g(xs) 在 xz = ax Bf, 


此 时 ,a = - (ж + ла) – УЗА =- 34 - 353), @ 


b = Зай + (3 +V3)xA+ L+ 322 Qe =- x -24 5 li... @ 
由 f(x3) = x3 + ax? + bxy + c 
(ж + а) - (2 -,)(= + а). Za +e ab = 0, 
ЖЯ 2а + 27с — 9ab = – (3ху + а) + З(а? — 3Ь)(3ху + a) 
= — (3л, + a)[(3x; + а)? -3(a ~ 3b)]. @ 


Min = ау = а + ЫЗА вр, за + a = УЗА, а? -35 = 222. 


и 


В © 2а? + 27е - 9ab = -УЗА[ (34 - 3 x 329] = 3Y3X: удан. 


29° + 27 2 + 21е ~ 9ab — 9а} - 30 为 其 最 大 值 


另 解 将 @,@,G,n = a = z + 573, КА) ав gs = 
ж “以 上 4 种 解法 摘自 《中 等 数学 )2003 年 第 1 期 李 建 泉 文 . 


s 


【 解 题 思维 策略 分 析 ]】 


1. 在 运用 根 的 性 质 时 , 充分 结合 其 他 知识 与 方法 
例 7 证 明 :车 多 项 式 yt + аз? + bx + c 的 根 均 为 实数 , 则 ab < 0. 
(IMO - 28 预选 题 ) 
证 明 ”用 反 证 法 .车 ab > 0, 不 妨 设 a。> 0,b > 0( 否 则 用 - х Кх, - a, — Б 
分 别 代替 а, Б). 
若 c >0, 则 + az) + bx + < 无 非 负 根 ,但 这 时 П (9 > 0, 与 а? 二 次 项 的 系 


数 为 0 矛盾 . 

# c < 0, 则 x*+ ах? + bx +c 有 一 个 或 三 个 正 数 根 ,其 余 的 根 为 负数 .车 有 三 个 正 
Ж х,аз, х, MU x, + x2 + xx + zç = — a < 0 - x > xx + Аз + x4， 从 而 -x1 (x, + 
ху +) > (жю + ху + к) > долу + кулу + хаа ЫС а? 系 数 为 0 矛盾 . 若 仅 
Е В ао а(н) b < 0.887 +Z t Z * 


21 


1 д. 
+ Ley QL. 
x > 0 П > РА 


二 二 而 (x + +) = х,ху + хул + Xaa НОЗ 
х3 РУ 
相 乘 得 - x, – xx — ха >[- Z -并 (Cam + ху + хуз) = 2(— x, — xs — x4) — 
та а ЭЗ буа Жш. 
车 c = 0,M а + ax? + 5 有 三 个 实 根 , 且 均 小 于 0, 这 与 此 时 的 一 次 项 x 的 系数 为 
ОЖЖ. 
综 上 ,ab > 0 不 成 立 . 故 必 有 ab < 0. 
Фів 求 最 大 的 实数 4, 使 得 当 实 系数 多 项 式 f(x) = x+ ах? + bx + c 的 所 有 根 
都 是 非 负 实数 时 ,只 要 x > 0, 就 有 f(x) > 4(x - a)”, 并 问 上 式 中 等 号 何 时 成 立 . 
(CMO - 14 试题 ) 
解 ” 设 /(x) 的 三 个 根 是 a,B,7Y, 并 设 0< a < P <7. 显然 ， 
x-a=x+a+B+Y, 
f(xz) = (x - a)(x - B)(* - у). 
当 0 < x < a 时 ,由 于 -f(x) = (e — x)(8 - х) (у – x), 
利用 均值 不 等 式 可 得 
о) < (6262-3) < (w+a gË + 7) 


, 


азота ЭО 


нены во 


к) >- 20е +a + B+ Y) =- (x = a). 
显然 上 式 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
т тос 
а+В + у - Зх = х+а+ 8+ У, 
х = 0,0 = В = у. 
404 8 < х < УВ, НҒ 
а) = («- а)(®- 00-х) < (2120-0) 


3 


а „(у ]/, 
Ш) э- у(х - a), 
显然 ,上 式 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
从 y-x, 
e p #0; 
即 a = 8 = 0,y = 2<. 
当 a < x < B, 或 者 x > Y 时 ,f(x) >0>- (z - a). 


综 上 所 述 ,可 知 所 求 的 X = - 孝 , 并 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 = = 0,a = 8 = y Ñ 


者 a = B = 0,y = 25. 
о 设 实 系数 多 项 式 f(x) = x" + arm" +… + a, 的 根 为 实数 5 ,6,，…,b,(n 
> 2), 试 证 ;对 于 x > max| bi ,5b,,…,b,|， 


/f(x +1) > 一 т г. (1991 年 中 国 国家 队 选 拔 试题 ) 


ne er +56 
f Hi n > 2,f n° > 2n,Bl - п? + 2n <0, 亦 即 有 n? -2n(n - 1) < 0, 它 可 
视 为 一 个 二 次 三 项 式 的 判断 式 , 则 对 任意 > 0, 有 


ao De 


- n +1>0. 
进而 (注意 到 二 项 式 定理 ) ,有 
й+о“ эт+ти+ 00и „з, 


Ë х > шах} ,加 | 时 ,有 


Хк +1) = (1+х-Һ)(1+х-Ь„)(1+х-Ь,„). 
280 


由 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 ,得 


а w Г” (1 - ,)" 
гн ела Пер юе. 1 
又 由 (1+ t> 2а О > 2n. š 
вл 0 трк" П 2п = 2. š 


роф 
x= ü +, 


2. 注意 构造 性 思维 的 运用 

例 10 ”给 定 复 系 数 多 项 式 f(z) = coz + ср + + с. 

试 证 :存在 复数 z ,适合 1 z 1< 1 B. 1 f(zo) |z 1 co 1+1 c, 1. (СМО – 9 试题 ) 
证 明 с, = 0 时 ,构造 多 项 式 


x — b, 


g(z) = cZ + сү”! ++ сд: 一 


а 
由 代数 基本 定理 ,g(z) 有 n Ёз ,zs,…,z, ,将 其 模 排序 为 
jj 


由 根 与 系数 关系 知 1 zz2…z,1= 1, 故 1z1< 1 B. 


Ка) = свай + cut + + oz + с, = g(2) + 


= “( + ) * 
所 以 1 /(г) 1=1 co 1+1 е, 1. 
当 c, = 0 时 ,构造 多 项 式 g(z) = coz + суг! + + ez- co. 
由 代数 基本 定理 ,g(z) 有 个 根 z,,z,,…,z, , 按 模 排序 为 1z 1 зб <l z. l. 
由 根 与 系数 关系 知 1 aza…za 1= 1 故 1a1<1 且 
f(z1) = сд + сыр! + + саа = g(z) + со = co. 
所 以 1 /(а) 1= 1с l=l co 1+1 c, 1. 
5111 证明 :多 项 式 P(z) 是 关于 z € C 的 偶 函 数 的 必要 且 充 分 条 件 是 ,存在 多 项 
式 0(z), 使 得 P(z) = Q(z)- Q(- z),z € C. (1979 年 罗马 尼 亚 奥林匹克 题 ) 
证 明 如果 P(:) = Q(:)- Q(- z), 则 


P(- z) = 0(- z) ° Q(z) = P(z), 即 P(z) 为 偶 函 数 . 
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co 
|е. + с. 
с, |" 


Со 


Cn 


аьын ао 


反之 ,如 果 P(z) = 0, 则 取 @(z) =0, РЕ Р(:) = 0(z)@(- z). 现 在 设 非 零 多 项 
式 P(z) 为 偶 函 数 ,对 多 项 式 P(z) 的 非 零 根 的 个 数 m 用 数学 归纳 法 证 明 ,存在 多 项 式 
Q(z), 使 得 P(z) = 0(2)0(- ғ). 
4 m = 0 时 ,多 项 式 P(z) 有 形式 P(z) = az',a у 0. 由 于 P(z) 是 偶 函 数 ,所 以 
n = 2k,k Є 27. АХ Q(z) = bz ,其 中 b= (-1) 知 .因为 az = bz Ь(—:)*, 
所 以 多 项 式 Q( z) 满足 所 说 的 恒等式 . 设 结论 对 所 有 小 于 m 的 正 整 数 成 立 ,下 面 证 明 结 
论 对 m 成 立 .事实 上 ,如 果 a 是 多 项 式 的 非 零 根 , 则 
p(- а) = р(а) = 0, 
因此 P(z) = (z - a)(z + а) (=). 
其 中 R(z) А, ЗЕЯ 5 
R(- z)[(— 2) - 2] = P(— z) = Р(:) = R(z)(2 - a°), 
由 归纳 假设 ,存在 多 项 式 S(z) ,使 得 
R(z) = 3S(z)S(- z), 取 Q(z) = i(z - a)S(z), 则 
P(z) =ilz -a)S(z) i(- z-a)S(- z) = 0(z)0(- 2). 
结论 证 毕 . 


【模拟 实战 】 


习题 A 


“ 确定 这 样 的 实数 a, 它 使 多 项 式 x? 4 ax +1 和 wx? +x+a 至 少 有 一 个 公共 根 . 
(第 3 届 加 拿 大 奥林匹克 题 ) 
р(х) = aoz' + az" + +а„ух+ om ,其 中 系数 a, 是 整数 .如 果 р(0) Жї р(1) 
都 是 奇数 ,那么 p(x) 没有 整数 根 ， (第 3 届 加 拿 大 奥林匹克 题 ) 
(к) = a + az +" ва 为 nn 次 整 系数 多 项 式 . 若 а, ,ao fü /(1) 都 为 奇数 ， 
证 明 :f(x) = 0 无 有 理 根 . (1987 年 新 加 坡 竞 赛 题 ) 
“证明 :如 果 多 项 式 э? + px + 1 的 根 为 a 和 B, 而 多 项 式 x? + qx + 工 的 根 为 y 和 6 , 则 
有 (a - у)(8- у)(а+8)(#+8) = Ф - p. (英国 奥林匹克 题 ) 

|. 求 所 有 以 有 理 数 a,b,c 为 根 的 三 次 多 项 式 x? + ах? + bz + c. ` 

(1985 年 土耳其 竞赛 题 ) 


ю 


ъ 


A 


un 


习题 B 


. 设 P.QR 都 是 实数 多 项 式 ,它们 之 中 既 有 二 次 多 项 式 ,也 有 三 次 多 项 式 ,并 且 满足 


关系 式 Р. + 0° = 下 .证 明 : 其 中 必 有 一 个 三 次 多 项 式 的 根 全 是 实数 - 
(第 28 届 俄 罗斯 奥 林 


.已 知 两 个 复 系数 函数 (x) = У) ax 与 g(x) = умтн Pe 


41 is) 


ю 


уьй 


根 .求证 : 2 (- 1)'в, 为 实数 . (《 中 等 数学 》2000 年 5 期 奥林匹克 


то, <(®=2) +1. (《 中 等 数学 )1997 年 6 期 奥 林 匹 


п 


匹克 题 ) 


У) Ьл 均 为 实数 ,g(x) = 0 的 所 有 根 的 平方 的 相反 数 是 .F(x) = 0 的 全 部 


训练 题 ) 


3. ад" + a, z" ++ rt-x+1=0 有 n 个 正 实数 根 ,求证 :0 < 2а, + … + 


克 问 题 ) 


Залата ЗНО 


анчом азво 


第 二 十 四 章 ”条 件 多 项 式 的 求解 


【基础 知识 】 


给 出 某 些 条 件 , 求 出 满足 这 些 条 件 的 多 项 式 是 多 项 式 问题 中 的 一 类 综合 性 问题 ， 
求解 这 类 问题 既 需 灵活 运用 多 项 式 的 知识 ,也 需 灵 活 运用 有 关 代 数 技巧 ,诸如 代数 式 
的 恒 等 变形 技巧 ,不 等 式 的 放 缩 技巧 等 ,以 及 各 种 证 题 方 法 的 恰当 运用 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


1. 从 分 析 根 的 情况 入 手 

例 ! 4а -a-1=0 时 ,a +Y2 是 某 个 整 系数 多 项 式 的 解 , 求 最 高 次 项 系数 为 
1( 且 次 数 最 低 ) 的 满足 题 设 条 件 的 整 系数 多 项 式 . (1997 年 日 本 奥林匹克 预赛 题 ) 

解 йх=ва+/2,Щ0=а'-а-1= (х-/2)#-(х-/2)-1 

= (а®+5х +1) +/2(-3х°- 1). 

Мій х? + 5х - 1 = /2(3х? +1). 

上 上 式 两 边 平方 得 xs + 10x* – 24? + 254° – 105 + 1 = 18x + 1222 +2, 

移 项 ,整理 得 x° -8x — 2 + 1357 - 10-1 = 0. 

因此 ,所 要 求 的 多 项 式 为 x* - 8х* — 22 + 132 – 105 -1. 

例 2 求 多 项 式 P(x), 使 得 P(0) = 0, 且 对 一 切实 数 x, 等 式 Р(х + 1) = 
[Р(х)]% + 1 成 立 . ( 普 特 南 32 试题 ) 

f ”在 已 知 等 式 中 取 x = 0, 因 P(0) = 0, 得 P(1) = 1. 在 已 知 等 式 中 取 x = 1 得 
Р(2) = 2. 同 理 有 Р(5) = 5,Р(26) = 26,Р(26 + 1) = 26 + 1,… 即 多 项 式 К(х) = 
Р(х) - x 有 无 数 多 个 根 :0,1,2,5,26,26* + 1,… 因而 多 项 式 Р(х) 为 零 多 项 式 , 即 
Р(х) = х. 

另 一 方面 , Р(х) = x 满足 已 知 等 式 及 P(x) = 0, 故 Р(х) = х 为 所 求 的 唯一 的 多 
项 式 . 


ИЗ 求 所 有 满足 P(0) = ОН Р(х) = 让 [P(x +1) + P(x - D](x € B) 的 多 


ЖИ Р(х). (1975 年 美国 纽约 竞赛 题 ) 
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f ” 推 知 多 项 式 P(x) = ax 满足 题 中 条 件 ,其 中 a 是 常数 .下 面 对 "为 非 负 整数 
时 用 数学 归纳 法 证 明 ,所 和 欲求 的 多 项 式 P(x) 满足 条 件 P(n) = nP(1). 

当 n = 0 和 nm = 1 时 ,等 式 显然 成 立 . 

假设 等 式 对 a - 1 和 成立 ,其 中 n€ N, 则 

P(n+1) = 2P(n) - P(n - 1) = (n+1)P(1), 即 等 式 对 n+1 也 成 立 . 

因此 多 项 式 Р(х) = Р(х) - P(1)x 有 无 数 多 个 根 x = 0,1,2,… 因而 F(x) 应 当 
为 零 多 项 式 ,于 是 所 求 的 多 项 式 具有 P(x) = ax 的 形式 . 

对 于 实 系数 多 项 式 /(x) ,我 们 可 推 知 如 果 a 是 其 复 根 , 则 a 的 共 思 复数 z 也 是 其 
м. 

例 4” 试 求 具有 下 述 性 质 的 所 有 实 系数 多 项 式 ; КЫН x + аах + ау) + 


аа? + ах + а, 对 Р(х) 的 任 一 根 a( 实 的 或 复 的 ) ,二 及 1 - a 也 是 P(x) 的 根 . 
(第 19 届 奥 地 利 竞赛 题 ) 
解 ” 若 = 是 P(z) МИЕ, 及 1 - а 也 是 其 根 , 则 知 
T - Ds. 1 


I-I 21 -Te = т^ 也 应 是 其 根 ,所 以 a у 0,1. 
由 于 P(x) 为 5 次 多 项 式 , 则 上 述 六 个 根 a, 直 ,1 - a,l 1,1056 必 有 两 
个 相等 . 令 这 些 根 两 两 相等 ,可 求 出 P(x) 的 根 只 能 取信 于 集合 1- 1, 支 ,2, 去 + Ó, 


1 ҮЗ, эни яг = РЗИН ЕИ Яй. Ж Р(х) 为 实 系数 多 项 式 , 虚 根 必 成 对 
出 现 ,因此 ,可 得 P(x) 有 以 下 七 种 可 能 : 


Р (а) = (z +1)(х —-у)(® 20602 z +1); 
Р,(а) = (z +1)(х --у)(х - 2): 
Р,(х) = (х+1)(х- т? -2); 
Рк) = (z + DGz 900 -2) 
PC) = (x + DPCz -P(x — 2): 


Р,(х) = (z + D(x - 3 (z - 2), 


шз == 


аон ча ЭсунО 


2835588725 АКА Эрш: | 


P(x) = (x + 00а Т) - 2). 


例 5 求 满足 以 下 关系 的 全 部 实 系数 多 项 式 P(x)， 
(а? + 3а? + Зх +2)- р(х - 1) = (а? 30 + 3х = 2) - Р(х), 


F 式 对 所 有 的 实数 x 者 成 立 . {2003 年 越南 奥林匹克 题 ) 
解 H(x) + За? +3x+2) Р(х-1) = (х - 35? +3x-2). Р(х), Ф 
(x +2)( + x+ 1): P(x 1) = (z 2) (а — x + 1) ° Р(х). @ 


将 x =-2 代 和 人 回 式 ,得 0=-28.P(-2), 即 有 P(_2) = 0; 
将 x = 2 代 人 回 式 ,得 28. P(1) = 0, 即 有 P(1) = 0; 
将 x =-1 代 入 回 式 ,得 0=-9.P(-1D, 即 有 P(-1) = 0; 
将 x =1 代 人 加 式 ,得 9. P(0) = 0, 即 有 Р(0) = 0. 


于 是 ,可 令 Р(х) = (х-1)х(х +1)(х +2). 0(х), @ 
其 中 Q(x) 是 关于 z 的 实 系数 多 项 式 . 
从 而 ,P(x -D = (х-—2)(х-1)х(х +1). 0(х-1). @ 


ЖЯ ©,@,@,@ g 
(®-2)(х-!)+х+(х+1)(х+2)+(а%®+х+1)+ 0(х-1) 
= (ж -2)(х- 1)л(х + 1) (х +2)(x - x + 1) + Q(x). 

由 于 上 式 两 边 都 是 关于 x 的 多 项 式 , 则 


(а®+х+1)+0(х-1) = (2 - x+ 1): Q(x). @ 

ШЫТ а-к 0(х) s (ока), @ 
其 中 К(х) 是 关于 x 的 实 系数 多 项 式 . 

同时 ,可 得 O(x -D = (х\—-х+1).+ R(x-1). [0] 
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(аж + 1) (а - z+ 1) R(z — 1) = (а-а 1) (2 + x +1)- Rx). 

ба + +1)(х' - r+ 1) Z 0, R(z - 1) = R(x), 因 此 R(x) 是 常数 . 

由 国 ,@ 得 P(x) = c(x -Dr(x+ D(x+2) (x + r + 1) ,其 中 是 任意 常数 . 

可 直接 验证 ,上 述 多 项 式 满足 题 设 条 件 ,因此 就 是 所 求 的 多 项 式 s 

2. 从 分 析 多 项 式 的 系数 入 手 

16 求 所 有 以 有 理 数 ,bc 为 根 的 三 次 多 项 式 f(x) = z + as? + bx + c. 
(1МО - 26 预选 题 ) 


a+b-c=-a, @ 
解 е =b. @ 
abc = - с. 过 


# e = 0. Ф, fla +b =- a,ab = b. 


к {с 或 =-2. 

йс з О, ШН Ож ab =-1,„Н @ ЖЯ с = - 2a - b, КАО ЙИН (Ь + 1) (052 – 
2b +2) = O.H 5% - 2b +2 = 0 无 有 理 根 , 故 和 = - 1. 

所 求 多 项 式 为 f(x) = x! + 2 - 2x,f,(x) = x) + x° — x - 1.(f,(z) =0 不 合 题 
意 , 合 去 .) 

例 7 求 所 有 满足 P(x*) = [P(x)] (x € R) 的 非 零 多 项 式 P(x). 


(1980 年 罗马 尼 亚 奥林匹克 题 ) 

W Р(х) 为 非 零 常数 a 时 , 即 a = Р(а?) = [P(z)] = ,从 而 a = 1,80 

Р(х) = 1 满足 题 设 , 当 P(x) 为 n(> 1) 次 多 项 式 时 , 设 所 求 的 多 项 式 为 P(x) = ал" + 

at + + а а, 5 0, Ш Р(а?) = ах” + а," + + aÓ 与 
[P(x)] = (алт + ax ++ а) = ал" ++ РЕОНИ а, = 1. 

ВЖЖ а, a, U а, а, 至少 有 一 个 不 为 0, 且 设 k( < п) 是 使 wm з 0 的 最 大 整 

数 ,于 是 再 比较 РО?) = 和 +ад” +… 与 [P(x)] = =” + 2а" (аай +) + 

(at + 中 的 wr 项 的 系数 得 2a，= 0, 即 a, = 0, 因 此 


ад =а„› =” = а, = ao = 0,0 Р(х) = x" 或 P(x) = 1 即 为 所 求 . 
例 8 求 所 有 满足 Р(х? - 2x) = [P(x - 2) Р(х € R) 的 非 零 多 项 式 Р(х). 
(1976 年 保加利亚 竞赛 题 ) 


М 此 例 只 需 令 y = x - 1,0 0(у) = P(y -0),[P(x -2)] = [P(y - DF = 
[0(у)Ё,Р(а? -2х) = P(> - 1) = 0(07), 变 成 例 5 的 形式 ,从 而 P(x) = (x + 1)" В 
为 所 求 . 

#J9 试 求 出 所 有 的 实 系数 多 项 式 Р(х) ,使 得 对 满足 ab + bc + ca = 0 的 所 有 实 
Ж а,Ь,с 9 Р(а - b) + P(b - e) + Р(с- a) = 2P(a + b + c). 

(1МО - 45 试题 ) 

解 ” 因 对 任 给 的 a,b,c € R, 满 足 ab + bc + ca = 0, 有 

Р(а - Б) + P(b - c) + Р(с- а) = 2P(a + b + c). e 
则 可 在 @ 式 中 令 a = b = c = 0,48 P(0) = 0; 

在 中式 中 令 b = c = 0, 得 P(- а) = P(a) 对 任意 实数 a 成 立 . 

因此 Р(х) 的 所 有 奇 次 项 系数 为 0( Р(х) 具有 偶 函 数 性 质 ) . 

不 妨 设 P(x) = а," ++ + ar m2,a, з 0. 


ОЯ Ь = 2а, = -时 ,有 P(- a)+P(8a)+P(- Фа) = 2р(78). 
а CB + I) -2B al +) -2(2)16° = 


Валона Эн 


0, 对 所 有 a € R 成 立 , 故 关 于 a 的 多 项 式 的 所 有 系数 为 0. 
"í n > 3 时 ,由 中 = 262144 > 235298 = 2.7 СВ)" (8) > 2. 


从 而 1+( ” + (32 -2(4)” > 0. 

因此 п < 2, 于 是 可 设 P(x) = ax + pe ,a,BE R. 

下 面 验证 Р(х) = ax* + Br? 满足 要 求 . 

设 a,b,c ЄВ,Н ab + Бє + ca = 0,0] 

(a - b)* + (b с + (с а) – 20а ++ с) 

= >) (а* - 4а?Ь + ба? – 4ab + 5%) — 20а + b? + с)? 


ананна Эс | 


= D(a -4а*Ь + ба? — 4а + 6%) – 2а* — 20 — 2с° 4(a b+ ад + 00) 
= - 4а (аЬ + са) – 4 (Бс + ab) — 4 (са + с) + 2(а?Ь? + 020 + са?) 

= 4а? be + 40? са + 4c ab + 2(a2 + Ь°с? + са?) = 2(ab + bc + саў = O. 
Ш(а - b+ (6-с) + (c а) - 2(a + b + с)? 

= У) (а? - 2ab + 0) - 2У)а - 451ab = 0. 

因此 Р(х) = ax* + Bx? 满足 要 求 . 


3. 从 分 析 次 数 入 手 
例 10 设 上 是 正 整数 , 求 一 切 多 项 式 P(x) = а" + a, ух”! ++ ‚Ира 
是 实数 ,满足 等 式 Р(Р(х)) = [P(x)]*. (1975 年 加 拿 大 奥林匹克 题 ) 


解 ” 若 P(x) 为 零 多 项 式 , 则 它 适合 题 意 . 

当 Р(х) 为 非 零 多 项 式 时 , 记 degP(x) = n, 则 degP(P(x)) = n?,deg[ P(x)]* = 
踊 , 比 较 已 知 等 式 两 边 多 项 式 的 次 数 ,可 得 n? = nk. 

Gi) # n = 0, 则 P(x) = c( 常 数 ) 34 k = 1 时 ,ce 可 取 任意 非 零 实 数 ; 当 大 为 正 偶 
数 时 ,* = 1; 当 此 为 大 于 1 的 奇数 时 ,c = + 1. 

Gi) en > 0, 则 n= Е, Р(х) = az“ + аул! + + as(a, 天 0), 则 有 

а (алё + + ао)‘ + а (ах + ај) ж ao = (азж +° + ao) 站， 

比较 两 边 最 高 次 项 系数 得 а" = айй а, = 1, 于 是 上 式 变 为 

а. (аё + + а)! + = + ac = 0, 

所 以 ao = азу = "° = а, = aç = 0,#& Р(х) = z“. 

例 11 用 以 下 规则 归纳 地 选 出 多 项 式 的 集合 5.(1)x € S;(2) Ж у(х) € S,WJ x 
ЗЛ) Є 5,x+ (1 - x) а) € 5. 证 明 :5 中 没有 两 个 不 同 的 多 项 式 ,它们 的 图 象 在 


Ў 区 域 0 < х < 1 中 相交 . (1987 年 美国 奥林匹克 题 ) 
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证 明 ”我 们 先 证 , 当 0 < x < 1 时 ,对 任意 的 f(x) € 5, 总 有 0 < f(x) < 1. 

对 多 项 式 的 次 数 采用 数学 归纳 法 . 

当 f(x) 为 一 次 多 项 式 时 ,由 题 设 f(x) = x, 显 然 由 0 < x < 1 得 0 < f(x) < 1. 

假设 当 f(x) 为 大 次 多 项 式 时 ,0 < f(x) < 1, 当 f(x) 为 k+1 次 多 项 式 时 ,由 选 出 
多 项 式 的 规则 ,k + 1 次 多 项 式 为 xf(x) 及 x + (1 х) е) ВАО < x - f(x) < 
x <1,0 < x +(1- x) = 1, 即 对 k+ 1 次 多 项 式 其 值 € (0,1). 

因而 ,对 0 < x < 1, 总 有 0 < f(x) < 1 成 立 ， 

我 们 再 证 :5 中 没有 两 个 不 同 的 多 项 式 , 在 0 < x < 1 上 的 图 象 相交 . 仍 对 次 数 用 数 
学 归纳 法 . 
当 у(х) 为 一 次 多 项 式 时 , 即 f(x) = x, 显 然 不 可 能 相交 ,假设 次 多 项 式 f(x) 与 
Л. (х) 的 图 象 在 0 < x < 1 上 不 相交 , 即 对 任何 x € (0,1) /\(х) > }Ь(х),ЖБДАЕ +1 
次 多 项 式 , 必 有 x 有 (x) 2 x f,(z),x + (1-х) :f(x) ех + (1 - х)/„(х). 

义 由 于 0 < f(x) < 1,0< f(x) < 1,0 f,(z) < zx < x+ (1 х) (х), х 
(xs)<x<x+(I-x) f(x). 

于 是 有 f(x) = x + (1 - z)f,(z),sf,(z) е x + (1 -x)f(x). 

因此 ,kk + 1 次 多 项 式 : др (а), (х), + (1- х) (а), + (1 х) (х) 的 图 象 
在 0 < x < 1 上 不 相交 ,所 以 命题 对 上 + 1 成立. 

故 由 数学 归纳 法 原理 知 对 п 次 多 项 式 命题 真 . 

4. 注意 余 式 定理 的 灵活 运用 

#12 求 所 有 满足 xP(x - 1) = (x -2)P(x)(x € К) 的 多 项 式 Р(х). 

(1977 年 民主 德国 竞赛 题 ) 

解 ” 将 0,2 代 人 题 中 的 便 等 式 , 可 知 多 项 式 有 根 0 和 1, 即 它 被 多 项 式 x? - x 整除 . 
其 次 ,将 Р(х) = (2° – x)Q(x) 代入 恒等式 ,可 知 多 项 式 0(x) 满足 恒等式 0(x) = 
Q(x - 1) ,由 此 得 到 0(0) = Q(1) = 0(2) = … 因 此 0(х) = a( 常 数 ) ,于 是 所 求 的 
多 项 式 为 P(x) = a(x? - x). 

反之 ,容易 验证 ,所 有 这 样 的 多 项 式 也 都 满足 题 中 的 恒等式 . 

例 13 求 所 有 满足 (x -UDP(r+1l)-(*+2)P(xz)=0(xER) 的 多 项 式 Р(х). 

(1976 年 美国 纽约 竞赛 题 ) 


解 ”此 例 可 类 似 于 例 10 求 得 P(x) = a(x? - х). 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 注意 各 种 方法 的 综合 运用 
例 14 多 项 式 oo + arz + + aa 的 系数 ao,al,…,a, RE + 1 或 -1, 目 方 


ИЉА ТА Эно 


Рата ЗС 


程 ao + ax + + a," = 0 Ф 
的 根 全 是 实 的 . 求 具有 上 述 性 质 的 多 项 式 全 体 . (第 29 届 普 特 南 试题 ) 
解 ”显然 所 求 多 项 式 不 是 零 多 项 式 和 和 零 次 多 项 式 . 设 所 求 多 项 式 的 次 数 为 п. 

当 n = 1 时 ,所 求 的 所 有 可 能 的 四 个 多 项 式 是 : + (x +1), + (x = 1) 都 是 符合 题 
意 的 . 
当 n > 2 时 , 设 方程 @ 的 根 是 x ,x;,…,x,, 则 


和 


由 韦 达 定理 有 


2 2 

2 (- =) - 2. 42 = 1 252 g 2. да = (2) = 
1; 

又 由 平均 值 不 等 式 得 

1-2 2 

а а, _ ш Е тана, 

u= = 15, © 
其 中 等 号 当 且 仅 当 x? = x = … = x? 成 立 , 但 是 maya, 都 只 取 值 1 或 - 1, 故 

к >-1,АЙЙ-1< 1 y "ən <3. 


当 n = 2 时 ,由 加 得 号 є- у, Q - 1, 即 wm,ow 蜡 号 ,这 时 ul = 1 或 -1 所 


有 可 能 的 四 个 多 项 式 是 : + (2 + x - 1), + (2 — x - 1) 都 是 符合 题 意 的 . 
Мп = 3 时 , 则 О) 式 等 号 成 立 , 此 时 а, уа S.B х = лї = а, 2. 


ж = 1, 从 而 方程 ФОНОВЫЕ +1 - I.R a жа, + = 42 = + LTB as Уа, F 
号 或 异 号 ,但 уула. 不 能 全 为 1, 也 不 能 全 为 - 1, 即 方程 O 的 根 或 是 1,T，- 1, 或 是 


1,1, Аааа = -全 = 二 1, 知 a 与 ao 同 导 或 异 号 .这 时 ,得 到 四 个 多 


ЛА: z (x) +45-х-1), £ (2? — x? — x + 1) 都 是 符合 题 意 的 . 
+ 毕 上 所 述 , 所 求 的 多 项 式 全 体 有 12 个 . 
#115 求 所 有 满足 Р(х) + P(2x*) = P(2z + x)(x € R) 的 实 系数 非 零 多 项 式 
P(x). (IMO - 21 预选 题 ) 
解 ” 设 非 零 多 项 式 Р(х) = ax +… + ах + ao(as = 0) 满足 题 设 中 条 件 , 则 比 


ОНИН а А 的 系数 ,得 到 а, = a,,a = ao, 从 而 a, = 1. 如果 а, = 0, 则 
Р(х) = Р... МОР Р,(0) 2 0.k € М, ХН аР, (х) (222) Р,(2зЎ) = (2x` + 
к)*+ P (222 + x) 有 252% Р(х) * Pi(2x°) = (2% + 1)* - P,(2z' + х) 
Р\(0) =0, 矛 盾 , 因 此 а, = 1. 

设 a = г(совф + sing) 是 多 项 式 Р(х) 的 根 ,由 于 Р(2а* + a) = Р(а) * Р(2а?), 
从 而 20° + a 也 是 其 根 . 

其 次 , 12а®+а1=1а@1+124®*+11®1а1+ (21а 19 -1), 所 以 ,如 果 la1= 
r> 1, 则 12c +e |> 1а 1, МИЕ Р(х) 有 无 数 多 个 不 同 的 根 :B, = a,B, = 
28; + Bj = 1,2,… 不 可 能 .因此 多 项 式 Р(х) 的 根 的 模 不 大 于 1, 但 由 韦 达 定理 , 诸 根 
的 采 积 为 1, 所 以 没有 模 小 于 1 的 根 ,于 是 r = 1, 并 由 1 =12o +a = 1202 +112 = 
4eos29 + 5 得 到 9 = 9 + mr,m Є 2, а =+i. 因 为 是 实 系数 的 ,所 以 Р(х) = 
(х +1)',&ЕЄ7/^. 

最 后 ,可 验证 知 所 有 这 种 形式 的 多 项 式 满足 题 意 . 

2. 注意 多 元 问题 的 灵活 处 理 

116 找 出 所 有 п 次 二 元 实 系数 多 项 式 了 (x,y)，, 使 得 对 任意 实数 х,у, 有 
/x+l,y+1)= /(z,y). 

解 ”我 们 要 想 办 法 将 二 元 多 项 式 问题 归结 为 一 元 多 项 式 问题 处 理 , 令 

к= и+ъ,у= ц- оъ, 

则 ú= (z+) = 05). 

记 /(xw,y) = flu +u,u — r) = Flu,v). 

Е(ш,0) 也 是 n 次 二 元 实 系数 多 项 式 ,那么 利用 、@ 得 

f(x + 1,y+1)= f(t)+v,(u+1)-v] = F(u + 1,0). 

利用 题目 条 件 , 有 F(u + 1,0) = Е(и, о). 

从 上 式 , 对 于 任意 正 整数 n > 2, 有 

Е(и + n,v) = Flz+(a-l,z= Еи + (и - 2),0] = = F(u,s). 

由 于 х,у 是 任意 实数 ,从 О), и, о 可 取 任意 实数 . 

任 取 两 个 实数 a,b, g(u) = Е(и,Ь) – F(a,b), 

其 中 a,5 固定 不 变 ,g(z) Ж и 的 一 元 实 系数 多 项 式 , 至 多 "次 利用 加 .@ ,对 于 任意 正 
整数 n, 有 
g(a+n)= Fla+n,b)- F(a,b) = 0. ® 
因此 ,多 项 式 z(u) 有 无 限 多 个 实 根 a + 1,a + 2,a +3,…,a + n,…, 从 而 多 项 式 


se өөө 


ө © 


= 


зА Эро 


чь ТА Зао 


аба) 忆 等 于 零 ,再 利用 ,对 于 任意 实数 u í 

F(u,b) = F(a,b). ® 
Жа = 0,6 = 从 回 式 ,有 Fu,o) = F(0,2). @ 
其 中 и,» 是 任意 两 个 实数 ,利用 @ ,四 ,@, 对 于 任意 实数 х,у,Н 


Кх,у) = F(u,e) = Е(0,0) = Е{о,-у(х - у)]. Ф 


明显 地 , ЕТО, 0х - y)] 是 关于 z - y 的 一 个 实 系数 多 项 式 .由 于 f(x,y) 是 n 次 
二 元 实 系数 多 项 式 , 有 
f(z,y) = F[0,1 (x - у)] = Ула (х - у), 


其 中 а, 是 任意 非 零 实数 ,a (0 < k < n - 1) 是 任意 实数 . 

#17 设 f(x,y,z) 是 关于 x,y,z 的 多 项 式 , 且 是 关于 x 的 4 次 式 , 它 还 满足 

а + f(x,y',z) = 0, 

Р, уух) + flx’,y,z) = 0. 
求 出 一 个 这 样 的 多 项 式 f(x，,y,z). (1995 年 日 本 奥林匹克 预赛 题 ) 

解 ”由 题 设 条 件 ,考虑 设 F(x,y,z) = аб, у, г), Ш 

F(z,z,y) = ~ F(z,y,z),F(z,y,z) =— F(z,z,y). 

据 此 ,有 Р(у,х,2) = ~- К(:,х,у) = F(z,y,x) =- F(x,y,z). 
因此 ,F(x,y,z) 是 x,y,z 的 交代 式 . 
此 外 ,还 可 证 明 下 列 等 式 成 立 : P(z,y,z) = F(y,z,x) = F(z,xz,y). 
因 F(x,y,z) 是 交代 式 , 故 存在 某 对 称 式 g(x,y,z) ,使 得 

xz) = F(z,y,z) = д(х,у,:)(х 一 y)(y - z)(z - z). 

上 式 中 将 y 换 成 - y, 则 

Ка, у, г) = F(x, ~ y,z) = &(х,- y,z)(x + у)(- y - z)(z - х), 
可 知 f(x* уг, 2) 也 被 x + у 整除 . 同 理 , 设 o 是 异 于 1 的 w? = 1 的 根 ,用 ww 及 xw? Ë 
К х, Т f(x...) ЖЛЕ, ИГ /( э? y. z) НГ хо у,жш? — у,лш + y, a? + y ЁЁ. 
Ж./О?,у!,:) #(х - y)(xo — у) Ола? — у)(х + у)(зш + у)(зш? + y) = (а — 
у) + у?) = лб ув. 

ЖАК /О?,у',а) = F(z,y,z) = F(y,z,z) = Ку, г.х). 

所 以 fO у? , z) 可 被 y° — z 整除 . 同 理 它 也 可 被 2 — < 整除 . 

因此 ,存在 对 称 式 h(x,y,z) ,使 得 

Уба? у? д) = h(x,y,z)(x5 — у%)(у* — z2)(2 – 25). 


i РТИ (аб уб) (уе - 20) — z) Ж а? у?, 2) 的 一 个 因子 . 这 时 ,f(x,y,z) 为 
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(а? - уз) (у? — 2)(2 - а?) 是 关于 x 的 4 次 式 ,因此 本 题 的 一 个 答案 是 (x? уЗ) (у? 


= 4#)(4# — 2). 

例 18 求 满足 下 列 条 件 的 关于 x,y 的 次 数 最 低 ( 但 不 低 于 1 次 ) 的 多 项 式 f(x, 
у): 

1 Ad = 0, Ф 

f(x,x + у) + f(y,x + у) = 0. Ө] (1994 年 日 本 奥林匹克 预赛 题 ) 


解 ” 若 /(x,y) 的 各 项 次 数 相同 时 , 即 对 某 非 负 整 数 k, 有 f(x,y) = De 
则 称 Убх, у) 是 关于 х,у 的 次 齐 式 .对 任意 二 变 元 的 ;次 齐 式 之 和 可 表 为 (#7) = 
> ДС y), 满足 题 设 的 两 个 条 件 , 则 各 f(x,y) 也 满足 同样 的 条 件 . 因 此 ,所 要 求 


的 ау) 是 次 数 最 低 的 齐 次 式 . 

H © ЖЯ (х,у) 被 x - у Ж, /(х,у) = (x - у) А(х,у), Ж А(х, у) 是 关 
于 х,у 的 齐 次 式 , 且 h(x,y) = h(y,x), 即 为 对 称 式 . 

H © 48 - ул(х,х + y) – xh(y,x + y) = 0, 

上 式 中 以 y - < Куй - (y — x)h(x,y) — xh(y - х,у) = 0, 

由 此 ,h(x,y) 被 x 整除 ,由 对 称 性 它 也 被 y 整除 ,所 以 

fx,7) = (х — y)h(x,y) = (x - у)хув(х,у), 
其 中 (х,у) 也 是 齐 次 对 称 式 . 

将 条 件 @ 用 于 上 式 ,有 

[а - (х + у)]х(х + у)д(:,х + у) + [у - (xw + y)]y(z + y)g(y,z + у) = 0, 
И д(х,х+у)+ g(y,x + y) = O. @ 

令 y =-x, 代 人 上 式 , 得 g(x,0) + g(- x,0) = 0. @ 


h 
今 设 g(x,y) 为 1 次 齐 式 , 即 (х,у) = У) cay". 
ў 


由 图 知 ,c + с(- 1)! = 0. 
因此 , ! 为 奇数 或 c = 0. 
车 с = 0, 则 g(x,y) 被 y 整 除 ,由 对 称 性 知 它 也 被 x 整除 , 故 1> 2, 若 g(x,y) = 
ху 及 其 常数 倍 , 则 不 满足 @, 故 ! З. 
再 考虑 c, z 0 及 1 为 奇数 的 情况 ,一 次 对 称 式 x + y 及 其 常数 倍 也 不 满足 О). 
综 上 知 > 3, 即 g(x,y) 至 少 是 3 次 齐 次 对 称 式 , 设 
g(z,y) = a(x + у?) + bry(x + y), 


КА Ф, 18 а? + а(х + уў + bx(x + у)(2х + y) + ау + а(х + y)' + by(x + 
Р 


ако МЕТА ЭсинО 


анча Эрш с 


у)(х +2y) = 0, 
HD а(х? + у) +2(x + y)'] + b(x + y)[(2x + zy) + (zy +2)?)] = 0, 
上 式 两 边 除 以 x + y, 得 
a[ 妇 -好 + 只 二 2(« + у? + b(2x +2ху +272) = 0, 
(За + 2b)(x' + ху + у?) = O. ` 


由 此 得 4 = - 3a/2. 因 此 ,例如 a = 2,6 = - 3 便 是 其 一 个 解 ,于 是 
J(x,y) = (x — у)худ(х,у) 
= (х- у)ху[(2х* + у?) — 3xy(x + y)] 
= (z - у)лу(х + y)[2(x'- xy + у?) - 3ху] 
= (х - у)ху(х + y)(2x' - 5zy + 2y2) 
(х – y)ay(x + у)(2х - y)(x - 2y). 


【模拟 实战 】 


习题 A 


1. 求 所 有 满足 lx - 1) ° р(х + 1) - (x +2) * Р(х) = 0,x ER 的 多 项 式 ， 
(1976 年 纽约 竞赛 题 ) 
2. 对 每 个 n € N, ЖЕРЛЕДЕ ЛА п 元 整 系数 多 项 式 P 和 0, 使 得 (x + x, ++ x.) ° 
P(xxa "a, ) = @(ай,х! 4) ,x s, C R. (匈牙利 奥林匹克 题 ) 
З. (х) = а? + ax + = + az + а,д(х) = bax + Буа? + х + bo 和 
h(x) = сз? + cix + ca 艾 为 系数 绝对 值 分 别 不 超过 4,1 和 1 的 整 系数 多 项 式 , 且 
/A(10) = g(10) + h(10). 问 是 否 有 多 项 式 f(x) ,使 得 f(x) = g(x) .h(x)? 
4. 设 多 项 式 R(x) 的 次 数 小 于 4, 并 且 存 在 多 项 式 P(x) ,使 得 
Tsim г + 8sin 2: — байн + cost: — 10sin’t + Ssin’t — 2 
= P(sint)[sin'e — (1 + віпс) (сове -2)] + R(sint), 
这 里 5E R, 试 求 这 样 的 R(x). 


习题 B 


1. 求 出 满足 下 列 条 件 的 所 有 含有 两 个 变量 的 多 项 式 ; 
(1)P 是 mn 次 齐 次 的 , 即 对 所 有 实数 4,x,y, 有 P(tx,1y) = г. Р(х,у); 


Ў (2) 对 所 有 的 实数 a,b,c £f P(a + Ь,с) + P(b + с,а) + P(e + a,b) = 0; 
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> 


(3)P(1,0) = 1. 

. (1) 是 否 存在 关于 变量 x,y,z 的 多 项 式 已 = P(z,y,z),Q = O(x,y,z),R = R(x, 
у.) ,使 恒等式 (x -y+1PP+(y-z-1PO+(z-2x+1)R = 1З? 
(2) 对 于 恒等式 (x -y+1) P+(y-z-1)Q+(z-x+1)R = 1, 上 一 问题 中 的 
多 项 式 存在 吗 ? (Ж 16 届 全 苏 奥 林 匹 克 题 ) 


. 试 求 所 有 满足 下 列 条 件 的 实 系数 多 项 式 f(x): 


(1)/(x) = as?" + aya" ++ + dx + азау > 0; 


(2) РЭ а3а3.-у < ey ааз 
0 


(3)/(x) 的 2а 个 根 都 是 纯 虚 数 ， (1997 年 中 国 国家 队 选 拔 赛 题 ) 
给 定 实数 a, 设 实 系数 多 项 式 序列 |/,(x)| 满足 

АЕ КТ 

(к) = sf.(x) +, бах), п = 0,1,2, 


(1) Жа: Сю) = (2), а 0,2, 
(2) Жу, (х) 的 明显 表达 式 . (CMO - 14 试题 ) 


анама Зао 


љон МЕ Гы ЭсушО 


第 二 十 五 章 ”一 类 三 元 三 次 齐 次 
多 项 式 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 】 

车 用 》) 表 三 元 循环 和 , 则 有 
x+y+z= уух, +y +41 = У), 
(ужа) + (z+ x) + 2(z + у) = >122(y + z) 9838. 
(а) = (z+ y+ 2) = У)а + 3212 (y + z) + блуз, 
2 но а +2) = Уу? + У) (ужа), 

х Улу = (х+у+г)+(ху+ут+ ш) = Dy + а) + 30, 等 等 ， 
对 于 三 :元 三 次 齐 次 多 项 式 Kx,y,z) ,我 们 有 下 述 结论 : 
性 质 1 Ща нуна ОМ, /(х,у,2) = Уух? - 3zyz > 0. (25 – 
事实 上 ,由 (xz,y,z) = а + у? + 2 —3хуг 

= TG +y+z)[(zx= - y) + (y- z) + (z -— x)']1 ВЕ. 

注 ”对 于 z,y,z' ,由 平均 值 不 等 式 , 有 


0)2 > 20) ку? – У) а?у; (2521-1) 
(2) У) 2. У) > ЗУ) ау? (25-1-2) 
37а: уух 30У) ау; 
(3)(D) x)? > ЗУ) ку. (25 -1-3) 
性 质 2 当 x,y,z > 0 时 ,f(x,y,z) = >)x(z-y)(x-z) 
= Dx У) (у + z) +3луд > 0. (25-2) 


事实 上 , 因 2) x(x - y)(x - z) Ж х,у, 的 对 称 式 ,于 是 可 假定 有 x > y> 2, 


аба = у)(х = z) + убу = z)(y — z) + z(z— )(2- y) 

> x(x - y)(x — z) + y(y - z)(y — 2) 

> убх - y)(x - 2) + убу - z)(y - 2) 

= у(х - y)(x - y) > 0. 
Ж ”性 质 2 即 为 Sechur 不 等 式 : 
设 x,y,z 为 非 负 实数 , 则 有 >》) (х - y)(x - z) > 0. 
性 质 2” 即 为 当 r = 1 时 的 情形 . 
性 质 3 在 人 4BC 中 , 记 BC = a,CA = b,AB = c, 则 

flasb,c) = }Ууа*-2}>;)а*(Ь + с) + 9abe < 0. (25-3) 
ЖЖ E, a = y+z,b = z+ x,c = x + у, 
r= l(b+e-a)>0,y = 2(e+a- b) >02 = убаво) > 0. 
将 x,y,z 代 人 (25 - 2) 式 , 即 得 (25 - 3) 式 . 
性 质 4 ХЕ ДАВС, ЇЕ ВС = а,СА = b,AB = c, 则 

(abc) = Уа? – Уја(Ь + c) + 2abc < 0. (25-4) 
事实 上 ,由 三 角形 性 质 , 有 (a + Ь-с)(В+с- a)(a + c - b) >0 展 开 即 证 . 
性 质 5 а,Ь,с 为 三 角形 三 边 的 长 , 令 
а,Ь,с) = А(а? + 0 + с) + В(а?Ь+Ьс+ cza + ab? + Ьс + са?) + Cabc 

= А: Уа + B+ У)а(ь+ с) + С а, 

СТ) УСТ, Т) СО, 1,0) 和 f(2,1,1) 都 非 负 , 则 а,Ь,с) > 0. (25 - 5) 
(2) # (1,1,1) > 0,17 (1,1,0) > 0,/(2,1,1) > 0, 则 


fla,b,c) > 0. (25 - 6) 
(3) #/(1,1,1,) = 0,Ї/(1,1,0) > 0,f(2,1,1) > 0, 则 
а,Ь,с) > 0. (25 – 7) 


其 中 (25 - 5), (25 - 7) 的 等 号 当 且 仅 当 a = b = c 时 取得 . 


证 明 ”假设 三 角形 中 a 边 最 大 ,不 失 一 般 性 ,可 设 a = x+y+z,b=x+y,c= 


y+z, 当 x,y,z 取 遍 所 有 非 负 实数 时 ( 除 三 角形 退化 为 一 线段 外 ,总 有 yy 0) „а, Б, 
c 可 以 遍 取 所 有 三 角形 边 长 , 当 且 仅 当 x = z = 0 时 成 立 等 号 .于 是 


flasbsc) = [c,(x + z)(x - z) + (с, + с) (2 + z22)] 
+ Себ - 2) + (2с; + с,)аш] + у + cs(z +z) унсу, (*) 
Гос, = /(1,1,0) = 24+2B,c = ЗА + 5B + C, 


а= Зоо 6А upi С.с За о +46, 


2 2 
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аа оза ФаЭоЖО 


аллана Эра. 


єз = 266,66 = /(1,1,1) = ЗА + 68 + С. 


(D 由 题 设 c = /(1,1,0) > 0,c + c = TG.) >0, 
e = /A(1,1,1) > 0, 可 以 推出 
сз =®0.с, = то + ca = a + (с + е) > 0, 


ИЯ 2с; + c, = 2с, + (— cy + 4с) = c; + 4с, > 0. 
于 是 ,由 (* ) Ж, (а, Б.с) > 0. 
(2), (3) 间 理 可 证 ( 略 ). 
下 面 讨 论 Ла, Б, с) > 0 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . 
若 a = b= c,f(,1,.1) = 0, 推 出 f(a,46,c) = 0 容易 . 
反之 ,由 f(a,6b,c) = 0, с (х + 2) (х - 2) = 0: 
又 内 с, = /(1,1,0) > 0, 必 有 x = z. 这 时 , 除 三 角形 退化 为 一 点 外 ,总 有 у > 0. 
将 条 件 f(a,6,c) = 0,x = zl1,1) = 0 代入 (* ) 式 ,注意 到 cs = /(1,1,1) = 
О, су =2ce=0 和 2c+ecl=c+4c= ec, 得 2(cl+ec)z + cax2y = 0. 
若 x z О, є, + e, = 0, H. c, = 0, с, = P су + (e, +ca) = c; = 
0, 此 与 cl > 0 矛盾 ,所 以 必 有 z = x = 0, 即 a = b = с. Е. 
Ж 由 于 Na,bc) = A Уа + B: >a (b + e) + С. abe , MI) 
f(1,1,1) = 34 +6B + C, 
f(1,1,0) = 24 + 28, 
/02,1,1) = 104 + 14B + 2С. 
(О ЖА =- 1,8 = 2,6 =-9 时 ,有 
fG.1,1) =-3+12-9= 0, 
/01,1,0) =-2+4=2>0, 
/О2,1,1) =-10+28-18=0. 
于 是 ,由 (25 - 7) 式 ,有 f(a,6,c) =- Уа? +2У)а(Ь + c) - 9abe > 0, 
й Уа? –-2У)а(6 + с) + 9abe < 0, 此 即 为 (25 -3) 式 . 
(1) 取 4 =-1,8=1,C =-2 时 ,有 
fl1,1,1) =-3+6-2=1>0, 
/0@,1,0) =-2+2=0， 
f(2,1,1) =-10+14-4=0. 


1 


于 是 ,由 (25 - 6) 式 ,有 Ho,bc) =- Bas + 31 a2(b + c) - 2abc > 0, 


ш Ха? – Ууа'(Ь + с) +2а5с < 0, 此 即 为 (25 - 4) 式 . 
【典型 例题 与 基本 方法 】 
011 已 知 a,5,c € R' ,求证 ; +$ + ЗС 0). 


+ (ab + 0с? + са?) > (а? + Б + с), E 


sq а [е 


证 明 由 柯 西 不 等 式 , 知 ( 公 + 


Зба + 0 +) э(а+Ь + с) У З(а + +с)>»а+Ь+с. 
于 是 ,注意 到 (25 - 1 - 2) 式 , 有 
"с а (а + + 2) (а +0 + с?) 
С: с * аў + 0 + са? 10а ++ са Р +) 


_ МЗ(аї + Р + с) К 


3(a' + b) + e) > 3(а* + b2 + с). МЕЕ. 
a+b+e 


例 2 已 知 a,b,cER', 昌 a+65+c =1. 求 证 十 


证 明 ”由 柯 西 不 等 式 ,有 (2 + 0. + 6) Га(ь + 2) + (еж a) + 
+C с+а a+ b 
e(a + 4%)] > (a + b + ec 于 是 ,注意 到 (25 - 1 - 2) 式 及 (25 - 1 - 3) 式 , 有 


а b с (a + b + с)? 


— < = E > 
b+ с+а? а+ b ab + bc + са +a b + b c + са 
(a + b + е) 3 


3 к. 2 1 1 = 
ab + be + ca + T (a + b + с)ба + P + e) 3(ab + be + са) +а + + e 


Ра 3 = 一 3 = 2 ўр 
(a+ b+ о) + 4 (a+ b + с)? 1+5 4 


例 3 а, Б.с Е": + ce „3. 


b+c c+a aa+6 盖 2 


(第 26 届 莫斯科 奥林匹克 题 ) 
证 法 1 由 (25 - 1 - 3) 式 或 由 平均 值 不 等 式 ,有 ай + be + ca < L (a + b+c)》， 


由 柯 西 不 等 式 ,有 (2 + 一。 e )[a(b+c)+ (ежа) + e(a + b)]> (a + 


+ + 
bre ct+a a+b 


иља нао 


b + e) ,于 是 ар (a +b +c) (a+ b +c) 23. 
8 И bie c+a сауа) > 2.4 (a + b + е? 2 
К е. 
£ 证 法 2 原 不 等 式 可 变形 为 
学 а(с + а) + а) > [I] (а + һ)(]| 表 循 环 积 )、 
中 2 
的 
£ 而 У}а(с+а)(д+а)- 3 аж) 
й = [Da + УЛ ав + с) + Заре] - ЗУ] аЬ + с) + 2abe] 
= 1025) а - Ув e)] 
> [Xa - Уа + с) +3abe]( 其 中 注意 到 (25 - 1) 式 ) 
> 0( 注 意 到 (25 - 2) Ж). 
故 命题 获 证 . 
例 4 设 x,y,z 2 0, 证 明 :x(x - z+ y(y- z) > (х—:)(у-)(х+у-). 
(1992 年 加 拿 大 奥林匹克 题 ) 


证 明 (х z)' + убу - z)°- (z — z)(y -zz+y-z) 
= x'-— 240: + шш + у? — 2y'z + уг! —- зу - ху? + хуп + ай: + xyz — 
а? + хул + y'z - y2 (х + y - z) 
= 21 - У) (y + z) + 3xyz > 0( 注 意 到 (25 - 2) 式 ). 
故 原 不 等 式 获 证 ， 
例 5 ае я = 条 边 长 ,求证 : 
abc> (-—a +b + c)(a — b + c)(a + b - с). 
证 法 1 由 abc - (- a + b + c)(a - b + e)(a + b — c) 
=a +b + с – (а?с + аЬ + Ра + с + са + Ь) + Зас 
= У)а? – У\а(ь + c) + 3abe 
> 0( 注 意 到 (25 - 2) zÜ), 
得 abc > (- a + b + с)(а- b + c)(a + b — c). 
证 法 2 ® а,Ь,с) = al-(-a+bp+ea-p+ca+p-oc)， 
Й| /(1,1,1) = 0,/(1,1,0) = 0,/(2,1,1) = 2 > 0, 


由 (25 -5) 式 , 知 f(a,b,c) > 0, 
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асъ (- a + b + e)(a - b + e)(a + b — с). 
例 6 已 知 a,b,c 是 任 一 三 角形 的 三 边 .求证 : 

а(Ь+ с-а) + (с+а- Б) + (а + - с) < 3abc. (IMO - 6 试题 ) 
证 法 1 由 3abe — a (b + с-а) – P (c + a — b) - (a + b - с) 


= De- >1a2(b + c) + Зас > 0, 
R а(Ь+ с-а) + D (c + a – b) + e (a + b —- с) < 3abc. 
证 法 2 (a,b,c) = Зас – (b+ c -a)- P (e+a-b)- 2(a+ В +), 
MW /(1,1,1) = 0,/(1,1,0) = 0,/(2,1,1) = 2 > 0. 
由 (25 - 5) Ж, / (а,Ь,с) > 0. 
故 o2(6+ce-a)+bc+ra-b+ca+bh-c)s<3abc. 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 注意 所 证 不 等 式 的 变形 处 理 
例 7 已 知 x,y,z 为 非 负 实数 ,上 且 x +y+z= 1, 求 证 ; 


0 < + zx + xy - 22 < Z+ (IMO - 25 试题 ) 
证 明 HH yz + zx + xy — 2xyz = (yz + zç + xy)(x + y + z) - 2zyz 
эз 
= Уух (у+) + xyz > 0 


及 7-27(yxz + zx + xy – 2xyz) 
= 7(х + y + z)'— 27[(yz + zx + xy)(x + y + z) —2луз] 


= 7У) а - 6) абу + z) + 15луг > 62) 2) — > (у + z) + 18xyz 
> 0( 注 意 到 (25 - 2) Жи У) а? > Зас), 
故 0< ус + + ау —2зуа < уу. 
018 а,Ь,с 为 非 负 实数 , 且 абс = 1. 求 证 : 
(ae 1+ 090-14 2)6-1420) 1 (MO - 41 试题 ) 


证 明 ”不 失 一 般 性 , 设 a = y = T,m)c = СФ х,у, € RR' ), 则 所 证 不 


等 式 即 为 :(x у + z)(y + z — z)(z —- x + y) < дул. 


H xyz — (x — y + z)(y + z - x)(z - x+ y) = 2)='- 212 (y + z) + 3ayz 


аьа ЗОО 


及 (25 - 2) 式 可 知 (x – у + 2) (у +2 x)(z — x + y) < хуз, 
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# ба 12) -1+ 2) -1+ 2) <1. 


о 

ДД 2. 注意 问题 的 统一 处 理 

к 919 (1) 设 a,5,c 是 三 角形 的 三 边 之 长 , 且 a+ 5+c = 2. 求 证 :oz + оъ 
Ў 2а <2. (1990 年 匈牙利 奥林匹克 题 ) 
由 |。 人) 设 了 是 一 个 周 长 为 2 的 三 角形 ,<,y,z 是 7 的 三 边 长, 则 e+ 器 + 和 
Ж ш: (2003 年 爱尔兰 奥林匹克 题 ) 
М (3) 设 a,6,c 是 三 角形 的 三 边 之 长 , 且 a + b+ c = 1, 求 证 :a? + P+ e + 4abe < 
题 


(第 23 届 全 苏 竞赛 题 ) 


(4) 全 4BC 的 三 边 a,6,c 满 足 a + b + c = 1. 求 证 :5(a? + 0 + с?) = 18abe > 7. 


(《 数 学 通讯 》 竞 赛 之 窗 1992 年 11 期 问题 ) 
我 们 可 以 证 明 下 面 一 般 性 的 结论 : 
设 a,b,c 是 三 角形 的 三 边 之 长 , 目 a + b+ c = AG > 0), 


2 
СРЕ РСЯ (*) 


ФА < аб + be + са ~ Fabe < 222, 
证 明 Аа СУ) а) < Ја Уа + 4abe < (У) а). 
由 (>)a) - 2( ma+4abc) 
= [Da +327a (b + с) + бас] -2 a+ Pla (b + e) + abc) 
=- Са - Уа + e) + 2abe] > 0( 由 (25 -4) 式 可 知 )， 
知 不 等 式 的 右边 得 证 . 
又 由 27057 а? }у]а +4абе) - 13( 51 a) 
= 271 3а? + Pas + с) +4abe] - 13[ >a) + ЗУ) а (ь + e) + бабс] 
= 14272) -12 oz(6 + c) + 30abe 
> 122) 0 - 12] а5(Ь + с) +36abc( 因 为 У) а? > 3abe) 
= 0 (由 (25 - 2) 式 可 知 ). 


2 
MMA < а? + За А. 
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Ва + b° + с = А? – 2(ab + bc + ca) КАС ж) sÇ, 


29:27 
在 (* ) 式 中 ,分 别 令 = 2,А = 2,А = 1, 即 为 (1)(2)(3) 所 要 证 明 的 结论 . 


在 (*) 式 中 , 令 A = 1 则 有 四 + 只 + 0 + Даве > 13,8 


13 2 13 2(at+8+c) 7 
5 3 


22, 18 аў 
а? +b + C + абс > 52 = S be > 55 – = 15， 


ИВ 4° < ab + be + са — аве < ДА. 


整理 即 得 5(a? + b° + 2) = 18abe > 于 ,此 即 为 (4) 所 要 证 明 的 结论 . 


例 10 已 知 公 4BC 中 , 设 1 是 它 的 内 心 ,人 4, 和 B,C 的 角 平分 线 分 别 交 其 对 边 
于 A.B. C .求证 :二 < ай. < £. (1МО - 32 试题 ) 
证 明 记 BC = a,CA = b,AB = c, 由 于 7 是 人 4BC 的 内 心 ， 
АГ АС BA АВ „=, А b+ 
Ма? = сс = ас ,所 以 1 = ават 
同 理 ВІ с+а СІ a+b 


'BB' ©а+бБ+с'СС Tarb+te’ 


是) 

由 a,b,c 是 人 4BC 的 三 边 长 知 ,x,y,z 也 必 为 某 个 三 角形 的 三 边 长 , 且 x+y+zx=1. 
由 4[(xy + уг + zz) – xyz] - 1 = 41) яу + 22 - zyz] - ( >) x) 
= 4[ 2722 (y + z) + Зауг — xyz] — [ DP) x? + ЗУЛ (у + z) + 6zyz] 


=- Хо + У) (у + z) + 2zyz > 4xyz (由 (25 - 4) 式 可 知 ) 
> 0, 


аук z+ m - az > ++ 

又 由 S8-27y+ уг + zx — syz) = 8( > x) = 27[( 27 ay ` У) х) — xyz] 
= 8[ >; ° +321 (y - z) + 6xyz] – 210) 20у + z) + 3xyz — xyz ] 
= 8)? - 3213 (y + z) + 6zyz 


ВИА ЗОЖ МЕГЕ Эш 


аъам Эсушо 


> 3512 -2) (y + z) + 9xyz]( 注 意 》) a? > 3abc) 
> 0( 由 (21 - 3) 式 可 知 )， 


Ж] зу + уп + z - зул 5. 
故 原 不 等 式 获 证 . 


【模拟 实战 】 


习题 A 


1. 设 *,y,z > 0, 求 证 : 
2( + y +?) э йуж z+ z+ x+ Zx+ ду. 
2. 8 х,у,2 > 0, 求 证 : 
24хуг < 3(x + y)(y + z)(z + x) < B(x + y' + 2). 
3, а,Ь,с 是 三 角形 的 三 边 长 ,求证 ; 
a(b — с) + b(c - a) + с(а — Б)? + 4abe > а? + B° + с. (匈牙利 奥林匹克 三) 
4. ТЕ ААВС 中 ,abe 为 三 边 的 长 ,求证 : 
(1)2(а+&+с)(а®+ Б + с?) > 3(a' + + с? + 3abe); 
(2)(а + b + с) < 5[be(b + c) + са(с + а) + ab(a + b)] - 3abc; 


(3)abc < а(р- а) + (р - Ь) + (p - с) < Зак, Д р = 36а ++ с); 


t| 


(4)1 < cosA + cosB + cosC < 


习题 B 
1. 设 zx,y,z> 10, 并且 x+y+z=1 求 证 , 
(1)2(x' + X? + 2) + хуг > 1; 
(2)zy + уг + zx – 3zyz < 1. 
2. ЯЕ АВС 中 , 记 m ‚ т, , т, 分 别 为 边 BC = a, CA = b, AB = ec 上 的 中 线 的 长 .求证 ， 


m 9 
(> Be 
Ч 304 ga RSJ 


П) 


„ 


е 


ә 


oo 


„а,Ь,с ЛЕЗО, ЖЕ. (а + 1 


2 2 2 
(2) У) m +m m 3 


. 证 明锐 角 三 角形 的 三 条 中 线 组 成 的 三 角形 , 它 的 外 接 圆 半径 大 于 原 三 角形 外 接 圆 半 


03. 
. 设 a,b,c>0 且 ab+ bc + са =1. 求 证 :Va +a +V + b +V e + c > 
2/а+Ь+с. (2008 年 伊朗 奥林匹克 题 ) 
. 设 a,b,e 为 正 实数 ,求证 :(1 + 49) (1+ 4#—). (1+ ES) > 25. 
(2008 年 马其顿 王国 奥林匹克 题 ) 
, 设 a,b,c 是 正 数 , 且 a +5+c = АУ 027, 
bc+at 


(2008 年 Serbian 奥林匹克 题 ) 


=) +T -a)+(0+l-a)(e+1 b) + 


Ь 
(«+1 (a l) >з. (2000 年 IMO 预选 题 ) 


. 正 实数 a,b,c Wa + b+c = Ru bc рса с-а 3 


а+ ъс + Ь+са +с+аЬ & 2` 


(2008 年 加 拿 大 奥林匹克 题 ) 
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第 二 十 六 章 “多项式 у(х) = x" - 1B 
根 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 】 


多 项 式 Kx) = x* - 1(n € №) 的 根 就 是 1 的 n 次 方 根 .1 的 nn 次 方 根 称 为 n 次 单 
位 根 ,或 者 说 ,一 个 复数 e 的 n 次 智 等 于 1, 即 e* = 1, 那 么 这 个 复数 e 就 叫做 1 的 一 个 
nn 次 单位 根 .1 的 x 次 单位 根 有 很 好 的 性 质 ,运用 这 些 性 质 处 理 某 些 数学 问题 是 方便 
的 .本 章 略 作 介 绍 . 

首先 看 1 的 п 次 单位 根 e, 的 性 质 ， 

性 质 1 1 的 n 次 单位 根 有 个 ,它们 分 别 是 6 = cos2kr + jsin 2kx „ ми, _ 
0,1,2,..,n - 1). 

性 质 2 (ei)" = le = (є)*, lee 1= 1.(k = 0,12, n 1.) 

ЖЕЗ {л 为 奇数 时 ,eo = 1 是 其 惟一 实 根 ; 当 п 为 偶数 时 ,e。= 1,6: = 1 是 其 
РЕЗИН АУЛЕЯ, ВП е, Уе, ЫН, R. є, е, = 1. (Е = 0, 
1,.%%,n - 1.) 

性 质 4 е 对 于 乘法 .除法 是 封闭 的 ,或 者 说 ,方程 加 _1 = 0 的 若干 个 根 的 乘积 
也 是 这 个 方程 的 根 ,这 个 方程 两 个 根 的 商 (或 根 的 倒数 ) 也 是 这 个 方程 的 根 . 

n, p 是 n 的 整数 倍 或 & = 0; 

0,34 p 不 是 n ШИВ НҢ k = 0. 
特别 地 ,1 + е, feet +, = ОЗ К е ОВ е + е2 +…+e = 0. 
性 质 6 车 PP "р, 是 两 两 互 素 的 正 整数 , 旦 n = Pi PPpn, 则 1 的 nm 个 nm 

次 单位 根 可 由 1 的 р, 个 р, 次 单位 根 乘 以 1 的 p, 个 ps 次 单位 根 ,…, 乘 以 1 的 p。 个 pn 

次 单位 根 而 得 到 . 


э ai 
性 质 7 X> x |р -ei). 


特别 地 , 当 = 1 时 ,n = расе). 


нА ўво 


性 质 5 тне не в £ es = { 


性 质 8 =“, 表示 复 平面 上 单位 圆周 的 n 等 分 点 (或 单位 圆 的 内 接 正 п 边 形 的 顶 
点 ), 其 中 es = 1 是 单位 图 周 与 正 实 轴 的 交点 

我 们 称 1 的 菜 个 次 单位 根 ,叫做 1 的 n 次 单位 原 根 (简称 原 根 ), 当 且 仅 当 m < п 
时 ,不 是 1 的 m КАЧ. 

例如 1 的 3 次 单位 原 根 是 w = -十 + 和 = - 1 УЗ, 的 4 次 单位 原 根 是 
1Я]-1. 

性 质 9 1 的 一 切 n 次 单位 原 根 ,可 以 在 所 有 单位 根 ei(k = 0,1,…,n -1) ФАР 
上 以 小 于 n B S n 互 质 的 一 切 正 整数 的 值 而 得 出 ,有 1 的 n 次 单位 原 根 的 个 数 ,等 于 小 
于 而 与 4 互 质 的 那些 数 的 个 数 ,并 记 为 p(n), 且 p,9g 互 质 时 ,有 p(p ` 4) = (р). 
Ф(9). 

性 质 10 1 的 所 有 п 次 单位 根 ,等 于 它 的 任何 一 个 原 根 的 п 个 接连 整数 次 等 ;车 
n =p Pp2…pm 且 pi,p2,…,pn 两 两 互 质 , 则 1 的 一 切 n 次 单位 原 根 可 由 1 的 p, 次 单 
位 原 根 ,1 的 р, 次 单位 原 根 ,…,1 的 p, 次 单位 原 根 相 乘 而 得 到 

例如 ,1 的 12 次 单位 原 根 可 由 1 的 3 次 单位 原 根 w,owz 与 1 的 4 次 单位 原 根 i, i 
相 乘 而 得 到 ,为 + + 二 的 4 个 . 

性 质 11 1 的 п 次 单位 根 中 每 一 对 共 胃 原 根 对 应 着 一 个 加 内 接 正 边 多 边 形 ,并 
且 反 过 来 也 是 正确 的 , 即 具有 п 边 的 加 内 接 正 多 边 形 的 个 数 与 1 的 所 有 n УЗА 


的 组 数 相同 ,为 地 p(n) 个 ( 圆 内 接 正 n 边 多 边 形 是 指 把 单位 圆周 等 分 ,每 隔 p(p 与 n 


TER) 个 分 点 连接 而 得 的 正 п 边 多 边 形 ). 


以 上 性 质 的 证 明 也 是 不 难 的 ,作为 练习 留 给 读者 . 
由 于 有 这 些 性 质 ,1 的 n 次 单位 根 在 解 题 (特别 是 数学 竞赛 题 ) 中 有 着 广泛 的 应 用 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 
1. 在 复数 计算 题 中 的 应 用 
例 1 (1) 求 -i 的 三 次 方 根 ; 
(2) 在 复数 集 内 解 方程 ze - 1 = 0. 
ЮЙ (1) 由 -i = .上 知 ,所 求 三 次 方 根 为 i 与 1,w,w? 相 乘 而 得 到 . 


(2) 由 解 方 程 x” - 1 = 0,x* -1= 0,x’ – 1 = 0 得 到 的 根 相 乘 即 得 所 求 的 60 个 根 . 
Ж ”由 (1) 可 知 , 求 一 个 复数 a 的 n 次 方 根 ,只 要 求 出 方程 x** — a = 0 的 一 个 根 ， 


再 将 这 个 根 乘 以 1 的 所 有 次 单位 根 就 得 到 了 . 
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x +y +Z = 3. 
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例 2 已 知 复数 满足 O + x + 1 = 0, 试 求 z" + ВИЕ. 
(1978 年 重庆 市 竞赛 题 ) 


Ий ШШШ = оао =- L + 9 从 而 内 + 二 = 加 +o( 或 o+ 
а?) =-1. 

例 3 方程 ze + 2 +1 = 0 有 一 个 复数 根 ,在 复 平面 上 这 个 根 的 辆 角 在 90" 和 180° 
之 间 , 求 0 的 度数 . (第 2 лагане) 


解 (2 - (2 + 2 +1) = zz? -1 知 ,满足 方程 z+ z+1= 0 的 复数 根 为 
1 的 9 次 单位 原 根 ,而 1 的 9 次 单位 原 根 为 5 = cos 27 + jain 笃 ,za = cos fÉ + пат 


9 9， 
Вк... 8л 10х |... жу 14 16т 

za = созбу + isin ол) = cos 9 + isin Чу ‚гу = сово + ізіп 9 = cos 9 + 

isin 167 

sin 167. 


РАЧЕ 90° 和 180° 之 间 的 辆 角 只 有 号 x = 160", 此 即 为 所 求 的 9 001838. 


2. 在 解 方程 [或 方程 组 ) 中 的 应 用 
#4 解 方程 (zx + m)" – (x — m)" = 0. 


解 显然 x* = 普 关 0 不 是 原 方程 的 根 , 设 y = £t Д n 2 0 时 ,y е1, 8. 


х- т 


х = Ot D ВОН у^ = 1 其 异 于 1 的 单位 根 为 
2kx 2kn 


ж = сов + isin Tk = 1,2,6, -1. 
| :. 2Ет а 26у 
т(у, + l) isin mw + (1 + cos — 
因此 x, = = т: 
=ч ; ¿n 2Ёт 2Ёт. 
йїп  — (1 — cos“) 


= me cot (k = 1,2, п 0) 
即 为 所 求 . 
15 解 联 立方 程 组 
x+y+z=3, 
x +y + 2 = 3, 


eee 


求 出 所 有 实 根 或 复 根 . (第 2 届 美 国 奥林匹克 题 ) 

解 设 x,y,z 是 三 次 方程 "”- а + br с = 0 的 根 , 则 a =x+y+z=3,b = 
xy + yz + 20.6 = хуг, Ща + y +z = 3 两 边 平方 后 整理 可 得 b = 3, 从 而 三 次 方程 为 
г -З? +3r- с = 0. 

ост 1) = тт Ег 1+ т, + от,1 + ото ЕТКЕ 
又 由 国 式 有 (1+ т)? + (1 + от)? + (1 + от)? = 3, 展 开 并 注意 到 
0, 上 不 为 3 的 倍数 ， 
3, 丰 为 3 的 倍数 ， 

可 得 到 30m? = О т = 0, 因 此 所 有 的 根 是 x = y = z = 1. 

在 此 ,我 们 顺便 指出 ;借助 o 可 推导 实 系数 一 元 三 次 方程 *” + px + = 0 型 (对 于 
у + ау? + by + c = 00, ШН y = х- 3 化 为 此 型 ) 的 求 根 公 式 解法 . 


B£. BÍ 2 + у + 2 Злуг = (x + y + z) + (z + Xo? + zo) + (x + уш + ma? ) = 
ОО х -3yz * x + (y? + 2°) = 0Ж=Җ - y - z, — yu? — zo, — уш — mu, 其 中 yz 
作为 二 次 方程 全 - 94 — Ë = 0 的 根 而 求 得 . 

3. 在 讨论 整除 性 问题 中 的 应 用 

例 6 Еа < ТП x + x° + +*+1 整 除 . 

(1964 年 广州 市 竞赛 题 ) 

略 证 “” 设 e 是 任 一 异 于 1 的 1 的 10 次 单位 根 .由 se 吕 +em + +en+1= 
e+es+…+e+l=0 即 证 . 

17 试 确定 出 所 有 的 正 整数 对 (mm,n) ,使 得 (1 + x" + x”+… + z") 能 被 (1 + 
x + X + + x") 整除 . (第 6 届 美 国 奥林匹克 题 ) 

解 ” 设 e 是 1 的 异 于 1 的 m+1 次 单位 根 , 则 1+e+… +e" = 0, 要 使 1+e”+ 
ez + + em = 0, 由 性 质 5 知 ,只 要 п 不 是 m + 1 的 整数 倍 , 即 n,m + 1 互 质 . 

@J8 证明: 如果 n 是 自然 数 ,那么 多 项 式 (x П) а ЈА А к к. 

(第 6 届 比 利 时 奥林匹克 题 ) 

证 明令 f(x) = (x + 1)2%*! +x*” ,考虑 取 1 的 3 次 单位 根 w 及 对 n = 3k,3k + 
1,3k + 2 分 别 有 f(w) = 0, 因 而 f(x) 有 因 式 x* + x +1. 证 毕 . 

4. 在 多 项 式 因 式 分 解 中 的 应 用 

例 9 在 整数 范围 内 分 解 因 式 :z2 + x° + x° + x° + 1.(1978 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

Ж Ых°?+х + xt + 2 +1 = (?)* +(2)+(2) +? + 1,02 є ЖЕР1 


куку ЫЧ 


5 次 单位 根 , 则 有 е + e + … + e) + 1 = 0, 故 知 原 多 项 式 含有 因 式 f(x) = х + 
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ажа? +x +] 再 利用 多 项 式 除法 , 便 求 得 另 一 因 式 户 (z) = А авас дб +45 — 
x +1. 

我 们 可 证 明 (х) .f(x) 在 整数 范围 内 不 可 分 解 . 

事实 上 ,f(x) (х) 都 是 xs - 1 的 因子 ,xs - 1 除了 1 之 外 没有 其 他 实 根 ,而 1 
ЖЖ у, (ж) (а) 的 根 ,所 以 f(x) (х) 没有 实数 根 ,于 是 它们 不 可 能 有 奇数 次 因 


АПА ЛС) 和 所 (x) 有 二 次 因子 ,一 定形 如 x - оов ИЛ + 1(1 < k < 7,& ы 5), 


而 这 时 соз 28; у 0, + +, + 1 所 以 2cos 20 不 是 整数 ,因此 万 (z) 和 万 (x) 不 可 能 有 


тйлй i upam руи 可 分 解 ,只 能 是 . 户 (z) = (x + ах? + 
bx + ax +1)(з* + ск + dx? + cx +1), 展 开 比较 系数 产生 矛盾 ,所 以 f(x) 也 不 可 分 
Жж. 
110 (5) (1 = 1,2,…,n) 都 是 多 项 式 , 且 满 足 ; 
ЛС) + RN) + = аар (a) = (ze Df.(x)(m > 
п > 2,т ЄМ), ШЕВ (х - 1) 是 f(x) 的 因 式 (i = 1,2,…,n). 
(第 5 届 美 国 奥林匹克 题 的 推广 ) 
ШИН е, (Е = 1,2,…,m - 1) 10 т УНА, Је + Cr + 
1 = 0(k = 1,2,…,m -1), 并 将 每 一 个 6, 代 人 已 知 等 式 ,注意 到 m > n, 可 构造 出 关于 
ЛО) = 1,2,…,n - 1) 的 齐 次 线性 方程 组 
ЛП) жел) + + ef (1) = 0, 
ЛО) + efll) + + esf,(1) = 0, 


АО) же 0) + еу (1) = 0, 
其 系数 行列 式 为 n — 1 阶 Vandermonele 行列 式 : 


1а єї ws 
1 e. Я С 
3 ч :0 eT (e, – є) #0. 
2 14 а 
ЕС 


故 方程 组 只 有 零 解 ,6(D) = 0(i = 1,2,…,n —1). а = 1 时 ,有 rf(1) = 


Ула) = 0, 故 (1) = 0, 从 而 便 证 明 £ (z) 有 因 式 = _ 10 = 102,5, а). 
Ë эйт = n = 4 时 , 即 为 第 5 届 美 国 奥赛 题 ,此 时 也 可 运用 1 的 异 于 1 的 5 次 


单位 根 得 方程 组 直接 推算 而 证 明 ， 

5. 在 讨论 多 项 式 的 其 他 求解 问题 中 应 用 

例 11 设 p(x) 是 3n 次 多 项 式 ,使 得 P(0) = P(3)… = P(3n) = 2,Р(1) = 
P(4) = … = Р(Зп -2) = 1,Р(2) = Р(5) = … = P(3n - 1) = 0, P(3n +1) = 730. 
斌 确定 n. (第 ІЗ 届 美 国 奥林匹克 题 ) 

й ”注意 到 x 由 0 到 3n 逐步 增 加 1 时 ,P(x) -1 循环 地 取 值 1,0, - 1. 模 仿 这 一 


特点 ,考虑 1 的 3 次 单位 根 = - J + 2i, 广 意 = 0,1,2,… 时 ,数列 [or| = о, 


а? „1,0? 1,0) 表示 а” 中 i 的 系数 ,那么 
{21„(%")/УЗ\ = 40,1, -1,0,1, -1 
121,00" )/V3} = 11,0, - 1,1,0, -1,--}. 
因此 ,对 于 x = 0,1,2,…,3n 有 
Р(х) -1 = 21(@*°')/ УЗ. (х) 
为 了 得 到 关于 x 的 多 项 式 ,由 二 项 式 定理 有 
DD. 


而 ( * ) 式 右 边 是 27 DY Ска? - 1)*]/V3.C 可 展开 为 x 的 次 多 项 式 , 且 当 x 取 小 
于 大 的 非 负 整数 时 ,C: = 0, 由 于 我 们 需要 的 是 4 的 3n 次 多 项 式 ,并 且 x 取 值 0,1,2,* 
于 是 考虑 多 项 式 : 0(x) = 2 Сё (о? – 1)*]/УЗ. 


显然 0(x) 的 次 数 是 3n, 且 与 < 取 3n + 1 个 值 0,1,2,…,3n 时 , 它 和 (* ) 式 相等 ， 
所 以 有 恒等式 Р(х)-1 = Q(x). 
于 是 Р(Зп +1) -1 = @(3п+1) 


=2Һ > G. (а? - 1)°1]//3 


= 21,145) Cha (a? - 1) - оС (at - 1)" ]//3 
= 21,1901 + а — 1)" -ww – 1)" ]//3 
= 21,19%" – wliw + V3) ]//3 
=—21,[iw’ (iV3)”] 
(- DD:.3*, 当 n= 2k 时 ， 


2k +1 时 . 
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БАНАТА ЭО 


于 


ЕНА Зо 


即 


又 已 知 P(3n + 1) - 1 = 730—1 = 729, —1)*-3°# =3, 故 k=2,n=4. 


6. 在 解 有 关 组 合 数 的 问题 中 的 应 用 . 

例 12 求证 :C С ++ С\З = 20077 + 2 .sin Лун 4m - 3 为 不 大 
п 的 这 类 形式 的 最 大 整数 . 

证 明 е = i 为 1 的 一 个 4 次 单位 根 .由 二 项 式 定理 ,有 展开 式 

(a 

(1+8)" = CG) + Се, + Се? + + Сте", 

{+ =Й СА] + САСА + +С”, 

(L+ = С +С] + Се oe + СУЙ”. 

ЗЕД е Ж @ 30,61 Q Ж ,є, 乘 @ 式 ,然后 与 式 一 起 将 等 式 两 边 相 加 ， 

ЖЯ, Н PEB 5 14#]4( С, + С) + … + nf). 

和 式 左边 ,2" + (1+ е)" ее + (1+ е2)" е1 + (1+ е0)" el = 

2'"+[(1-4)°"-(1+40^°] = 2" + 280sin ЛЛ. 
比较 和 式 两 边 , 原 等 式 即 得 证 . 


7. 在 解答 三 角 题 中 的 应 用 
例 13 设 sin4 + sinB + sinC = cos4 + cosB + cosC = 0. 求 证 :cos34 + cos3B + 


ӨӨӨӨ 


соѕ3 С = 3eos(4 + В + C),sin34 + sin3B + sin3C = Звіп(А + B + C). 


(1958 年 武汉 市 竞赛 题 ) 


证 明 ”由 条 件 知 C Ат + 3 НА 


(cosA + isin4) + (cosB + isinB) + (cosC + isinC) = 0, 

[сов(А - С) + isin(4 - C)] +1 = ~ [сов(В — С) +їзї(В— С)], 
Ж лн ват 

[соз(А - С) — івіп(А - С)) + 1 = – [cos( B — С) — isin( B - С)]. 
再 将 上 面 两 个 等 式 两 边 分 别 相 乘 ,有 

[cos(A - С) + isin(4 — C)] + [соз(А — С) -isin(4 - C)] +1 = 0, 


即 知 cos(4 — C) + isin(4 — C) = оао = = + +. 


[ЖИ соз(В — С) + isin(B - С) = 或 wi. 
显然 cos(4 - C) + isin(4 - C) > cos( B — С) + isin( B - C), 否 则 有 сов(А - С) + 


isin(4 ~ C) = - 去, 这 是 不 可 能 的 . 
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因此 , 若 取 соз(А - C) + isin(4 - С) = о, соз(В - C) + isin(B - C) = о", 
Ер созА +isin4 = w(cosC + isinC )， 


cosB + isinB = а? (совС + isinC). 
于 是 (совЗА + isin34) + (cos3B + isin3B) + (cos3C + isin3C) 

= (cosA + isin4) + (cosB + isinB)° + (cosC + їзїпС)* 

= (cosC + isinC) (wo + o + 1) = 3(cos3C + isin3C). 
又 (cosA + jsin4)(cosB + isinB)(cosC + isinC) = (cosC + івіпС)? · «°, 
从 而 ecos34 + cos3B + cos3C = 3cos(A + B + С). 

sin34 + sin3B + sin3C = 3sin(4 + В + С). 

注 上 例 的 结论 可 改 为 : 当 n 不 为 3 的 整数 倍 时 ,sinn4 + sinnB + sinnC = 
совлА +cosnB + cosnC = 0. 

类 似 于 上 例 也 可 解答 1978 年 上 海 市 竞赛 题 : 设 4、B8、C 同时 满足 sin4 + sinB + 
sinC = 0,cos4 + cosB + cosC = 0 的 任意 三 个 角 . 求 证 :cos A + сов? В + сов? С 为 定 值 . 


例 14 求证 WR = 2 H sin та Є N). (第 1 届 中 国 国家 队 集训 题 ) 


证 明 ”考虑 1 的 2n 次 单位 根 e = сов 2А + isin 人 (4 = 0,1,2,…,2n -1). 


由 性 质 3,e + єз, = 2cos 207, 


€, * єз» = 1(k < O,k Z n,k = 1,°°,п-1,п + 1," ,2n - 1). 
Am z 1 = (a? 1) (2 д + +5 +1) 


= оО - олов dE +1), 


则 "2 2. tas qat + 1 = Пса? -2xe0s 288, 1). (*) 
k=1 n 
过 РЕ 
在 (* ) 式 中 令 x = 1, 得 n = i 2(1 - с 207) = Ddsin A (20-1) || aw ЁЛ 
< к 
Ж Уп = о 


ж ”在 (x ) 式 中 令 x = - 1, 则 有 /万 = 218 Ë 


类 似 于 例 14 аля. || в шү = 28.21, |a Ае „ 去 ,等 等 
йз 求 和 : теша + FED). (мо - 5 试题 的 推广 ) 
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наьа Эро 


Еэ: БЕ ГЫ Эв 


лї 


2kx 


Е 2&т 
ЗЕТА i 
解 “= = соз(а + уу) +isin(a + 


2п +1 


)(k = 0,1,2,-,2л). 


取 1 的 2n + 1 次 单位 根 e, = cos 5207. + sins 2Ë8 (Е = 0,1,2,-,2л), 


则 Wo = zo + z + z + "° + za = Z, + Е + 2065 + `" + Ем 
= z (1 + ë, + € + + €x) = 0. 
2а 
而 。 > oos(a + 5207) 是 复数 W 的 实 部 ， 


ко 


з 2&к 
故 se +5207) = 0. 


特别 地 , 当 a = 0,n = З, ЯТ соз 2 — сов 27 + сов Э = 二, 即 为 IMO -5 试题 . 


7 


2л 
由 上 述 证 明 过 程 也 可 知 > sin(a + 5229) = 0. 
£ n+l 


116 求证 :sinn9 = 2°! sin(9 + ы). 

证 明 ”由 性 质 7 及 人 性 质 3, 有 

а -1= [[(x-e)= [T(x- е). 
i H, 


再 由 Eular 公 式 es = cos + isin9, 知 
2isin0 = е" - ex ,于 是 ,我 们 有 


п-1 a 
2 асо + Ë) = TT [2isin(0 + ££)] 
>r $ n e n 


= | [er +] 


k=0 
Е Пе = е0) 
1-0 
КТЕ 
= et > "Т (ea _ е1) 
ео 
nt 
但 Ук= (а —1),е® = і, 
x 
«5н = емей расой 
ГЕ 
又 由 (*) 式 有 ][ (e* -ei') = е _ 1 = 2ie”šisinn8, 


k=0 


因此 2i Tsin(6 + EE) = 2i"sinn9, 由 此 即 证 . 
k=0 


(*) 


8. 在 解答 平面 几何 题 中 的 应 用 


#117 МАВ A ABC 内 一 点 ,并 使 人 4MB = Z ВМС = Z СМА = 120°, X. 
Р Ў] 人 4BC 内 任意 点 , 试 证 : PA + PB + PC > МА + МВ + MC. 
(1978 年 陕西 省 竞赛 附加 题 ) 
证 明 ”如 图 26 - 1, 建 立 复 平面 , 设 4, B,C 三 点 对 应 的 
复数 分 别 为 a,b,c, P 点 对 应 的 复数 为 z. 注 意 到 1 的 3 次 单 
位 根 的 性 质 , 于 是 1a-z1l+1b-zl+ic-zl 
=|а-:|+1(%-:)®1+1(с- 2)? | у 
>l (а + bo + сш?) — z(1 + о + а?) 1 
= 1а + Бо + eo? |. (ж) к. 
由 于 不 等 式 ( * ) 右 端 为 定 值 ,由 ( * ) 的 证 明 过 程 知 , 不 
等 式 ( x* ) 中 等 号 成 立 的 条 件 就 是 三 复数 a - z, (5 - z)w， 图 26-1 


(е = z)w? 所 对 应 的 向 量 方向 相同 ,而 由 复数 乘法 的 几何 意义 知 ,此 时 a - ¿b - z, 
с - z ТМА ВЕРЯ „РЁ РС 两 两 夹 角 为 120, 即 P 重 合 于 人 点 , 故 PA + PB + PC > 
МА + МВ + МС. 

例 18 设 4 4:…4, 是 半径 为 r, 中 心 为 О 之 贺 的 一 内 接 正 多 边 形 ,P 是 04; 延长 
线 上 的 一 点 . 试 证 ， 


(DH ГРА, |= | 0Р1" — r"; 


у» | PA, 12 = n(r + ОР?). (第 15 届 普 特 南 竞赛 题 》 
证 明 《不妨 假定 这 正 多 边 形 在 复 平面 上 ,圆心 在 原点 ,而 А, 在 正 实 轴 上 , 则 其 他 
顶点 是 re,re?，,…,re"! ,这 里 是 1 的 某 个 异 于 1 的 n 次 单位 原 根 .又 设 P 点 对 应 的 复 
数 为 x, 则 | PA, 1=1x- re 1(4 = 1,2,…,n). 
(тутт, рое) ат, 
故 ТТ IPA 1 =1 ПС = 1 Пс ~ 611) 1 
= 1) Теа е m - m =10PI и. 


(П) ТРА, Ú = 1х ж = (х- т”!)(х—- гє!) 
= sx + Per + ЄЛ — ж”! -和 re 


= ОР? + г xr! = х те, 
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У) IPA, 12 = п(ОР? + т) – хт(1 еже +e + 71) —хг(1+є + +з ЕТ) 


= п(ОР? + r°). 


ж 对 于 ( 工 ) 中 的 若是 任意 的 点 , 则 有 ГРА 1= |1 OP 1" - "| .类 似 于 


(ID 可 证 六 ГРА, |“ 为 常数 ,车 P 为 正 多 边 形 外 接 贺 上 一 点 , 类 似 地 也 可 证 明 
У) ТРА, 1 为 常数 6nr: . 
9. 分 圆 多 项 式 及 应 用 
Ф) 
Ў р." ро 是 1 的 p(n) 个 n 次 单位 原 根 ,多 项 式 Е, (х) = Це — m) 叫 


做 分 圆 多 项 式 .一 个 等 价 的 定义 是 
FP.(x) = х-1, 


шонча жо 


| АРИ 
F(x) = Пе," -1 = Пе). 
£ 
Е, (х) 是 有 理 数 域 上 不 可 分 解 的 p(n) 次 多 项 式 .例如 
F,(x) = ra = x+, 
2-1 2 


F,(x) = ЕХ) = x + 和 二 1， 


з? -1 _ 
Ms) S таур) +l 
5 
FG) = С еван, 
РЭ улс ис ЖИИ ИЮ 
а p (А) Fr) P.G) 2 £ C + 15 


в 
НЕГЕ: зас АМЫНА ЕКЕ 7 5 4 3 
кете FG ео аа 


根据 分 圆 多 项 式 的 这 个 重要 特征 ,我 们 可 简捷 地 讨论 某 些 多 项 式 的 因 式 分 解 问 
题 ,例如 前 面 的 例 9, 由 


区 


о 9,6. 3 
x +m“ +m + +1 = = 
sl *-1 x+x+l 
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= (xz + m) + x + 1) (а — x! + xŠ — xt + x° — x +1) = ECx)，Ps(x), 即 解 得 . 
例 19 ”在 有 理 数 域 上 分 解 因 式 z” +1. 
解 нА 1 = (а) +1 = [0 а) -1]. 
ЕЖ] х" -1 = Е, (а) + Е, (х) - Fs(x). Е. (а), 
JM = [(- а2)5 - 1] =- А0 а) ° F,(— 22) ° F,(— 2), Е„(- 2°), 
ДР (а) =- (- 2 - 1) = а + 1, 
F,(- 2) = ж-а? + 1, 
Е,(- ym аа кх д +1, 
Е;(- 2) = х6 +9 n дб дб >а +1. 
ао +1 = (х2 +1) (0 S e + 1) (аб f + з а 1) 6 (яв ж” = 


жб x° жа? +1). 
【 解 是 思维 策略 分 析 】 
1. 灵活 变更 问题 ,运用 单位 根 的 性 质 
例 20 〈1) 设 "是 一 个 大 于 3 的 素数 , 求 (1+ 2cos2F)G1 + 2cos 全)…(1+ 2соз у 
的 值 . 
(2) i n 是 大 于 3 的 自然 数 , 求 
(1 + 2cos (а + 2соз у + Зов Э®у.(1 + 2cos (а = Ds) КИН. 
(1994 年 上 海 市 竞赛 题 ) 


解 (D 记 w ет, Ша = 1,01 = e1200s 207 = айо, 


lI (1 + 2сов 209) = Ц (Іжа + ok) = Тоа + а +1) 


л л л 
I 
оа. [= e (рун. эйт. 


1- А т-а 
由 于 n 为 大 于 3 的 素数 ， 
所 以 (- D) = 1, 且 3,3 x2,…,3(n -1),modn, 取 遍 所 有 п 的 剩余 类 ,从 而 


a i 
TTG-o*) = Па- о). 
ка ка 


于 是 |[ (1 + 2eos 282) = 3. 
k=l n 


(2)z -1=0 的 2n 个 根 是 +41 和 z= es(k=1,2,…,n -1)， 


а-аа ЭО 


ваљан аа Эрас 


Ж: = 07| Z + 1 =-z, 于 是 
ЕА 

#'-1 = (2 - )(- 8) || (1 + 2eos Ё). 
! 


II (1 + 2cos Ë) = 
ү 


тугун = (- ЖЮ" = (С) л еза; 
ДИЯ De Da 
(a= (ев 055 QI = 
2. 注意 单位 根性 质 的 综合 应 用 
例 21 已 知 f(z) = Coz + Суг”! + Ca ++ + Ciz+C, 是 一 个 n 次 复 系数 
多 项 式 .求证 ;一定 存在 一 个 复数 ‚1% 1< 1, 并 且 满足 1 f(z) lz=1 Co 1+1 С, 1. 
(CMO - 9 试题 ) 
ШЙ Фо = соз ат 笃 . 取 3 是 一 个 模 长 为 1 的 复数 ,如 果 п > 2, 对 于 自 
然 数 上 = 1,2,…,n - 1, 有 
Хар) = б„(®%})* + С (ар) + С, (ару? ++ + С, (ар) + С,, Ф 


Xet) = с," + c, Уау "оу т)" + 


(-1)",# n = 3k +2(k € N). 


+ с. Убай 7) + nC,. 
л 


Ш Уак)" = тү. 
对 于 7 = 1,2,…,n -1, 有 


н s ену 
Уу = TP = рее „0, Ф 
@.@ CA О, Уур = п(С + С,). @ 


Zí п = 1 时 ,@@ 式 也 成 立 . 因 此 回 对 VnEN 成 立 .由 回 , 即 有 


15 ер» ср! (e) 1= 1 с + Cl @ 

记 С, = Po(cosbo + isin0,), X 0 < б < 2х, | C, 1= Po;C, = P,(cos0, + 

isinb, ) ,这 里 0 < 0, < 2r, | C, |= Р,.Ж# 0,0 < 0 < 2x=,f# 0, + пд = 0, ,mod2z, 

令 7 = cos0 + ising, 有 

Co + C, = po(cosgo + isingo)(cosng + isinng) + p, (cos, + ising,) 
= po[ eos( 0, + n0) + isin(0, + mg)] + p, (cos0, + ізіпб, ) 
= (ро + On)(cosg， + isin0, ) . 

从 而 ,可 得 1 С + C, 1= po+p = 1 Co 1+1 C, 1. 


® Кл ®,я-1 У) If(etg) 1®1 Co 1+1 С, 1. 


由 于 nn 个 实数 | f(am) 1,1 ор) 1,…, (ат) 1 的 算术 平均 值 大 于 等 于 
1 Co 1+ 1 C, 1, 则 至 少 有 一 个 17(wiz) \>®1 Co1+1 C, 1, 这 里 j 是 1,2,…,n 中 某 一 个 
自然 数 . 令 ® = айр. 1 za |= 1, 满 足 1 f(z0) 121 Co 1+1 C, 1. 


Ф 
® 


【模拟 实战 】 
习题 A 
1. 分 解 因 式 :a” + at +1. (1978 年 河南 省 七 市 竞赛 题 ) 
2. 证 明 :对 任意 n € Z° ,多 项 式 (x +1)?”! + x"” 被 多 项 式 x? + x + 1 整除 . 
(1973 年 纽约 竞赛 题 ) 

3. 分 解 因 式 ;a + (a + b)x + (a + 2)? + (a + ЗЬ) + 3bx* + 20 + bx. 
4. 计算: 一 二 + 一 上 . 

2сов 27 Еч 4 : 20а 6" 


5. 选取 一 列 整 数 cl ,oa ,as ,…, 使 得 对 每 个 > З, И а, = а, – mm- 车 该 数列 的 
前 1492 项 之 和 为 1985 ,前 1985 项 之 和 等 于 1492, 求 该 数列 的 通 项 . 

6. 设 (1+x + a2)' 的 展开 式 为 a0 + аах + аза? +…+ amxa. 
Жау + а + а + + а 的 值 . 


习题 B 


1. 设 w = cos + + isin -3 ,f(z) = (х - @)(х – о) (ж — 07) (х – ww ) ,求证 :f(x) 为 
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一 整 系数 多 项 式 ,日 /(x) 不 能 分 解 成 两 个 至 少 为 一 次 的 整 系数 多 项 式 之 积 . 
(《 中 等 数学 )2001 年 1 期 奥林匹克 训练 题 ) 
2. Е Р(х),0(х),К(х) fll S(x) 使 多 项 式 P(x°) + xO(x’)+x R(X) = (xt + x + 
x) + x+ 1)S(z) 成 立 , 试 证 :x - 1 是 Р(х) 的 一 个 因子 .( 第 5 届 美 国 奥林匹克 题 ) 
З.п 是正 偶 数 ,证 明 存 在 一 个 正 整 数 丰 ,满足 上 = f(x): (xz +1)"+ g(x)+(x"+1), 
其 中 f(x) ,g(x) 是 某 个 整 系数 多 项 式 . 如 果 用 表示 满足 上 式 的 最 小 的 上 , 试 将 ko 
表示 为 n 的 系数 . (IMO - 37 预选 题 ) 


ЗЗР ЕВЕ ГЫ Эрас 
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о 
БА 
第 二 十 七 章 “多项式 的 拉 格 朗 日 л 
公式 及 应 用 š 
> 
的 
代 
【基础 知识 】 š 
拉 格 朗 日 公式 ”任何 一 个 次 数 不 超 过 n - 1 次 的 复 系数 一 元 多 项 式 /(x) ,都 可 以 Ж 
惟一 地 表示 为 


(x — xz)(x — х,)°°°(х — x,) 

К) = Ga A ж-а fm) 
(x - ху)(х- я3)-- (9 — x,) 
+0 а) аа) (а = w) УУ 


з 
(x - x)(x - aY (а-аа) 
+ (x, - x) (x, — 2a) (x, — ж) 
其 中 x ,xa，…,%。 为 互 异 复数 . 

拉 格 朗 日 公式 给 出 了 用 任意 п 个 互 异 复 数 (实数 ) 及 其 对 应 的 多 项 式 值 来 表示 某 
一 个 n -1 次 多 项 式 的 形式 ,因此 ,对 于 任 一 个 n -1 次 多 项 式 , 可 寻求 n 个 互 异 复数 及 
其 对 应 的 多 项 式 值 来 惟一 地 表示 .特别 地 ,车 已 知 一 个 多 项 式 命题 或 其 他 问题 满足 (或 
隐 含 ) 这 些 条件 ,或 经 过 挖掘 能 满足 这 些 条 件 时 ,我 们 应 考虑 引入 拉 格 朗 日 公式 来 处 理 
问题 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 
例 1 一 个 二 次 函数 y = f(x), 当 x = 0, 到 ,时 , 它 的 值 与 sinx 的 对 应 值 相同 , 求 
此 二 次 函数 ， (1979 年 辽宁 省 竞赛 题 ) 
解 由 f(0) = 0,705 ) = 1,60) = 0 及 拉 格 朗 日 公式 有 


“7 和)， 


(x - 9) 09 - п) (х - 0) (5 - 2) 
(x – 0)(х — т) 2 

f(x) = 70) 105) + 
“` 0- mo - Ита z 


2 2 2 0 
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датована ўно | 


= - 4а? + х.ж. 


Ж ”类 似 此 例 可 求解 :(1979 年 江苏 省 竞赛 题 ) 设 f(x) = x" + ax? + bx + c, n 是 
自然 数 ,已 知 f(- 1) = 0,f(1) = – 6,702) =-9,f(3) = - 4,f(6) = 119. 求 f(x). 
例 2 Fe, Ë; ойша ЗАК 的 三 边 ,SA 为 其 面积; 求证 : 


>2° 31.5.3. 


(а - С +t- a а) * (c= = 

证 明 考虑 二 次 多 项 式 f(x) = x - (x а) (а х,)(х - x;), 取 不 同 的 值 
xl =а,5 = b,x3 = с, /(а) = а?,/(Ь) = Ь‚/(с) = с^. 

由 拉 格 朗 日 公式 ,有 


(х- b)(x - с) (х-с)(х-а) (x — а)(х»- b) 
(6000 0) аж овса) 0 (еса) ©“ 


= а – (х - a)(z - b)(z - е). 


比较 上 式 中 两 边 x? 的 系数 ,有 


_ аў _ СУ о г ь 
(а = &)(а- с) + (Ь- с)(Ъ-а) f (е-а)(е-Б) > ®+*°*+°©. 
又 由 海伦 公式 ,Se = VPC = а)(р- 5У(р-с),р = Y (a + b + с), 


有 8。 < p СД” = 2 p > (3552)! 4839592 ets В) 


а+ь+с = 2р > 23/352) = 2:34. 5%. 


Pa p з У 
ар) (а 0) + 06) а) + (еа) р) > 2"3* "822. 
例 3 ЕЯ у(х) = ах - c, 满 足 : -4< f) є-1,-1</(2) < 5, А, 

(3) 应 满足 ( ). 


(А) -7 < /(3) < 26 рер. 
(C) -1< /(3) < 20 (D) - 5 < /G) < = 35 (повз 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
解 кж (ә) Жай А-1) = (UB aan, ВЯ - 11.2, Nih 
拉 格 朗 日 公式 ,有 
uD, (x +1)(x — 2) (x +1)(x- 1) 02) 


Ка) = трт A D+ D+ Gy 7 
-D+ 1: 0), 


ШИ /G)=- уа) + 80). 


由 题 设 条 件 当 <- 号/(D) <Р, -号 < 30) < 名, 故 有 - 1 803) < 2, 且 当 


О) = -1,f(2) = -1 时 ,可 求 出 e = 0,c = 14848 F(3) = -1. 当 f(1) =-4,/(2) =5 
时 ,可 求 出 e = 3,с = 7, 使 得 /3) = 20, 故 应 选 C. 

注 “利用 拉 格 朗 日 公式 ,可 以 求 出 任何 一 个 有 穷 数列 :ol ,a,,…,a。 的 一 个 通 项 
公式 : 

a, = f(n) = + n” + by n" + + Б. 

此 式 表明 :数列 ал, a,,…, а„ 的 通 项 就 是 多 项 式 函 数 g(x) 当 x = n 时 的 值 ,其 中 
51 ,62，,…, Б, 是 待定 的 常数 . 

ЖШ, а, = 1,а, = 5,а = 11, 求 这 个 数 的 一 个 通 项 公式 . 

ЯГ а, = f(n) = Бп? + b,n + by. 

此 时 ,x = nz = lm = 2,х, = 3,H /(1) = 1,/(2) = 5,f(3) = П. 

由 拉 格 朗 日 公式 ,得 


(a -2)(n = 3) (n - D(n -3) (n - D(n -2) 
(23) /D+ 00190223) /D+ /3) = fO), 


化 简 得 na? + n -1= уп). 

故 所 求 数列 通 项 为 a, = n° + п -1(n = 1,2,3). 

利用 拉 格 朗 日 公式 ,还 可 以 求解 多 项 式 相 除 的 余 式 . 

由 多 项 式 的 带 余 除 法 定理 知 ,对 于 多 项 式 /(x) 和 g(x)(g(x) 关 0), 必 存在 多 项 式 
q(x) 和 r(x)(degr(x) < degg(x) 或 r(x) = 0), 使 得 f(x) = р(х) ` ф(х) + (х). 

设 degf(z) > n,degg(z) = п, Н g(x) = (x х) (х - а) (а -xm), 由 拉 格 朗 


нз (z) = 3108) Аа) R (a) = |] 三 二 至, 且 r(x) = f(x.) ЧЫН 
М H. 


а 
КАЕ (а-о) | [f(x) -r(x)], 从 而 g(x) | [f(x) — г(х)]. 
由 于 degg(x) = n, 则 degr(x) < n -1<n, 所 以 r(x) 就 是 f(x) 除 以 g(x) 的 


余 式 
例 4 求 /(x) = x" + x? + x? + x° +x 除 以 g(x) = х* - > 的 余 式 . 
解 由 g(x)= x'- x = х(х-1)(х+1),Я1х, = 0,z, = 1,% =-1. 
此 时 ,f(0) = 0,f(1) = 5,f(- 1) = - 5. 


{x -D(x+1). (х -0)(х+1), (x -0)(x -1) 
(0217041) 7/09) + ot ЧО + To TA) 


= Sx(x+1) ,5x(x-1) _s, 


1.2 (-1)(-2) ° 
(х) = x" + x? + x? + x° +X 除 以 g(x) = 和 妇 -x 的 余 式 为 r(z) = 5x. 


r(x) = 


Фаро 


ПЕЛ БАКТА Бао 


Жз 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 
1. 可 以 用 于 求解 多 项 式 的 值 
例 5 设 n 次 多 项 式 P(x) 满足 P(E) = 在, 其 中 Е = 0,1,2,…,n, 求 P(n+1). 
(IMO - 22 预选 题 ) 


解 ”由 拉 格 朗 日 公式 ,得 到 
Пе- 2 


ст | - Q. 
Р(х) = У) ы ll бт ЕРЕ; ути 


220 баа гид о 
ї\є єл 


Жез ауре, 
" ҮЕ 


Є ”- 1-Ё) ° 
Р(п+1) = 06-0 和 他 H (n+1- i) 


= > CDDC авч ї) = 5с +, 
因此 , 当 п 为 奇数 时 , Р(п + 1) = 0,4 п 为 偶数 时 ， Ps+D =1. 
2. 可 以 用 于 讨论 多 项 式 值 的 范围 
例 6 设 多 项 式 Р(х) 的 次 数 最 多 是 2n, 且 对 每 个 整数 上 € [- n,n], 都 有 
1 P(k) 1<1. 证 明 :对 每 个 xE [- n,n],P(x) < 2". (MO -2 预选 题 ) 


证 明 ”由 拉 格 朗 日 公式 ,有 Р(х) = ЎР: Ц 让 


Шш» 


因为 当 k = - п, - n + 1, n BF, 1 P(k) |< 1, 所 以 


IPG) le У) 1 PGD 1 Ц те рз HT 141. 


对 每 个 实数 x € [- n,n], 可 证 > lx-ils (2n)!. 


-aien 


事实 上 , 当 x > 大 时 ,有 
IT ix-il=[xz-+Dlrz-nnlz-(-D11x+ni] 


i£ 
-nign 


< (n- k)![(n - k + 1)---(2n)] = (2n)!. 
同 理 可 证 х < 大 的 情形 .于 是 


lIx—-il 1 
П тп 001 J| трт < Ол)! 


u. 
一 mi 一 mi 


1 
(k+n)!(n - k)!' 
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SY 二 
Ж (һә < Ў рки ТЮ” ЭиА ЛЕ = 2. 


Ш Р) SIG = 2°. 


£ 
3. 可 以 用 于 讨论 多 项 式 的 某 点 值 的 范围 或 其 范围 的 存在 性 
例 7 设 给 定 整数 xo < x, < … < x, ЕВН: Лх” + ax" + + a 在 点 xo， 


оо, 取 的 值 当中 ,存在 这 样 的 一 个 值 ,其 绝对 值 不 小 于 型 ， (IMO - 19 预先 题 ) 
证 明 由 拉 格 明日 公式 ,有 


Р ЕЕ = Р(х) = ж + аа ж + а (*) 
假设 题 中 结 кш. 即 当 j= 1,2,…,n 时 ， 1 P(%) 1< 型 , 则 多 项 式 P(z) 的 首 


项 系数 1 应 应 等 于 乘积 ] 『 Ç = 一 的 首 项 系数 之 和 ， 且 其 模 不 超过 


n! 1 Am. 1 .1 
< 
Lu 15 ы 

Е 25 лоу Е 2 Z 4С" = 
矛盾 .因此 , 原 结论 成 立 . 

Ж “显然 ,上 例 的 一 种 特殊 情况 是 “对 于 实 系数 一 元 n 次 多 项 式 f(x) = 
ах”! + + ах + qa, 有 结论 : 1 了 (1) 1, ТАО) 1,…， 1f(n+1) | 中 ,至 少 有 一 个 
不 小 于 于 

特别 地 ,在 上 述 结论 中 , 令 п = 2, 便 得 到 1980 年 美国 的 一 道 竞赛 题 :已 知 f(x) = 
x+ px + а.ЖЇЕ:1/(1)1,1/(2)1, 1/03)! 中 至 少 有 一 个 不 小 于 十. (参见 习题 A 中 


第 2 题 ) 

4. 可 以 用 于 求解 多 项 式 的 次 数 

例 8 设 Р(х) 为 2n 次 多 项 式 ,P(0) = P(2) = … = P(2n) = 0,P(1) = 
P(3) -=… = P(2n -1) = 2,P(2n +1) =-30, 求 n. 


й 令 f(x) = Р(х)-1,Ж/(®) = (—1)°'!,& = 0,1,--,2п,/(2п +1) = - 31. 


ияк Дез:-+4ЕБЕ ЗЕ Та Эш 


Елени a Эрш 


考虑 拉 格 朗 日 公式 ,并 注意 到 其 中 第 项 


= аі. ду, 
(2n +1)! СИ 
hn) = G, +I ору = Ф. 
Я зе 
而 f(2n + 1) = Уз (оп +1) =- УС =1-2"" _ 31, 
£ 1 
解 得 n = 2, 此 即 为 所 求 . 
Ж ”类 似 于 上 例 ,可 求解 美国 第 十 三 届 奥 林 匹 克 试 题 ; 设 Р(х) 为 3n 次 多 项 式 ， 
适合 P(0) = P(3) = … = P(3n) = 2,Р(1) = P(4) = … = P(3n - 2) = 1, 
P(2) = P(5) = = P(3n - 1) = 0, 并 且 P(3n +1) = 730,Ж п. 


注意 到 Ax) = Ра) - LMM (0) = 2 (ан) ha „--1 „УЗ у (шн) 


Үз 

Ж w*"! 中 i 的 系数 , 则 可 求 得 n = 4. 

5. 可 以 用 于 求解 满足 某 些 条 件 的 多 项 式 

919 求 所 有 的 三 次 实 系数 多 项 式 P(x) 和 Q(x), 使 得 下 面 的 四 个 条 件 能 够 满 
足 :(1) 这 两 个 多 项 式 在 点 x = 1,2,3,4 只 取 值 0 或 1;(2) 如 果 P(1) = 0 或 P(2) = 1， 
MJ 0(1) = 0(3) = 1;(3) 如 果 P(2) = 0 或 P(4) = 0, 则 0(2) = Q(4) = 0;(4) ШЖ 
P(3) = 1 或 P(4) = 1, 则 Q(1) = 0. (1980 年 民主 德国 竞赛 题 ) 

解 ” 设 多 项 式 Р(х) 和 Q(x) 满 足 题 中 条 件 . 记 a, = P(x),B = Q(k),Jtih k = 
1,2,3,4. 因 为 多 项 式 Р(х),0(х) 是 3 次 的 ,所 以 “四 元 数组 "a азаза, 与 8,8,8, 不 
能 是 0000,0110,1001 或 1111. 另 一 方面 ， “四 元 数组 "aaaasa4 也 不 能 是 Oa,la,, 
0азаз1,а Па, 或 allas1, 否 则 ,由 条 件 (2) 与 (4) 得 到 ,B, = 1 B 0, = 0, 矛 盾 . 因 此 ,由 
条 件 (3), 由 两 种 “四 元 数组 ” 作成 的 对 子 (a asasa ,B18,8,8,) 是 且 只 能 是 下 列 七 种 之 
—:(0100, 1010), (1000,0010) , (1000, 1000) , (1000, 1010) , (1010,0010) , (1011,0010) 和 
(1100,1010), 注意 , 其 中 只 用 到 了 六 个 不 同 的 “四 元 数组 ", 即 0010,0100,1000,1010, 
1011 和 1100. 由 拉 格 朗 日 公式 ,每 个 “四 元 数组 ”y， Уз Уз 可 以 作出 一 个 多 项 式 R(x)， 
使 得 RN) = у,,К = 1,2,3,4, 于 是 得 到 六 个 相应 的 多 项 式 ， 


Ee +4,R,(x) = +> - 4x° + 12, - 6, 


2 

3,213, +4,R(x) =- Фа + 5 34, + 8, 
2 

х 


9 
4 етв) = 2 


因此 ,多 项 式 对 (P(z),Q(z)) 是 下 列 各 对 之 一 : (R,(z),R,(x)), (Rs(%)， 


Ri(x)), (R,(x),R,(z)), (R(x), R(x)), (R(x), R(x)), (Rs(x), R(x)), É 
(R(x), R(x)). * 
6. 可 以 用 于 求解 方程 (组 ) £ 
0110 设 实 数 x、y、z、w 满足 

x у А. z + СГА 1 š 
2-#*>2-#*27- 5 зт? 的 
2 Е: 2 М 

x e 
2 1 ЕЛЕ b 问 
题 


ë 
= 2 ў +9 s +6 


2 у 2 и? 


x 
可 + 


ШОК а? + y* + 2 + w? МИН. (第 2 届 美 国 邀 请 赛 题 ) 
Ж 令 =a, = а,,5 = а,,?! = а,,2 = А.Ф = А,6 = А,,8' = 14. 构 
Ж f(x) = [[(«-4)-[](«+-А) = ОО - a)] + = Ф 


则 /44) = а-а). 


又 由 拉 格 朗 日 公式 ,得 f(z) = > П Z. f(a). 


ШО з. 1 Ge 


在 上 式 中 令 z = = ,两 边 同 除 以 /(3》 得 
А, А; А, А, 
Au д Ае б Ар бу С Ak = na 
Ха) 
А; 
"А TT 


„а 


而 方程 组 @ 有 惟一 解 ,比较 加 、 四 中 必 项 的 系数 得 = xa, г їй х?,у*,:*, 
и? 是 已 知 方程 组 的 解 , 则 


. 
m+ ++ = УА = Pia ata 


-(@+ё+ё+е)- (12 +2 + 5 +7) = 36 


注 “在 上 例 的 解答 中 ,我 们 根据 题 意 巧妙 地 构造 了 一 个 多 项 式 ,再 根据 拉 格 朗 日 
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= 1, © 


PB k = 12.34. 


Вилтон мата Мао | 


1 Ша - а), 
) Б 
328 


公式 ,进行 变形 得 到 与 题 设 形式 相同 的 方程 组 ,从 而 获 解 .运用 这 种 思想 方法 还 可 以 解 
答 几 何不 等 式 问题 . 

7. 可 以 用 于 证 明 几 何不 等 式 问题 

例 11 йа, Б, с ААВС В 31 ВС.СА ‚АВ BJ, P ‚0 9 A ABC 所 在 平面 上 
任意 两 点 .求证 :ae + РА + QA + Ь - РВ - ОВ + с + PC - QC > abc. 

(1986 年 中 国 国 家 集训 队 集 训 题 ) 

证 明 设 4、B、C 三 点 在 复 平面 上 对 应 的 复数 为 x ,x, ,x;,P、Q 对 应 的 复数 为 1,， 

6 构造 /xz) = (x - 4)(% -已 ), 由 拉 格 朗 日 公式 ,有 


Кю) = П Кес 


) ` f(x) = (x - t)(z - n), 
比较 上 趟 两 边 2° 的 系数 ,得 
JG) Ја) f(x3) 

(ж = ж) (аз) + (а-л) (а — x+) * (ж, — х) (аз — аз) 
5 з l f(x) 1 
та П таа ж — ж] > 1. 
W] 1 f(x1)1= РА + QA, | f(x;) |= РВ. QB, | f(x.) 1= РС - QC, 

Га а= с, 15-х |= а, 1х -x |= b, 


а РА. QA + - РВ. QB + c ° РС · QC > ае. 

8. 可 以 用 于 证 明代 数 恒等式 

0112 设 n>2, 对 于 nn 元 复数 集 4 = ia ,oa 上 ,了 B = ПЪБ", Б, МЕН 
тел: 


= 1. 


у = 2 2 (2005 年 国家 队 集 训 测 试题 ) 


证 明令 f(x) = Hr -Neo 
由 于 f(x) 的 项 数 不 超 过 n - 1 . 故 南 拉 格 朗 日 插值 公式 ,有 


(x — a) 


Жз) = Уа) 


ЕР ЖОЕЛ. ЭМИ р Пы) 
=Z! fa: а Па - 6) ё П - =) 
іж jk 


I суру эү 
ыш] ө + ЭТ = 27 TL G, = b) 


„Паж Що жей 
所 以 站 全 2:528 . 
раар П в 
【模拟 实战 】 
习题 A 


1. а, Б, с 为 互 不 相等 的 正 数 ,用 拉 格 朗 日 公式 证 明 下 列 恒等式 : 


1 1 1 
О аъ 0а 20) t {Б-с)(®- а) t (ç a- = 05 


b с 
0) ауа 0) * СЕ) а) t (а) (ев) = 5 


2 


а? с“ 
G) а 80060) (Z G а) t бе-в)бе- ^1 


2. 1/08) = а? ре + @-ЖЇЁ: 1/1) 1, 102) 1, (3) ААМ. 


(1980 年 美国 竞赛 题 ) 
3. 已 知 f(x) = ак + bx? + cx + d,# 1 < f(- 1) < 2,1 < /(1) < 3,2 < f(2) < 4, 


-1 < /(3) < 1,0206 /(4) 的 取 值 范围 . 
习题 B 


1. 对 给 定 的 п 个 不 同 的 数 a1 ,a2,…,a,€ N,n > 1, 记 


ef 


ае Га ЭРО 


А-АА Эро 


А 


= lI (а = а), = 1,2,--,n 


1276 


证 明 : 对 任意 上 E М, x: 8 ё 是 整数 . (1981 年 英国 奥林匹克 题 


2. 设 p 为 素数 ,f(x*) SW 68 акаш. 并 且 满 足 : 
(DAO) = 0,/(1) = 1; 
(2) 对 任 一 正 整数 n,/(n) 被 p 除 所 得 的 余数 为 0 或 1, 证明:d > p - 1. 
(IMO - 38 ИШ) 


第 二 十 八 章 ”多 项 式 的 牛顿 公式 及 应 用 


【基础 知识 】 


Ж жау, к, 是 一 元 n 次 多 项 式 1(z) = [| (аа) = z Баа Ба 


(CD 

їп T$, T, = ñ + k +з + а (ЕЁ = 1,2,…), 那 么 
34 k < п, Т, = ЪТ -— ЪТ ++ (ТЕЬ, (28 - 1) 
ЩЕ» п, Т = ЫТ ЪТ ж + (- yta Т. (28 – 2) 
上 述 两 式 称 为 牛顿 公式 . 


下 面 ,我 们 给 出 这 两 个 公式 的 证 明 : 
41 < 上 上 <n 时 ,由 


Кк) = Поа) 全 四 瑟 


及 由 /(x) 对 < 求 导 (或 对 上 (z - х,) 取 对 数 ,再 求 导 ), 有 


{бш US эе ы Т^, кеч 

Дх) “kim mu ж=® r 二 

: + Рб) _ v| ат т-д к! 
тая" К) £“ x- x El sx - xi 加 2 


ЖШ х р(х) = f(x) ° Уо + ода + Аа ++ + zb) + д(х), 
= 


+1 
其 中 degg(*) = деву (х) ° У) 二 < n. 


ты 


从 而 ,xz jz) = f(x) ° (паб + Тай + Тоа + + Т,) + д(х), 
比较 上 式 两 边 x" 项 的 系数 ,得 
(= 0 (а = ЕЮ = (DT 


ШЕ ШФТ, = БТ Б.Т + + (1) Е. 
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Es Si 88 ЛӘз-+-4ЕЙЕ М Га ао 


#851 8825 ЭЕ-и-Е ШЕЕ а ас 


M k > nn 时 ,由 于 x,x;,…,% 是 f(x) 的 根 , 则 有 

x = Ма! Б +еб+(-—1)"" bi = 1,2,,n). 

№ х" Я ЕЛ, 

Ж} = 
对 i = 1,2,…,n, 求 和 得 

T, = b,T,, БТ, + + (— 1)“ ЫТ. 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 27998 а, Б, сі а+ь+с= 1,а + 0+ с = 2,0 + 6 +c - 3,4 
abe Жа + bt + ct 的 值 . 

М а,Ь,с (1) =? + ау? + ам + as 的 三 个 根 . 令 

T, = at + b + cet(k = 1,2,3,4), 则 由 牛顿 公式 ,有 


T = 1 = а+ьЬ+с=- а.а =- 1. 


Та т Залаа ОЙ q e ts 1. 


Т =- а - aT -3а, = 5 -3в,,Ша, = - 1. 

ае =- а = +. 

XT. = ат-ат аот s 34114 2, 

ас Бе = 25, 

Ж ”对 比 多 项 式 f(1) = а + a,t+ a аа 的 符号 与 牛顿 公式 的 符号 
的 异同 . 


例 2 解 联 立方 程 组 
x+y+z=3, 


кук? = 3, 


аву + 2 = 3. 
求 出 所 有 实 根 或 复 根 . (第 2 届 美 国 奥林匹克 题 ) 
解 设 T = ау + (п = 1,2,--). Т = T, = T, = 3. 
设 x,y,z 是 三 次 多 项 式 
fü) = (ї-х)(@-у)(4—-) = b+ bt b, 


的 三 个 根 , 则 由 题 设 ,有 b= T, = 3,b = (T: - Т.) = 3, 下 面 计算 b. 

由 牛顿 公式 ,有 

T, = 3Т,-3Ту + b; T,, 

T, = ЗТ, - ЗТ, + ЫТ, 

T, = ЗТ, - 2T, + b, ` 3. 

由 以 上 三 式 , 可 得 Т, = 30b, - 27. 

Х Т, = 3, 则 得 b, = 1. 

从 而 Fi = 2-30 +321 = (0-1). 

х= у= = t= 1 为 所 求 . 

例 3 设 z+ y + z = о У нуи tt 
(1995 年 上 海 市 竞赛 题 ) 

证 明 ” 设 x,y,z 是 多 项 式 /(1) = r + ау + алм! + а, 的 三 根 ,由 牛顿 公式 ,有 

Т, =- а =0, а, = 0, 


Т, =- a, T, -2a =-2a， 


T, =- a, T, - а;Т, -3a = – Заз, 
T, = - a, T, -am = oT = 2a2, 
Т; = - a) T, mT — as T, = 5ааз, 
T, = - a, Tç - ax Т, — as T, = - Тазаз. 

„а рг "г 4 
тау”. КУЕ = да, = TE ВНЕ. 
注 ”由 上 述 证 明 过 程 可 知 , 当 a + b + c = 0 时 ,还 有 


дъ ac a) +b ae _ a + b + сї 
> ` 


аъ + а'+Ь%+с\ а + +с 
= 7 . 
例 4 已 知 2 + Bw 可 以 表示 成 以 a + B,op 为 变 元 的 二 元 多 项 式 . 求 这 个 多 项 
式 的 系数 之 和 . (2005 年 中 国 西部 奥林匹克 题 ) 


解 “因为 要 求 的 是 这 个 多 项 式 的 系数 之 和 , 则 应 令 变 元 取 值 为 1, 即 令 w+ В = 1, 
аВ = 1, 从 而 a,B 是 多 项 式 /(x) = x* - x + 1 的 两 个 根 . 设 T, = a" + P, 则 由 牛顿 公 
式 ,有 

T, = T,, Т.Н = 6,5 =-1). 

*E,T, = (T,., - Т5) - T, =- Ts. 


зонама ўжо 


所 以 T，= Т, ь, ИЖ! 7, 是 周期 为 6 的 周期 数列 . 
ШТ = Т = a + B = 1. 


【 解 题 思 维 策略 分 析 】 


从 前 面 各 例 可 以 看 到 , 凡 涉 及 等 寡 和 形式 的 问题 均 可 以 考虑 用 牛顿 公式 来 处 理 ， 
下 面 的 例子 ,还 将 使 我 们 看 到 ,有 些 问 题 通过 变更 转化 ,也 可 以 运用 牛顿 公式 来 处 理 . 

1. 可 以 用 于 证 明 整 除 性 问题 

例 5 对 任何 非 负 整数 ", 证 明 [(1 +V3)2” ] 能 被 2… 整除 .其 中 记号 [ z] 表示 不 
超过 < 的 最 大 整数 ( 例 5. 例 6 亦 问 ). (参见 1987 年 苏州 市 竞赛 题 ) 

证 明 Pu = 1+Y3,v = 1-V3, 则 ww 是 一 元 二 次 方程 x* = 2x + 2 即 多 项 式 
Лбх) = х? - 2x -2 的 两 根 . 

T, = ико РЕАК Т, = 27 +2Т,,(п > 2). 

ОТ = 2,Т = u + = 2, 

由 递 推 关系 易 知 TE€ 2,50 < /3 - 1 < 1,0 < (/3 - 1)" < 1, 于 是 由 

Та = (1 +З)! + (1-3) < (1 +/3)2" 可 得 Ts = [0 +/3)"""]. 

HI T,, = (1 +/3)” + (1-3) = 2" [(2 +3)" + (2-vV3)"], 用 上 面 的 证 法 或 用 
二 项 式 定理 可 证 (2 + /3)" + (2 -V3)" € Z, 于 是 2 | Tia, 

Dn = 0 时 ,7, = 2,21 7,. 

1) п = 时 ,2 | Т». 

Pin = 有 + 工时 ,由 Раоа = 27, + 272 ,以 及 结论 2 | 7,, 和 归纳 假设 
2 | Тл 可 得 292 1 Талы. 

故 对 一 切 非 负 整数 n, 有 22 | 7,,,, ,从 而 本 题 得 证 . 

注 ”将 题 中 条 件 [(1 + V3)*'] 改 为 大 于 (3 + 5)" 的 最 小 整数 即 为 1987 年 苏州 
市 高中 竞赛 题 . 

例 6 Жаа" —3х° + 1 = ОЙК КЕ. Га) 与 [ a! 号] 都 能 被 17 整 
除 . (IMO - 29 预选 题 ) 

ШЕЯ ”这 个 三 次 方程 有 三 个 实 根 ,按照 从 小 到 大 的 顺序 分 别 记 为 a、8、a ,根据 根 
的 定位 方法 ,可 以 估计 出 这 :个 根 的 存在 范围 , 即 


L С р > 1 | 2⁄ 3 
下 十 


其 中 Hz) = 0 З 1. -l<a <- 33 <Й<1,2/2<а<3. 


由 于 (~ a) -3(- a) +1 =— а? – За +1 =-2а? + (a? — За? + 1) =-2а' > 
0, 故 -a < B, 于 是 1a | < B. 又 由 根 与 系数 的 关系 可 得 (注意 -64 + o +2 = а?) 


ю 


«+ = (а +B -208 = (3-а) 2 = 1+ (8-а) < 1га? > 8). 

4 Т, = а + В + а'(п > 0). ИЖ ЖИИ T, =3,Т,=а++а=3,Т, = 
а? + Ë + а? =9, 且 据 牛 顿 公式 ,有 

Тыз = 37,,; - Т, . 据 此 知 对 一 切 非 负 整数 п, Т, 都 是 整数 . 

下 面 证 明 , 对 于 n > 1, 有 0 < а" +7 < 1. 此 不 等 式 左 边 不 等 号 成 立 是 因为 1a < 
8. 右 边 的 不 等 号 当 n = 1 时 来 自 c+B=3-a<3-2V2<1, 当 nm>2 乃 是 因为 
m В < аі" +1015 а + 2 < 1. 

КН а" = Т, - (а + 8) 知 ,对 一 切 mEN, 有 [ao] = Т - 1. 

下 面 只 要 证 明 To - 1 与 Тоа - 1 均 能 被 17 整除 即 可 . 

17,1 每 一 项 除 以 17, 所 得 余数 构成 的 数列 17,1:3,3,9,7,1,11,9,9,16,5,6,2,1， 
14,6,0,3,3,9,… 是 以 16 为 周期 的 周期 数列 , 即 Te = T,. 

而 1788 = 16 x 11 + 12,1988 = 16 x 24 + 4. 

Тов = To ly Te Tl 

故 Toa - 1 与 Tsss - 1 均 可 被 17 整除 ,命题 得 证 . 

例 7 证明 :(2sin 7)” + (2sin 27)” + (2sin ЭТ) 能 被 79 整除 . 

(1990 年 中 国 国 家 队 训 练 题 ) 
ШВ Фа, = (2н 7) = 1,2,3) ,构造 方程 (x - x1)(x а) (а) = 0, 
Шо x 3 一 MIX2x3 = 0, 


其 中 xx) + x2 + ху = (2sin Эд + (2sin 27): + (2sin Элу, 


= 2[(1 - cm 等 ) + (1 - cos $Ë) + (1 — со $] 


= 6 — 2(сов ZÉ + cos $E + сов 6") = 7. 


同 理 可 得 хүх, + хүху + хех, = 14,xixaxa = 7. 


故 (2sin тусі = 1,2,3) 是 方程 Q = 7а - 14x + 7 的 三 个 根 . 


онна ЭгушО 


= == 


Бочна увс 


б + [Csin 299877 + [оза 其 )*]", 则 据 牛 顿 公式 ,有 


% T, = [(2sin 子 》] 
Tas se ЕЛ. B. Ту sS Fe 3 pu Л. 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 T, 能 被 8 整除 . 
当 = 工时 ,结论 显然 成 立 . 
设 n < k Bl, T, ВЕТО 整除 .对 于 = ЕЁ+1,Ш Т = 7(Т,-2Т,,+17,;) 
Ж Т ШЕТ"! 整除 ,又 1 + [#2] = [人才 ,所 以 ,能 被 7 жй. 
故 本 题 得 证 . 
2. 可 以 用 于 证 、 解 实数 的 有 关 性 质 
例 8 Фк, = 二 (ob)a=3+242.6 = 3-2/3,n = 1,2,… 则 Rm 的 个 


z 
位 数 是 多 少 ? (第 41 届 AHSME 试题 ) 
解 ” 因 a.b 是 方程 ** = 6x - 1 的 两 根 , 据 牛 顿 公式 ,有 
Ra = 6R,. ~ R,. (*) 
Эй К, = 10а + b) = 3,R, = 二 (az + P) = 17, 为 书写 方便 ,下 面 用 D. 表示 


2 2 

К, 的 个 位 数 .由 抽 屋 原 则 易 知 Р, , D,,…, D, ,… 是 一 个 周期 数列 , 据 ( * ) 容易 算得 

D, = 3,0, = ?,D, = 9,D, = 7,0; = 3,D, = 1,D, = 3,D, = 7,D, = 9, D. = 
7,Di = 3,D = 1,… ОВОЈ 0, | 的 周期 是 6, 即 D,,。= Р, (п = 1,2,3,…). 据 此 知 
Dmws = 9, 即 А 的 个 位 数 是 9. 

例 9 х, 是 方程 x* - 6x + 1 = 0 的 两 根 , 试 证 对 一 切 自然 数 п,а, = х) + 
x; 都 是 整数 ,但 不 是 5 的 倍数 . (1987 年 中 国 国家 队 训练 题 ) 

证 明 х, х. ШОР а? = 6x - 1 的 两 根 , 据 牛 顿 公式 ,有 

а, = ба, – а, (п > 2). 

Ш а = x, + x; =б,а, = х + xl = (х + х.) – 2215, = 34, 及 递 推 关系 式 知 ， 
对 一 切 自然 数 n,a, 均 是 整数 . 


又 am- = ба, - а, 3, а, — a, = Sa, -as, 
та, = 5a,. + (a, - а„;) = 5(а„, +а„,)- аз. 
于 是 5 w . 


由 此 及 a, = б,а, = 34,a = 198, 运 用 数学 归纳 法 , 便 证 得 对 一 切 自然 数 , 均 有 
5а, 
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例 10” 找 出 数 (V2 +Y3)'” 的 十 进 表达 式 中 紧 靠 小 数 点 右边 一 位 数字 ( 即 第 一 位 
小 数 ) 和 左边 一 位 数字 ( 即 个 位 数 ) ,并 证 明 你 的 结论 . 

(1980 年 芬兰 等 四 国 奥林匹克 题 ) 

Я Ша = (/2+У/3)”® R T, = MI+V3)2 + (V3 - 4/2)" = (5 + 24/6)" + 


(5 - 2/6)". 

因 5 + 2V6,5 - 2V6 是 方程 x* = 10x - 1 的 两 根 , 据 牛 顿 公式 ,有 

Tz = 107 - T,(n = 12…) 且 Ti = 10,7, = 98. 

由 递 推 关 系 式 可 知 : Т, 为 整数 , 7,, 与 7, 的 个 位 数字 之 和 的 个 位 数字 为 0, 于 是 
7, 与 的 个 位 数 相同 , To Там = T, = 98 的 个 位 数 相同 , 即 Two 的 个 位 数 为 
8, 因 为 0 < 5 - 2/6 < 0.2, 所 以 


0 < (5 - 2/6)”° < 0.2”? < 0.01™, 故 Two = а +0.0…0P. 
0-4 
БКО 


Т» = (5 + 2/6)° + (5 – 2/6)#9 = (12 +/3)% + (/3 -/2)"®. 
因此 W2 +/3)% 的 个 位 数 为 7, 第 一 位 小 数 为 9( 且 小 数 点 后 面 至 少 连续 有 660 个 9) . 
3. 可 以 用 于 证 不 等 式 , 解 方程 组 
例 11 设 正 实数 ec.5、c 满足 a + b + c = 1. 证 明 
10(а? + ЬУ + с?) - 9(a' + b° + e°) > 1. (2005 年 中 国 西部 奥林匹克 题 ) 
ЗЕН ” 设 a.b、c 是 多 项 式 f(1) = + bi + bot +b 的 三 根 ,由 牛顿 公式 ,有 
То = а + 0 + с =3, 
Т =a+b+c=-b, = 1,809 b, = - 1. 
T, =- b,T, - 2b, = T, - 2, = 1-2Ь,, 
T, =- БТ, - b,T, -3b = 1-3, — 3Ь,, 
T, =- ЫТ - 0,7, - Т, = 1-4, - 4, +20, 
T, = - b, T, - b, T, — b, T, = 1-5, – 5Ь, + 551 + 5,Ь,. РАЖИ 
10(1 -~ 3b; – 3b,) – 9(1 - 5b, – 5b, + 502 + 5b;b,) > 1 
b, + bs - З – 3b;b; > 0 
(b, + b,)(1 - 3b,) > 0. 


H fü) = (2 а) Б) с) ЖО < a,b,c < 4, 
知 FD > 0, 从 而 FI) = тж + b; + b, > 0, 


Жо b, + b, > 0. 
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ёх 


Я1-3Ь, = а + b° + с — ab — bc — са. 
应 用 平均 值 不 等 式 或 排序 不 等 式 , 知 1 - 3b, > 0 
故 10(@ + 00 + с?) – 9(а? + + с?) > 1. 


х-у+2-ю = 2, 


(2006 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


х* — y' + zt — t = 60. 


解 ”定义 a = x" + (n € N°),b, = y" + w'(n € N°). 


e, = b, + z, 

" 2 жк = bx +6, 
于 是 , 原 方程 组 变 为 а = bv +20, 
a, = b, + 66. 


设 x.z 是 多 项 式 /(1) = C + Ау: + B, 的 两 个 根 , 则 

Ар sy = а= 164 - а). 

由 牛顿 公式 ,有 а, = Аа, - Ва, = Та (3а; - al), 
а = Лаз = Ваз = 1(2а3а, - а} + а}). 

设 уш 是 多 项 式 f(s) = s + A;s + B, 的 两 根 , 同 理 

有 b = Yhb(3b - M).b = ОЙЫ - B + М). 
从 而 , 原 方程 组 进一步 转化 为 


а=һ+2 
a, = b, +6 


а. (За, - а}) = 13, - М) + 20 


тайа, - aÍ + a) = ООН) + 66 


а, =b +2 a =b +2 
а = b; + 6 a, = b, +6 
|l bh - b +2=D e bh - b +2=0 


201 +31 — 20,0, – 4, — 5, + 16 = 0 (502 - 8b, — 5Ь, + 16 = 0 


a= b +6 |a =10 |ë +2 = 10 |= =3 РА 

Әј -2  Әјь-2 |у+ы = у+ю = 2, ж 

2 匹 

b, = 4 b, = 4 у +и* = 4 `y = 0. Ж 

故 原 方程 组 有 4 组 解 : (xy,zyz) = (1,2,3,0), (1,0,3,2), (3,2,1,0), (3,0,1, 

2). 中 
的 

【模拟 实战 】 К 
问 

Ж 


习题 A 


1. 设 实数 ,bc 满足 +b+c=0m+p+e=0, 求 o9" + b” + с? МИЙ. 
2. 设 xi x. АЈ х +3х +1 = 0 的 二 根 , 试 求 xj + x; МИЙ. 
3. 车 实数 a,b,x 和 y 满足 方程 组 
ax + by = 3, 
ах? + by: = 7, 
ах? + by' = 6, 
ах + Ьу = 42. 
Ж ах? + Бу? НИК. (第 8 届 美 国 邀 请 赛 ) 
4. 设 非 零 实数 a,b,c 满足 条 件 a。 + b + с = 0. 证 明 : 
A (а? + 07 + с)? 49 
(а + y с) (а? + b) + с) (а? + 0 + с) (а + +с) 00 


(《 数 学 通讯 >1988 年 第 8 期 问题 征 解 题 ) 


习题 B 
ТШЕ ба) = тш" 于 + am 27 + tan 备 对 于 任意 非 负 整数 n 均 为 自然 数 . 
(《 中 学 数学 研究 )1989 年 8 期 问题 征 解 题 ) 
2. 设 实数 х,у. ах + y+ z+ w = m) + + Z +w) =0, 求 w(w + х) (ш + 
yY)(w +2) 的 值 . (IMO - 26 预选 题 ) 


э. ЖЕ ала, a а, 适合 六 a = 0 证明: 对 每 一个 奇数 上 > 0, 有 61 У) а. 
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第 二 十 九 章 多项式 与 母 函数 方法 


【基础 知识 】 

给 定 一 个 一 元 n 次 多 项 式 /(x) = ao + ах + азд + + a", Ф 
将 其 系数 a;(i = 0,1,5, п) 分 离 出 来 , 便 得 到 一 有 限 数列 : 

aa, aras," G, . @ 


反之 ,我 们 给 定 如 上 的 一 个 有 限 数列 @, 以 其 作为 一 元 多 项 式 各 项 的 系数 ,也 便 得 
到 了 一 个 确定 的 一 元 п 次 多 项 式 Ф). 

一 般 来 说 ,我 们 称 多 项 式 Q) 为 数列 @ 的 母 函 数 (或 生成 函数 ). 

如 果 母 函数 a, + ах + + ам" 能 用 一 个 简单 的 式 子 表示 出 来 ,那么 通过 对 + 取 
若干 特定 的 数值 , 便 能 得 到 数列 co , а, ,…, а, 的 一 些 特殊 关系 式 , 例 如 ,在 等 式 

(l+ x)' = С + С\х + Сд? + + С" 
中 , 令 x 取 一 些 特殊 值 (如 取 1, - 1 等 ) , 便 得 特殊 的 组 合 恒等式 .因此 , 母 函 数 也 将 与 组 
合 恒等式 联系 起 来 . 

对 于 无 限 数列 ,我们 可 以 仿照 有 限 数列 母 函 数 的 定义 ,给 出 无 限 数列 的 母 函 数 ， 

无 限 数列 : ao ,al ,…, a, ,… @ 
的 母 函数 应 该 是 一 SKOR AK) 多 项 式 ”: 

Go + ах + аза? + + 十。 

为 了 讨论 问题 的 方便 ,我 们 把 这 种 "无 穷 多 次 多 项 式 " 叫做 形式 宪 级 数 . н 
也 可 以 这 样 理解 :无 穷 个 数 相 加 的 式 子 称 之 为 级 数 ,而 @@ 的 每 项 都 是 宕 函数 ao К 
之 为 入 级 数 ;所 以 要 加 上 "形式 ” 两 字 ,是 因为 这 里 不 讨论 它 的 性 质 (如 收敛 、 发 散 等 ) ， 
而 是 看 重 这 种 形式 . 

这 样 一 来 ,我 们 便 可 得 到 : 


数列 :1,1,1,…,1,… 的 母 函数 为 1 вва аке = Di 
1 


8041.2, п? раво УУ. а. 


| 一 般 地 ,我 们 有 i 
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定义 1 给 定 无 穷 数列 co, ai ,az ，…，,a ，… 则 称 形式 寡 级 数 . 妃 z) = ac + ах + 
азай к + а +77 = Уа 为 其 母 函 数 . 
£ 


жи2 两 个 形式 寡 级 数 f(x) = De 和 g(x) = Xu, MH а, = b,, 


k = 0,1,2,… 时 ,我 们 称 它们 相等 ， IEE (G) = в(х). 
МЗ ХЖК ,还 定义 如 下 的 几 种 运算 : 


设 4 是 常数 , 且 有 形式 等 级 数 /(x) = У) aa ,5(z) = XG) Š Xe, 
那么 /(x) 与 (2) 的 和 是 指 形 式 等级 数 Са, ъа Эна ба) + (05А УУС) 
的 积 hr(x) Жр, (да) б) 与 g(x) 的 积 /(x) . g(x) ВОК 


УС амы Эзе Н f(x) = g(x) ' АС), ДИИ Һ(х) Ш f( <) 除 以 
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g(x) 的 商 , 记 为 h(x) = Д) кии ОЙ). 
根据 以 上 定义 ,可 以 验证 ( 略 ) 如 下 重要 公式 : 


公式 1 Qt) = De (29-1) 
公式 2 T= ў, (29 - 2) 
公式 3 —L = уз (09-3) 
公式 4 а= хаа. |z, = ал: (29-4) 
公式 5 а+ а „1+ у} КЕШ. (29-5) 


(注意 验证 时 ‚ЖЕЗ ys R EJE К ЖИКС.) 
母 函 数 的 求 得 ,一 是 直接 作出 ,二 是 根据 题 意 推导 解 出 等 等 ,这 可 从 下 面 的 例题 中 
看 出 .得 出 母 函 数 后 ,为 了 简捷 地 将 原 问 题解 出 ,要 特别 注意 母 函数 式 子 的 变形 技巧 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 
1 рле УС," С... 


3⁄4 


НТА ЭсйнО 


解数 列 ! C.I 的 母 函数 为 g(x) = Су + Сла + Cum k t + Сй + = 


зд 1 
2 = (I x)" 


同 理 ,数列 | C?,，4| 的 母 函 数 为 h(x) = | 


#(х)+ h(x) = уяя УСО ОЎ 


это n=0 


ЖЭ BOX Туна = У) ая. 


Блоха Эруяс 


ННН ВУ Сы. CL. = От. 
012 设 n 与 m 为 非 负 整 数 ,证 明 :C” + 2C"，+ … + (n+1- т) С" = ЄТЇЇ. 
(1985 年 英国 奥林匹克 题 ) 


证 明 ”由 于 数列 | СТІ 的 母 函 数 为 312C” x" ,… 则 可 设 数列 | cn +2СТ аа 


(n +1- т) CZ) 的 母 函 数 为 
Дав) = (+ к)" 201+ к) +(а+1—т)(1+х)”. 
易 知 (1 + а) f(x) = (1 х)" +2(1+х)" ++ (п+1-т)(1+х)""!. 
如 上 两 式 相 减 后 ,整理 得 


f(x) = ма +)“ -(1+х)”! -(п+1-т)х(1+х)^]. 


于 是 /(x) 展开 式 中 的 z" 的 系数 就 是 (1 + х)"? 的 展开 式 中 的 "92 的 系数 , 即 СҮ. 
É СТСТ + + (n + 1- m)C" = єз. 
Из 设 年 利率 为 i, 依 复 利 计算 , 想 要 在 第 一 年 末 提 取 1 元 ,第 二 年 末 提 取 4 
元 ,…, 在 第 п 年 末 提 取 n? 元 ,要 能 永远 如 此 提取 , 问 至 少 需要 多 少 本 金 ? 
(第 18 届 普 特 南 试题 ) 
解 п 年 后 要 提取 1 元 (本 利和 ) ,该 项 本 金 应 为 (1 + i)-" 元 ;要 提取 л? 元 (本 利 


和 ) ,该 项 本 人 金 应 为 nG + 0)" 元 ,所 以 本 金 总 数 为 羡 (1+ 0). 
显然 ,上 式 可 视 为 数列 | mi 当 * = 二 二 НОРИ ВОЯ аг | ИНЕШ 
f(z)=0-1+É.x+2. 2 12. 


+" + nm" + 


Сы + Сї)" 


= x+ У Сла" + У) х = У) Сах + ус 
=: = 1 = 


= Усы + УС" 
20 


а=0 
У ий 2 (1+2) 
"*(I- s t(I- x 7 (1-09 


注意 到 х = ra £40" = +D2+D. 


1 

【 解 题 思维 策略 分 析 】 

对 于 某 些 组 合计 数 问题 也 可 运用 母 函 数 方法 .一 件 物体 我 们 取 ЕСА = 0 表 不 取 ， 
k =1 表 取 1 次 ,上 = 2 表 重复 取 2 次 ,…) 次 ,可 形式 地 用 多 项 式 1 + x*+ x? + o + 
xs +"… 表示 ,其 中 表 取 的 次 数 .这 样 一 来 ,我 们 可 证 明 (证 略 ): 

结论 1 (i) Ef a 个 相 异 的 物体 ,如 果 用 Р, 记 每 次 不 许 重复 地 从 中 取出 r 个 的 不 
同 取 法 的 总 数 , 那 么 数列 : Ро, 局 ,…, P,,… 的 母 函 数 是 

(1+ x)(1 + x)'-(1 ++) = (1 + x)"; 


Ки 
(i) В п ТУЕ, 85 JH P', 记 每 次 允许 无 限 重复 地 从 中 取出 r 个 的 不 同 
取 法 的 总 数 ,那么 数列 : Po, 已,，… P',,… 的 母 函数 是 


озата Зо 


ЕРЕ ОА ш асе 
НЕЕ: БИЕ ж 

(ii) 设 有 于 个 物体 ,其 中 有 п, А, ,ma TA, п, КА, уппа, = n, 
设 从 这 n 个 物体 中 每 次 取 r 个 的 不 同 取 法 的 总 数 为 P, ,那么 数列 : Р, Р, ‚Р, 
的 母 函数 是 

(I+x+* + x) + +t) 

#14 今 有 一 角 币 1 张 ,二 角 币 1 张 ,五 角 币 1 张 ,一 元 币 4 张 ,五 元 币 2 张 ,用 这 些 
纸币 任意 付款 , 则 可 付出 不 同 数额 的 款 子 共有 多 少 种 ? (1986 年 上 海 市 竞赛 题 ) 

解 ”此 为 有 限 重复 组 合 问 题 ,由 题 设 ,其 母 函 数 为 f(x) = (1+ z)(1 + 6)(1 + 
(+x + wx") ,展开 知 x 的 最 高 次 数 为 148, 这 说 明 凡 超 
过 数额 为 148 角 币 的 款 子 付 不 出 来 .但 实际 上 为 4 角 .9 角 .14 角 、19 角 …144 角 ,共有 29 
种 款 子 也 付 不 出 来 , 故 可 付出 的 不 同 数额 的 款 子 共 为 119 种 . 

例 5 在 毛 硬 币 所 得 结果 序列 中 ,可 以 数 出 一 个 反面 继 以 一 个 正面 ( 记 为 “反正 ") 
的 次 数 , 一 个 正面 继 以 一 个 正面 ( 记 为 “ 正 正 ”) 的 次 数 ,一 个 反面 继 以 一 个 反面 ( 记 为 


“ 反 反 ”) 的 次 数 ,一 个 正面 缕 以 一 个 反面 ( 记 为 ^ 正 反 ”) 的 次 数 .例如 , 掷 硬币 15 次 的 结 
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果 序 列 为 : 正 正 反 反正 正 正 正 反正 正 反 反 反 反 ,其 中 有 5 个 “ 正 正 ”,3 个 “ 正 反 ”,2 个 “ 反 
正 ”,4 个 “" 反 反 ", 掷 币 15 次 ,有 多 少 种 不 同 的 结果 序列 ,它们 都 恰好 有 2 个 “ 正 正 ”.3 个 
“ 正 反 "4 个 “反正 ”和 5 个 “ 反 反 "? (第 4 届 美 国 洲 请 赛 题 ) 

Я ” 措 硬 币 所 得 结果 序列 可 看 作 是 一 系列 反 ( 记 为 ( 反 ))、 正 ( 记 为 ( 正 )) 的 组 合 ， 
其 次 ,每 一 个 “ 正 反 "( 记 为 ( 正 )( 反 )), “反正”( 记 为 ( 反 )( 正 )), 因 为 在 折 硬 币 的 15 次 的 
结果 序列 中 ,“ 正 反 ” 或 "反正 ” 只 涉及 括号 和 括号 之 间 的 关系 ,而 与 括号 内 的 正 的 个 数 
或 反 的 个 数 无 关 . 由 此 可 得 :满足 题 设 要 求 的 每 个 这 样 的 结果 序列 必 有 这 种 形式 ， 

( 反 )( 正 )( 反 )( 正 )( 反 )( 正 )( 反 )( 正 ). (ж) 
其 中 有 3 个 “ 正 反 ",4 个 “反正 ”. 

再 考虑 (* ) 式 的 各 个 组 合 中 ,反正 的 位 置 以 便 保证 每 个 序列 将 有 2 个 “ 正 正 ",5 
个 " 反 反 ” 的 顺序 ,这 意味 着 将 2 个 ( 正 ) 放 到 ( * ) 式 中 4 个 ( 正 ) 旁边 , 且 将 5 个 ( 反 ) 放 
到 ( * ) 式 中 4 个 ( 反 ) 旁边 ,这 也 可 看 作对 4 个 ( 正 ) 可 无 限制 地 取 2 个 , 且 对 4 个 ( 反 )， 
可 无 限制 地 取 5 个 的 组 合 问题 ,因而 其 母 函数 分 别 为 g(x) 及 h(x), 即 为 (1 ~ x)-4 及 
(1-х)*.Җ& g(x) th x 的 系数 及 h(x) 中 x; 的 系数 , 便 有 Ci t Ci = 560, 即 


为 所 求 种 数 . 
结论 2 ”对 于 含 п 个 未 知 数 的 一 次 不 定 方程 
x+ 和 t+ = r(r € N°), Ф 


可 看 作 有 т 个 篮球 ,要 分 发 给 п 个 班级 的 问题 ,不 同 的 分 法 种 数 对 应 着 @ 的 非 负 整数 
解 的 个 数 . 
设 QO 有 а, 个 非 负 整数 解 , 则 数列 {a,1 的 母 函 数 是 


П 


(I+x+' в) (квк) = 


1 
: ЕЕ 

类 似 地 , 设 方程 mx + раху +з + pw, = r @ 
的 非 负 整 数 解 的 个 数 为 b.(r € N ,PE №"), ДЬ, | 的 母 函 数 就 是 


1 
(1- n)(1- ат) (а) 


例 6 2а + xx + xx + x+ + Zs + + ху + ж + 39 + ду = 3 的 非 负 整数 解 
共有 多 少 组 ? (1985 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


解法 давс 


1 £ 
=) 250 тка к) = 
А 


B с р N 
жа т-а) t t (I д)" 


运用 待定 系数 法 可 求 得 4, 8,C,D,…,N, 故 


1 1 1 1 1 5, 
ПЭ: = 100(1+х) + 1024(1 — x) +5001 а) P 25601-5) * 
1 
201 =r 


xt 


iC 0 + а + 566 + Сә + С + 
者 Cs + + 1с]. 
因此 当 r = 3 时 , 便 求 得 2 的 系数 为 82088 _ 174. 
解法 2 由 于 只 可 能 取 0 或 1, 当 x， = ОН, ЕГО а в а 
z =з, ДНЕВ лона у = У) б, ‚ИЛ = 3, ЧЕЛН 
解 的 个 数 为 Ci = 165, s x = 1 时, 原 不 定 方程 成 为 + zy + … + x = 1 其 非 负 
варлар о у = У) бы ,此 时 г = т, СЛАВЕ ИЗО 


Сіла = i ы 165 + 9 = 174. 
Я ”上 述 两 种 解法 ,解法 1 是 一 般 解 法 , 虽 计 算 量 大 一 些 ,但 有 一 般 意 义 ,解法 2 是 
特殊 分 解法 ,也 是 处 理 问题 的 一 种 重要 策略 方法 . 
例 7 х,у,: 均 为 正 整 数 ,方程 x + y + z = 15 有 多 少 组 解 ? 
(1985 年 上 海 市 竞赛 题 ) 
解 令 x=x+l， = 则 本 题 化 为 求 + y +z = 12 的 非 


负 整 数 解 ,其 解 对 应 的 母 函数 为 [一 y = - D6. ах, r = 12 时 ,Co = Ch = 


91, 此 即 为 所 求 组 数 . 

Ж ”将 此 例 中 的 15 改 为 n € N' , 同 理 可 求 得 正 整 数 解 的 组 数 为 Ср = 
Ст ,此 时 便 为 第 一 届 莫 斯 科 奥 林 匹 克 题 :“ 有 多 少 种 方法 将 п 表示 为 3 个 正 整数 的 
和 ?” 

讨论 自然 数 n 的 分 拆 种 数 与 解 上 述 不 定 方程 类 似 , 下 面 看 一 例 . 

例 8 将 正 整数 n 表 为 若干 个 1 与 若干 个 2 之 和 ,和 项 顺序 不 同 的 认为 是 不 同 的 写 
法 ,所 有 写法 种 数 记 作 a (n) .将 n 表 为 若干 个 大 于 1 的 整数 之 和 ,和 项 顺序 不 同 也 认为 
是 不 同 的 写法 ,所 有 写法 种 数 记 作 B( n) .证 明 :对 每 个 n,a(n) = B(n +2). 

(第 17 届 普 特 南 竞赛 题 ) 

解 找 出 关于 аба), ВСп) 的 两 个 母 函 数 .首先 ,nm 作为 个 1 与 2 的 有 序 和 的 表 


达 式 的 数目 显然 等 于 (x + x*)* 的 展开 式 中 x" 的 系数 .所 以 
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ао ТА НО 


шлш жо 


1+ Bele = > (x+ re) = 一 一 一 . 


又 n 作 为 个 大 于 1 的 整数 的 有 序 和 的 表达 式 的 数目 等 于 (x? + < + …)* 的 展开 式 中 


a" 的 系数 ,所 以 


1+ Tp) = >G + в) = У( 


= 1-х 
= ат)" = r = - 庆生 
ТЕЎ) ва) = = а(н), 
Ш 80). + 8(3)2 i = yata ва) уз 


比较 同 次 项 系数 而 得 a (n) = B(n + 2). 
涉及 递归 数列 的 通 项 的 问题 ,也 可 运用 母 函 数 方法 来 解答 .下 看 三 例 ; 
例 9 给 定 正 整数 ma ,om, 已 知 a > asa, = За, — 2ao, as = 3a,-2a,, 


"аш = 3am - 2аӊ.ЙЕНЙ:а > 2”. 《第 2 届 全 俄 奥 林 匹 克 题 ) 
Ж 设 /(x) = ao + ах + азд + + аа” + 
则 -3xf(z) =-3а,х-3а,х? — o – За, уа" — + 
20 f(x) = 2aox2 ++ + 2а, yx" + 
三 式 相 加 整理 得 ”f(x) = Ts 
所 以 f(x) = _ =\1<&)-(1-2«)_ _1__1 


5001 х) (1-2х)(1-»х) 1-2x х 
= Уур РСЕ 
= 


故 有 а, = 2" -1 从 而 am = 2m _ 52", 

例 10 ”把 一 个 圆 分 成 (п > 2) 个 扇形 ,依次 记 为 ss，…,s ,每 一 扇形 都 可 用 
红 ,\ 白 \ 蓝 三 种 不 同 颜色 的 任 一 种 涂 色 , 要 求 相 邻 的 扇形 的 颜色 互 不 相同 , 问 有 多 少 种 
涂 色 法 ? (1989 年 浙江 省 竞赛 题 ) 

解 ” 设 涂 法 总 数 为 w, (n > 2) ,由 题 设 得 递归 关系 : 

a, =6, 当 n>3 时 ,a, + а, = 3.2". 

В у(х) = а; +аух + ац? +з + a +++ 


Д] f(x) = ах + аул? +з + ах”? ++ 


й - 3: 


= 
1-2х 


=-3+1-3.2х-3.27а4°—---—-3.2у* - 


а-а) ва) -3+ү—у; = ая = 3 - 6z = - 3, 


6. 1 -2 2 
HD (s) = Fe) со “ж “Ота К тел 


) 


x 
= 10-2-0600 +20200 = Уо) +214. 
=) 


注 ”上 例 提供 了 解 带 自由 项 的 非 齐 次 递 推 关系 的 方法 ,其 中 关键 是 要 知道 自由 项 
3，2"! 的 母 函 数 . 

例 11 圆周 上 分 布 着 20 个 点 , 现 用 10 条 既 无 公共 端点 又 互 不 相交 的 弦 来 连接 它 
们 .试问 :可以 有 多 少 种 不 同 的 连 法 ? (第 13 届 莫 斯 和 奥林匹克 题 ) 

解 Pla, 记 用 n 条 互 不 相交 的 络 两 两 连结 轿 周 上 2n 个 点 的 所 有 不 同方 法 数目 ， 
考虑 -一般 情 形 ,显然 x = 1 无 意义 ,我 们 规定 a, = а, = 1, 由 题 意 可 得 递 推 关系 ; 

a, = aoa, + 44,5 + азал +77 + аза + ала. 

设 数列 [a,| 的 母 函 数 为 x) = У) а" а = а = 1, 则 

x+ f(x) = х (ao + ах + азж? +з + ах? + Ө)? 


= ax + (аа + агау) а? + + (аба, + аа, 2 +77 + а, 1а)" +" 


= ах + ax + +” +…= f(x) - 1, 
妈 母 函数 适合 方程 x. /#(х) - f(x) + 1 = 0, 于 是 有 2x + f(x) = 1+V1-4x, 但 因 
(0) = в, = 1. х) = (1-1-4). (+) 


应 用 公式 5, 把 (1 - 4x) 展开 ,并 代入 ( * ) 则 可 求 得 
д) = 六 a 


n +1 "` 
а = 2,oy = 5,a, = 14,а; = 42,…,aw = 16796. 
例 12 ”一 副 三 色 牌 ,共有 纸牌 32 张 ,其 中 红 黄 蓝 每 种 颜色 的 牌 各 10 张 ,编号 分 别 
是 1,2,…,10; 另 有 大 小 王牌 各 一 张 ,编号 均 为 0. 从 这 副 牌 中 任 取 若干 张 牌 ,然后 按 如 
下 规则 计算 分 值 :每 张 编号 为 的 牌 计 为 2 分 ,车 它们 的 分 值 之 和 为 2004, 就 称 这 些 牌 
为 一 个 “好 ” МИН. 试 求 “好 ”上 牌 组 的 个 数 . (2004 年 全 国 女子 奥林匹克 题 ) 


解 ” 对 于 nE€ 11,2,…,2004| ,用 a, 表示 分 值 之 和 为 n 的 牌 组 数目 , 则 a, РРА 
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Ж 0х) = (1+ x2)'(1 + el) 的 展开 式 中 x" 的 系数 (约定 | x | < 1). 
由 于 f(x) = та + 1 а) а 


+ х 


з 


1 PY м 
“(йс U * ДЫ гареро г” 


Їй п < 2004 < 20 ,所 以 a, 等 于 су 的 展开 式 中 z" 的 系数 . 由 于 


1 
-х)(1- 


1 
(1-х)(1-)1  1- 2 (x) 

=(1+= + xt + + ++ -)[1+2х + За + (2k + 1)52 + 
1. 
ЖОШ x* 的 系数 为 mx = 1+3+5+' + (2k+1)= (Е+1)?,& = 12.2. 
从 而 ,所 求 的 “好 ” 牌 组 的 个 数 为 азы = 1003° = 1006009. 


【模拟 实战 】 


习题 A 


1. а, = (-1)"(п +1), 求 数列 |a,| 的 母 函数 . 
2. 记 ao = а = lo = а, + а, (п = 2,3,…), 求 数列 |a,| 的 母 函 数 . 


3. 求 和 :8 = У н < n). 
4. 求 证 :CI + Сы + + CL. = СУ. 


习题 B 


1. 红 \ 白 , 黑 三 种 颜色 的 球 各 10 个 ,从 中 抽出 12 个 ,但 要 求 三 种 颜色 的 球 都 有 , 问 有 多 
少 种 不 同 的 取 法 ? 

2. 给 出 不 定 方程 x + 2y + 3z = 15, 
(1) 求 非 负 整数 解 的 个 数 ; 
(2) 求 正 整数 解 的 个 数 . 

3. 求 方程 m + xx + zy + xs = 23 的 正 整 数 解 的 个 数 ,要 求 m < 9,85 < Вл, < 7， 


x, <6. 
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4. 已 知 m =- 1,41 = l,a, = 20,1 +3а„›+3"(п > 3),3R а,. 

5. 某 公 及 其 后 代 不 论 男女 皆 编 人 家 谱 , 但 他 及 后 代 的 配偶 均 不 编 人 家 谱 , 家 谱 只 标明 
该 成 员 是 男 或 女 以 及 他 们 之 间 的 父子 ( 女 ) RT (Z) 关系 .已 知 某 公家 谱 上 共有 п 
名 男女 成 员 ,每 个 成 员 至 多 有 两 个 子女 ,而 且 若 有 两 个 子女 则 必 一 男 一 女 . 问 某 公 的 
家 谱 有 多 少 种 可 能 ? 


аьем та унс 


Шоона. 


= ева) + УС СО + CL Аа + P) + (СУКА) 
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2) + 3/(x +1) - A(x),… 则 可 归纳 得 到 并 可 用 数学 归纳 法 证 得 如 下 结论 : 


【基础 知识 】 


对 于 函数 f(x), 称 Af(x) = f(x + 1) — f(x) 38 f(x) 的 一 阶 差 分 ,简称 差分 .显然 ， 
养分 有 如 下 简单 性 质 ， 

性 质 1 Af(n) =0, 则 Fn) = /(1)(»һЄ N°); 

Ф Дуба) > 0,MJ (п) > /(1)(л ЄК”); 

Ят Af(n) <0, 则 Fn) < f(D(n € N°). (30-1) 

对 于 函数 f(x) 的 > 阶 差分 可 定义 如 下 ; 

- 般 地 ,已 知 т 阶 差分 A(x), 则 定义 

Дх) = A(A'f(x)) = A'f(x + 1) - А7у(х) (30 - 2) 
Ж f(x) 的 r+1 阶 差分 . 

由 如 上 定义 有 A?f(x) = f(x +2) - 2/(x +1) + (а) Да) = f(x +3) — 3/(x + 


性 质 2 As) = У)(-1)*'С/(х+п-&) 
k=0 


= 5)(-1)*СД(« + k). (30-3) 
16 
事实 上 , 当 n = 1 结论 显然 成 立 . 设 n - 1 时 结论 成 立 , 即 有 


A™'f(x) = ў Т) СА f(x + Б) 


[т] 


кї 
Дуж) = -DT С дуа + k) 
е 
wl 


= DTG fiz+k+1)- TD, et, .r+ В) 


£ = 
a | 

= DDC fia + k)- DD) сї, ` f(x + k) 
ү = 


从 而 由 数学 归纳 法 原理 ,结论 成 立 . 
多 项 式 有 很 好 的 差分 性 质 ,由 де = (x + D° x е m+…, 对 于 多 项 式 


f(x) = ax + "+ ах + ао. Й 


Af(x) = падт + + ax + a> 

Ах) = n (п 1) ° a," + + азх + аут 

一 般 地 ,我 们 有 (可 用 数学 归纳 法 证 得 ) 

性 质 3 f(x) 的 最 高 次 项 系数 是 a, ,为 一 元 m= 次 多项式, 则 AT(x) = n! a,. 
(30 - 4) 

推论 若 f(z) 为 一 元 n 次 多 项 式 , 则 必 有 A"*'f(x) = 0. (30 - 5) 

特别 地 , 当 m > n 时 , 均 有 A"f(x) = 0. 

对 于 一 般 的 函数 ,也 包括 多 项 式 函 数 , 有 


性 质 4 对 任何 非 负 束 数 4, 则 (x + л) = у] Да). (30-6) 

事实 上 , 当 m = 0 时 ,结论 显然 成 立 ,假设 对 于 n 结论 也 成 立 , 即 

f(x + n) = Уе Да), 

则 f(x + n +1) = f(xz + n) + Af(x + n) 

= Ус Дух) + > Cs» At f(x) 

= © + (Cl + CO)Af(z) + (C) + С\)А?/(ж) +…+(C + CT')A"/(x) + 
CA™ f(x) 

= Ўз саа). 

由 数学 归纳 法 原理 , 知 结论 成 立 . 

由 于 数列 可 看 作 是 一 个 定义 在 非 负 整数 集 上 的 函数 , 所 以 可 以 把 数列 写成 
Fn) ,于 是 ,我 们 可 讨论 数列 的 差分 ,已 学 过 的 等 差 数列 实质 上 就 是 1 阶 差分 数列 ， 
亦 称 1 阶 等 差 数列 .于 是 ,一 般 地 ,定义 p 阶 差分 数列 为 

Ап) = А(А*!/(ж)),р = 1;2,… (30-7) 

ЖК» |/( п) | 的 p 阶 差 分 数列 不 是 零 数列 ( 指 各 项 都 为 0 的 数列 ) ,而 p + 1 阶 差 


分 数列 是 零 数列 , 则 称 {f(n)} 是 p 阶 等 差 数列 . 
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性 质 5 Вп) (а = 0,1,…) 是 一 个 p 阶 等 差 数列 , 则 


у) дуо). ч пер, 


Кп) =, (30 – 8) 
У) ДУО), Ча > р. 

事实 上 ,由 性 质 4, 令 x = 0, 妇 得 /(n) = Уу СДУ). 

当 n > ри, Н А"! (0) = … = ДУО) = 0, 

故 有 fl(n) = Уу слуо). 

从 而 ,由 上 可 知 : ЖОЙ л)! 是 一 个 p 阶 等 差 数 列 的 充分 必要 条 件 是 /(n) 是 一 个 
п { р 次 多 项 式 .对 于 高 阶 等 差 数 列 的 前 n 项 和 ,我 们 有 

性 质 6 ЗЛ), 是 一 个 高 阶 等 差 数列 , 则 此 数列 前 n 项 和 5S，= 
лю, 有 > 0700) = /(1) + 02) + + f(n) = алла). (30-9) 

事实 上 ， , 当 n = 1 时 ,结论 显然 ,假设 对 n 结论 成 立 。 那么 对 于 п + 1, 由 性 质 5, 有 

AD + /(2) ++ + f(n) + f(n +1) 


А - та 
Ў сту) + > CAf(1) = уос! + ©)А*/(1) + A"/(1) 


PS31882 EET S Эш 


S олду) + дуа) = у содула). 


由 数学 归纳 法 原理 ， 结论 成 立 ， 

最 后 ,我 们 介绍 一 类 特殊 的 多 项 式 , 即 差分 多 项 式 .根据 差分 的 定义 ,我 们 能 有 m 
次 差分 多 项 式 的 差分 恰好 等 于 m - 1 次 差分 多 项 式 的 这 样 一 个 极 好 的 差分 性 质 的 差分 
多 项 式 吗 ? 

经 探索 ,我们 可 以 这 样 定义 差分 多 项 式 . 

Ж m € N' ,一 元 т 次 多 项 式 


P,(z) = ze D(x —2)--(«—- т + 1) (30 - 10) 


ЖЗ т 次 ( 阶 ) 差分 多 项 式 . 

规定 Pu(x) = 1, 并 称 之 为 零 阶 差 分 多 项 式 . 

这 样 定义 的 差分 多 项 式 ,不 仅 有 上 面 的 很 好 的 差分 性 质 , 它 的 根 为 0,1,…,m - 1 
这 些 特点 ,还 可 以 看 出 :差分 多 项 式 是 二 项 式 系数 的 一 种 推广 . 因此， 我 们 也 引入 类 似 


于 二 项 式 系数 的 记号 来 专门 表示 它 : Р(х) = (0) = 1,т > 1 时 ,P, (x) = сэ. 
= 


类 似 于 二 项 系数 ,有 
性 质 7 (< р+ = (ST R p. (a) + P.G) = Р(х +1), 
(30-11) 


кюл АО) = ("+ 0-3) = ВНТ РК я = 12. n i 


性 质 8 УР; (k) = Р„(1) + Р„(2) + + Р„(п) = Pa (n +1). (30-12) 
对 于 差分 多 项 式 ， 我 们 有 
性 质 9 мст) = Ç. 2 O): 


r 


当 r > т, Д0) = 0. (30 - 13) 
性 质 10 ”任何 一 个 一 元 n 次 多 项 式 f(x) 可 表 为 
fG) = (O варят 60) +00) + b 
= „+ P,(x) + Ба" P. (z) ++ br Руба) + bo, (30 - 14) 
其 中 bo = 700), 6, = Atf(0)(k = 1,2,9, п). 


事实 上 ,对 f(x) = Б, р(х) ++ рер.) + bo 两 边 依次 取 1 阶 2 阶 …, 直 


Ж n ЗЕЛ. 
Af(x) = „+ P, (а) + „+ Р„(х) ++ + БРС) + bi, 
A2f(x) = b, Р, (ж) + у, Р(х) + + by, 
АЛ) = b, P.G) +b. P. каб) + + bo 


р = ,. 

在 以 上 n 个 等 式 及 原 式 中 均 令 x = 0, 得 

bo = f(0),%*, 6, = А*/(0)(Е = 1,2,--,n). 
Ati G) = Dh Pe) = 六 ay(0) Р,(а), 


其 中 Af(0) = f(0). 
由 性 质 10 知 , 任 给 一 个 一 元 多 项 式 ,都 可 由 一 些 差分 多 项 式 的 代数 和 表示 . 


例如 ,f(x) = Таба? -9x+14) = P,(z) - 2P,(z) + Р(х), 


f(x) = з? = 6P,(x) + 6P,(x) + Р(х). 
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由 于 差分 多 项 式 是 整 值 多 项 式 , 当 讨 论 整 值 多 项 式 的 问题 时 ,或 讨论 有 关 整 除 的 
问题 时 , 常 涉及 差分 多 项 式 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 证 明 :对 每 一 自然 数 n(n < 0) 和 每 一 实数 x z ЭЛЕ = 0,1,2,…,n;N 是 
任意 自然 数 ), 有 

+ dh + = cotx — cot2"x. (IMO - 8 试题 ) 

Ре š 1 1 1 2 

证 明 Ла) = озу + Sms + + атр -cotx + col2"x, 


则 An - 1) = /(п)-/(п-1) 
1 
sin2"x 

í sin(2"x - 2"! х) 
7 sin2“  sin2"" x + sin2"x 


— (сох — сої2°х) + (сох — со"! xz) 


X. (U = ыру -ootz + сода = 0, 


故 fn) = /(1) =:0, 即 


= ве 1 2 оңа С сой" 
Sin27 + sin4x 十 РА БА ЫЫ 


例 2 йа>0,Ь>0Н-1 + 1 = 1. Е, ЕЛДА п, 


(a+b)'- a —- b' 22" _ 2", (1988 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
证 明 令 f(n) = (а + 6)" ab 29 +2"! 
则 An) = Ха + 1) – f(n) 

= (а + Б) (а + Б)" – a" — b] + аъ + аЬ — 2990 + ач _ 

Ка + 6)" а" - 6" -2 + 271] 
= (а+ 6-0) (а + Б)" а - P'] а + a -2"% 6279 09 ә 
(ж) 
HF + + = 1, 则 知 ab = a+ 4. 再 由 (a БС + 1) =2+ 之 + 是 >4, 可 
а= a+ b > 4, 0а + Ь-1)[(а+Ь)"—-а°-Ь] 


>3: (Cab + Са + = СаБ + Сла + Car +з + 


Calp) 
I 354 


9-7 “2V ат Савт + C2V Са Уа) + e 


.2V TC)] 

кыны. + 6% +з + Сү!) 

23-2". (2" – 2), ° 
Маъ + ab" > 2 V (ab) (а) = 2(ab) > 2". @ 
将 中 .@ 两 式 代 入 (* ) 式 得 

Дл) > 3-2 _ 3.2 + 22 _ 22 L 22 +2 2o -0 
ХЖ) = (а+ 6) -а- b-2 +2 = 0,0] 


f(n) > f(1). 
Ш п Є №, (а + b)" -a -b>2" -2 
下 面 看 性 质 2 的 一 个 应 用 . 


' 
取 x =1 及 n = k,#í At/(1) = 2 Су +1), 


š 


则 УСАП) = P 1- ТСС + 1) 
БЕ 
= ўс ру +1) (CC 


= PC руй + DD D IC C, 


= Ў усер =. Pa +1) = Yk TD. 


сафа). с cl CD 
k= 
Ж у(х) = и виа +25 + + n) WEMA f(x) = з? 
的 各 阶 差分 在 x = 1 处 的 值 乘 以 相应 的 组 数 的 和 СУСТ) + C2AF(1) + САДКІ) + 
CA ,而 AD = 7,А?/(1) = 12,A3f(1) = 6, P +2 +++ n = C! +70 + 


203 +6С\ = [二 n(n +1)Ё = (1 + 2 + === + п). ЭУ 1989 年 全 国 高 中 联赛 第 一 


试 第 五 题 的 逆 命 题 . 
由 性 质 2 知 ,多 项 式 的 n 阶 差分 A"f(x) 中 包含 f(x) 的 连续 n+ 1 个 值 f(x + n), 
f(x + n -1),…,f(x). 故 在 某 些 问题 中 ,车 涉及 多 项 式 的 连续 若干 个 值 时 ,可 考虑 与 


差分 联系 起 来 . Ç 
е 


ална Эно 


Зеба 3:38 


例 3 求证 :对 于 多 项 式 f(x) = x" + ax + + ao ПРА), ТАО) 1,77, 
1/31, 1 f(n + D 1 中 至 少 有 一 个 不 小 于 至 . 


(1979 年 贵州 省 竞赛 题 或 1980 年 美国 竞赛 题 的 推广 ) 
证 明 ”这 里 涉及 f(x) 从 /(1) 开始 的 连续 n + 1 个 值 , 故 可 考虑 A"/(1), 由 性 质 2 


мз АЛП) = УС ЮС + n - k) =п!. 
БЕЙМ ЕЁ = 0,1, тэл уй +a Юс Bb, 
则 n! < ЭСИРЕСЕ BE. 


о 


014 设 mx) 为 3n 次 多 项 式 ,适合 p(0) = р(3) = … = р(3п) = 2,р(1) = 


P(4) =… = p(3n -2) = 1,p(2) = р(5) = … = р(Зп -1) = 0, 并 且 p(3n+1) = 
730, п. (1984 年 美国 奥林匹克 题 ) 
эел 
Ж W] A™*'P(0) = 3)(- 1)*Cs,, P(3n + 1 В) 
= зо + SY DO 25 е Усу. 
7-0 = 


729-2у,(- CW + У)(-1)/СУ = 0. 


7% 71 


XR M = У) yC 和 用 = е 1)/C%.1, 利 用 三 次 单位 根 = - 1 , 3, 


=0 
зны 


以 及 多 项 式 f(x) = (1 к)" (1) АСА, u a 


а De ye, 
根据 此 展开 式 及 w 之 性 质 有 
Л) = NN-M-L=0, 其 中 = 人 (TIC3 
j=l 


flw) = №- Me – Іа = (1- w) 
Ра?) = № – Ма? – Lo = (1- а?у". 


于 是 N= LO) + бо) + fw)] = 263)". соз 51, 


М =- ула) + @?/(в) + ауа?) = 203)" . Е 1л. 


将 其 代 人 人 ( * ) 式 得 729 — 4/3)! созт 1r+203) + соз?” 1 = 0. 当 "= 
21 时 , 求 得 t= 2,BD n = 4; 5 л = 2: + 1 时 ,可 知 方程 无 整数 解 - 故 = 4 为 所 求 、 
【 解 题 思维 策略 分 析 】 


例 5 已 知 数列 ao,a1,… 满 足 алжаал = 2a,(i = 1,2,…). 求 证 :对 于 任何 自 
И п Яг, Р(х) = С%(1- ж)" + aiCsx(l - х) + аз Са? (1 - х)" + =° + 
СаО - x) + asC'w' 是 x 的 次 数 不 超 过 r 的 多 项 式 或 零 多 项 式 . 

(1986 年 全 国 高 中 联赛 题 的 推广 ) 


证 明 ба P(x) = У) асы x)", 由 已 知 |a,j 为 公差 d = a, - ao 的 等 
差 数列 ， 

当 =0, 则 P(x) = а УСЫ - z)! = ах + (1 — к)" = 66, 结论 成 立 . 

4 мо Л aí = (as + 各)” 为 的 7 次 多 项 式 ,由 性 质 10, 有 a = УРЕ), 

j=0 

其 中 心 = даз, 

Р(х) = УУ кР] © P, (n) + (1-х)* 

= УЫС ЎР, (n) РЮА (1 к) А) 


= Уы ра). PCD 1 ж) 0). 


п! kl n! (п p)! 
Ра) РОЮ = ттт ОТ = DI (k = п = Di 
Ж P,(n) ° Р(Е) = Р(п)+ P... (n - D). 


于 是 P(x) = УЗЫ УР(л) Раба а (1-х)7*] 
f f 


= Эрн) PP. (a De" 
在 上 式 右边 代 痪 上 - j = :得 


р(х) = ЎЫ PL Р, (а - Da Gao] 
„5+ Вн) а + @- д] = Db Pn)Y. 
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ВЕНА ЭВО 


由 性 质 3 知 ,2 = Даў = r!d' 0. Р(х) 为 r 次 多 项 式 ,证 毕 . 


шїї в ло а) УЮ = уло) Раба +1). 
利用 上 述 结论 ,我 们 再 给 出 S, = +25 + .… + n 的 一 种 解法 ， 


Фк) = 由, 则 5 = (A), 注 意 到 ,x? = 6. Р(х) +6: P,(z) + Р, (0), 
得 
5, = 6Р,(п + 1) +6P,(n +1) + Р,(п +1) = Ее + DY. 


若 记 5。= 0,5, 为 数列 a, | 前 п 项 的 和 , 则 
a, = AS,_, = S, - 8,1. 
特别 地 ,对 于 数列 а (2 = 1,2,…,n,…), 车 存在 数列 与 (7 = 1,2,…,n,…), 使 得 


в = бы (Е = 1,2,7, п), Уа = by - Б Ва = b - ba (k = 1,2,…， 
А 
п) „Уа = b, - „л. 
= 
31+6’3 = 4 +124 = 


的 启发 ,叙述 一 般 规律 ,并 加 以 证 明 . 对 任何 大 于 1 的 整数 4 证 明 存在 正 整 数 ; 和 j, 使 
得 


例 6 观察 = 二 + 二 二 = 二 + 了 = 工 + + = + + 而. 由 这 些 例子 


1 1 1 1 1 
л AD Or DED t G +2G+3) + + 
(1973 年 加 拿 大 奥林匹克 题 ) 
解 所 给 的 例子 哨 示 的 一 般 规律 是 :六 = 二 + ату 
1 1 1 
пй = к UT IPA = 1020305 
1 1 1 
于 是 FEAT + TY DG T2 +7 tjG + 1) 
q 1 1 1 
= Уе = 6 ba ey 
把 这 个 和 式 与 十 = р ауу 相 比较 , 知 = ас, 1 = (n = Dn НЕ. 


例 7 Оа € RG = 1.2, nin > 2), 满 中 六 1а 11, У), = 0 求证 ， 
台 名 


Е (1989 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


证 明 TES, = r + xm +" + x H гул = 0, У) 1а 1= 1 
4 


5, = 0 且 18 <. = 12.0 1. 


不 妨 设 5。 = 0,11 җ = AS. = S - Sa(1< i < л € N), 于 是 
7 Д8, 2. = 5, = 1 1 
Z= > Р-Р оле us 


РИИ -于 «Йй - тр та-1 ). 

ж 用 以 确定 数列 的 递 推 关系 的 方程 也 称 为 差分 方程 ， 数列 项 的 最 大 下 标 与 最 小 
下 标的 差 称 为 该 差分 方程 的 阶 数 .对 于 常 系数 线性 差分 方程 我 们 有 : 

结论 r 阶 线性 常 系数 差分 方程 ok = Баал + Бааз + … + Ба, 的 解 具 有 
形式 :(1) 当 特征 方程 * = Бух! + … + b 及 个 互 异 的 根 , 则 а, = Cix? + С, + 
… + бї; О) 当 特征 方程 的 根 有 r( < k) ЖАШЫ, а, = (C, + Соп + + Са!) + 
Сахл + + Cuat, 其 中 Ci，…Ce 由 初 值 a,,…,as 组 成 的 方程 组 确定 ， 

#8 Ва, 为 下 述 自然 数 w 的 个 数 : N 的 各 位 数字 之 和 为 且 每 位 数字 只 能 取 1、 
3 或 4. 求 证 :ax 是 完全 平方 数 . (1991 年 全 国 高 中 联赛 题 , 参 见 第 十 章 例 5) 

证 明 设 N = хха. Ж х2", € il3,4, 且 和 + 和 + 
假定 n > 4,1025 х, 时, 则 当 z 依次 取 1,3,4 时 ,x2 + xs + + a 分 别 等 于 n -1,n 一 
З,п-4, Чп > 4 时 ,ao。 = а + a,. + ao， Ф 
并 且 易 知 ,a, = la = 1,а = 2,a = 4. Ф 


名 式 为 4 阶 差分 方程 ,其 特征 方程 x* — x` - x -1 = 0 的 四 个 根 为 + та +5). 


1 


因此 四 式 的 解 为 = Ci + 0-0" + с(1475)' + Ci(L3S)", 利 用 初 值 @ 可 
1 ds 


у 4 Laya, 此 


а, = 2110 а 
1+У5 


5)ea _( 
Я d Sr 4 d унау. 


в = МОУ вн 


аша = 二 [(-1 


从 而 不 难 验 明 ашады = айы. @ 
359 [ 
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最 后 再 用 数学 归纳 法 证 明 本 题 结论 . 显然 ,n = 1 时 结论 正确 . 设 ax 是 完全 平方 
数 , 则 由 @ ЗЯ аз, 是 完全 平方 数 ,因此 结论 对 任意 自然 数 5 成立 

例 9 (х,у) 对 所 有 的 非 负 整数 满足 :(1)/(0,y) = у+1;(2)/(х +1,0) = 
/Ох,1)3(3)/(х +1,у +1) = f(z,f(x + 1,7)). 试 确定 f(4,1981). 

(мо - 22 试题 ,参见 第 三 章 习 题 B 第 4 题 ) 

解 由 条 件 (3), 表 明 当 /(x,y) 已 知 时 ,可 给 出 f(x + 1,y) 关于 y 的 差分 方程 .而 
条 件 (2) 则 给 出 其 初 值 .由 于 条 件 (1) 给 出 了 /(0,y) 的 表示 式 , 所 以 关于 /(1,y) 就 有 
fsy +1) = /(О,/(1,у)) = /(1,у) +1,/(1,0) = f(0,1) = 2, 解 此 差分 方程 得 

/(1,y) = y + 2. 于 是 可 得 关于 /(2, y) 的 差分 方程 和 初 值 . 

fl2,y +1) = /(1„/(2,у)) = f(2,y) +2,/(2,0) = /A(1,1) = 3. 解 此 差分 方程 得 
J(2,y) = 2у + 3. 于 是 再 得 关于 /(3, у) 的 差分 方程 和 初 值 : 

fG,y +1) = /(2,/(3,у)) = 2/(3,y) +3,/(3,0) = f(2,1) = 5. 

解 此 差分 方程 得 /(3,y) = 2% _ 3, 于 是 得 关于 РКА, у) 的 差分 方程 和 初 值 , /(4， 
Уж =/(3,/(4,у)) = 206909 3,f(4,0) = /(3,1) = 2 _ 3. 解 此 差分 方程 得 
/(4,y) =255, ,所 以 (4,1981) = 253. 


【模拟 实战 】 
习题 A 


1 sin(n + +) 
1. 证 明 恒 等 式 :六 + совх + cos2x + … + созлх = — Y ЕТТЕ) 
2sin 2-х 
2 
1 1 РТ 1 一 : 1 ГТА 1 
2. Жїз з + + Y Фа 1) + 


(匈牙利 奥林匹克 题 ) 
3. 在 数列 | ao, 上 时 ,a，= 1, 且 满足 аы =За„+2п-1(п = 1,2,…), 求 通 项 公式 o . 
4 Ë p(x) 为 24 次 多 项 式 ,p(0) = p(2) = … = p(2n) = 0,р(1) = p(3) = -—- = 


р(2п -1) = 2,р(2п +1) =-30.Жп. 


习题 B 


1. 已 知 次 多 项 式 p(z) 满足 p(k) = — Eh k = 0,1,2,--,п.Жр(л +1). 


(1МО - 22 预选 题 ) 
2. 已 给 自然 数 n, 求 出 所 有 次 数 低 于 п 的 多 项 式 p(x) ,使 满足 条 件 
Ўро CC D: c, = 0. (IMO - 28 预选 题 ) 
3. 设 g(x) 是 nn 次 多 项 式 .求证 : 当 a >3 时 ,11-&(0)1,1ae-g(D1,1o-g(C2)1 
| а"! _ g(n +1) 1 中 至 少 有 一 个 不 小 于 1. 
4. 3R30:S, = 22 + 5° + 8 + + (3n - 1). 
5. 试 证 : 若 * 取 mm + 1 个 连续 整数 时 ,m 次 多 项 式 f(x) МИН # 393638, ДЕЛ x， 
A(x) 的 值 恒 为 整数 , 即 F(x) 是 整 值 多 项 式 . 
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第 一 章 ”集合 中 的 对 应 原理 
习题 A 


我 们 设法 作出 


5 #1, 5 满足 题目 要 求 . 
映射. 经 过 次 翻动 后 ,代表 茶杯 情况 的 m 个 数字 的 乘积 是 后 .开始 时 茶杯 全 朝 上 , 故 F, = 1" = L. 
茶 怀 经 不 次 翻动 后 ,再 作 第 + 1 次 翻动 ,改变 了 个 数字 的 符号 , 故 К = (- °. F, = 及. 由 此 


了 可见, 对 所 有 的 k, F. = 1 但 是 , 杯 口 全 朝 下 时 ,代表 茶 怀 杯 口 情形 的 m 个 数字 的 乘积 是 (- 1)" = 
-1 上. 这 党 明了 无 论 经 多 少 次 翻动 ,都 不 能 使 杯 口 全 朝 下 _ 


Ша = { 


值 的 值 :其 -…, 积 最 然 为 (- 1)*; 其 


拆 法 中 (a， 关 1) 的 拆 法 数 . 同 理 ,J(n + 2) — f(n + 1) 是 n+2 的 拆 法 (a 1) 中 的 拆 法 数 ， 


中 的 a 的 拆 法 ,这 样 就 构造 了 从 а, е 1 的 n+ 1 的 拆 法 到 a 2 1 的 n+2 的 拆 法 的 一 个 对 应 , 显 


参考 解答 


L 注意 到 ,对 于 每 一 个 整 点 (w,v) 都 有 4 个 相 邻 点 (w+ 1,ь).(и —-1,ь),(и,»+ D,(u,v -1). 
一 个 映射 ,把 这 5 个 点 映射 成 5 个 不 同 的 数 ,从 而 把 点 集 的 问题 转化 为 数 集 的 问题 
Е Ф Си) Лив) = w+25 即 可 .在 这 个 映射 下 ,每 个 点 和 它 的 四 个 相 邻 点 恰好 对 应 
5 个 相继 整数 :uw + 20, + 25 + 1,u + 2v 2. 于是,P 与 P 的 相 邻 点 中 恰 有 一 个 属于 5' 就 转化 为 
上 面 的 5 个 相继 整数 恰好 有 一 -个 对 应 于 S, 而 这 是 不 难 做 到 的 .例如 ,可 设 s = 1(x,y) 1 x+2y 能 被 


2. 用 ”1 对 应 杯 口 朝 上 ,“- 1” 对 应 林口 朝 下 ,显然 ,这 在 杯 口 状 态 集 与 数 集 11，- 1| 建立 了 一 个 


З. 按 从 小 到 大 的 顺序 ,依次 将 此 + 2 个 点 记 为 4,4,… 
1,2% А, 为 有 理 点 时 ， 
- 1,4 А, 为 无 理 点 时 . 
显然 ,这 个 对 启 集合 到 数 集 ;- 1,1! 之 间 的 一 个 映射 .同时 ,对 每 条 线段 4.4.,, , 则 有 
1, 当 AA. 同 为 有 理 点 或 辣 为 无 理 点 时 ， 
чан {м A,A. 中 一 个 为 有 理 点 , 另 一 个 为 无 理 点 时 . 
我 们 设 一 端点 为 有 理 点 , 另 - -端点 为 无 理 点 的 线段 有 条. 现 有 两 种 方法 求 此 n+ 1 条 线段 对 应 
积 为 
(аа) а аз) Саа) = ааба да = аа =-1. 
故 (- D: = - 4. 因此 ,为 奇数 . 
4. 此 题 实 质证 Ka + 1) - /(n) < Да +2) - Да + 1). 
ЖАР п 的 拆 法 前 各 一 个 “1", 便 可 得 到 一 个 a+ 1 的 拆 法 , 故 /La + 1) — (n) 表示 a+1 的 


а ,并 将 每 一 点 对 应 着 一 个 数字 а, 


考 虞 到 n+ 1 > 2, 把 一 个 w x 1 的 n+1 的 拆 法 中 的 a, 加 上 1, 就 可 变 为 一 个 a， 天 1 的 m+2 


然 这 个 对 应 是 一 个 单 射 , 所 以 有 Fn+lD – Ка) < (n +2) - f(n + 1). 


习题 B 

1. 先 作 这 样 的 观察 ,车 (a,5) 是 这 48 个 数 中 的 一 对 数 ,比如 a = 2.3. 5. lb = 2.3 - 
59 .11. 13, 则 乘积 a6 = (2 -了 了 .了 .1) .3-13. 由 于 (2 .3 .多 .11) 已 经 是 平方 数 了 ,这 样 内 
须 考虑 的 是 ab 与 除 平方 之 外 余下 的 质数 3 和 13 的 关系 . 设 (a,6) 是 已 知 48 个 数 中 的 任意 两 个 数 ,把 
滋 积 ab 化 为 一 个 完全 平方 数 和 一 些 (a,5) 与 上 面 的 质数 的 一 次 竺 中 的 质数 为 元 素 的 集合 相对 应 . 比 
如 前 面 例子 中 的 (a,5) 对 应 13,131. 由 于 从 48 个 数 中 选 出 的 不 同 的 数 对 共有 С» = 1128 对 ,而 10 个 
不 同 的 质数 集 共 有 2° = 1024 个 子 集 , 并 日 1128 > 1024, 所 以 必 有 两 个 不 同 的 数 对 (a,5),(c,d), 它 
们 对 点 着 同一 个 质数 集 的 子 集 1plypPa ра 00 с А с 10), 从 而 有 ab = т?рург "рь, = 
n pipe bed = (тлрур ер, )% 是 一 个 完全 平方 数 . 

如 果 两 个 数 对 (a,5) 和 (c,d) 没有 公共 元 素 , 则 а,Ь, с, d 这 四 个 数 即 为 所 求 .如 果 这 两 个 数 对 
有 公共 元 素 ,不 妨 设 = а. ас 一 定 是 完全 平方 数 .因此 ,考察 除去 (a,c) 的 另外 46 个 数 ,由 于 这 46 
个 数 的 乘积 仅 有 不 超过 10 个 的 不 同 的 质 因数 ,而 且 仍 有 C% = 1035 > 1024 = 2 ,所 以 一 定 可 以 从 中 
找 出 两 个 不 同 的 数 对 (x ,y) 和 (u,v) ,使 得 хуш 是 完全 平方 数 .如 果 这 两 个 数 对 没有 公共 元 素 ,那么 
кууш, 即 为 所 求 ;如 果 它们 有 公共 元 素 , 如 x = >, 为 完全 平方 数 ,这 样 ,a,c,y,u 即 为 所 求 . 

2. 对 于 М 的 任 一 个 10 元 子 集 7, 若 存在 上 ET, 使 得 (T A | 时 ) = ,就 称 7 为 “好 集 ", 作 映射 
ЛЕТ TA |k1(k€ 7), 则 这 个 映射 显然 是 一 个 从 所 有 好 集 的 集合 到 的 9 元 子 集 的 集合 单 射 ， 
从 而 好 集 了 的 个 数 < C 

X м 的 10 元 子 集 的 个 数 为 C3, 且 Са > C5 ,所 以 , 打 中 必 存 在 一 个 10 元 子 集 不 是 好 集 , 也 就 是 
人 存在 一 个 10 元 子 集 7, 对 于 任 一 大 ET, 都 有 ACT V 1k|) > k. 

3. 将 每 项 都 是 1 或 2. 各 项 之 和 为 ”的 所 有 数列 的 集合 记 为 4, ,每 项 都 是 大 于 1 的 正 整数 ,各 项 之 
和 为 n 的 所 有 数列 的 集合 记 为 B, . 

对 任意 的 (ol a... a. yao) = a € А„,Фа' = (аа-а). а, = 1 时 ,a’ € hi; 
"ta, = 2 时 ,a’ € 4, .容易 看 出 :从 А, ЯА, U А, 的 映射 /:a -> а' 是 双 射 , 故 有 a(n + 2) = 
а(а +1) +a(n) .注意 到 a(1) = 1,a(2) = 2, 使 知 a(n) = 乒 .- 这 里 ;天 } 为 斐 波 那 契 数列 ,对 于 任意 
的 fbi b bb] = b € Bas b= (bb bo), b = 2,0 = (Ы. baa), 4 
b. > 2, 则 当 b = 200,6 € B. Ч > 2 时 ,bE 及, 容易 验证 :从 B,. 到 B... U B, 的 映射 
f:b— ХТ ОН B(n + 2) = B(n + 1) + В(п), ХИ (3) = 1,8(4) = 2, 所 以 B(n+2) = 人 = 
а(п). ç 

4. 对 上 = 0,1,2,3,4 定 义 = 14 14 C S, 1 Á |= 31,4 的 元 素 和 = k(mod5)|. H T+ 31 = 
1(mod5), 若 lx ,x2 ооз Е А А + 十 大 aa + ЕЕ Е, ОХ а, + 大 大 于 1990 
时 ,利用 x, + k - 1990 代 替 ) .显然 ,这 是 F 到 FF 的 一 一 对 应 .因此 ,| К, I= 1 F, =I F, = I F, l = 


4 
LEO Fo, МР, Р, 无 公共 元 素 .> 1 Fs 1= Cn, 所 以 1 Fo 1= 二 Cli. 


Es зїЙЕДЗЕ-+-ЧЕЖЕ МЕГА ЭсушО 


онаа ЭружО 


第 二 章 。 集合 中 的 最 大 、 最 小 问题 
习题 A 

1. 用 2003 < 2"( = 2048), 作 集合 4 = Faras…anl, 其 中 a = 0 或 1(i = 1,2,…,11).4 中 的 数 
每 位 数字 有 两 种 可 能 (0,1), 从 而 知 集合 4 元 素 个 数 为 1 4 1 = 24 > 2003. 于 是 4 中 必 有 两 个 不 同 的 
元 素 *,y, 它 们 除 以 2003 所 得 的 余数 相同 ,从 而 2003 1 (x - у).Ф р = ix - yi, 则 显然 p 不 超过 11 
位 ( 因 4 中 元 素 最 多 11 位 ). 又 因 х,у 均 由 0.1 两 数字 构成 ,它们 之 差 的 数字 只 可 能 为 0,1,8,9 四 种 ， 


不 可 能 为 2,3,4,5.6,7, 故 结论 成 立 . 

2.(1) Ж а < mm < … < a,, 则 显然 至 少 产生 下 列 2а - 3 个 不 同 的 数 :ol + а < а + ау 
< 

(2) 显然 ,不 是 常数 的 等 差 数列 满足 要 求 . 

反之 亦 然 ,这 是 因为 : 设 а, ,а о, 中 只 产生 了 2а - 3 个 不 同 的 数 , 且 


а < a < < a,. 


Ша + a, < а + а < az + a, ar + a, = a, +а. 

Ша +a, = а +а < ay +а < a + a, фа + a, = ay + a... 

ШЕ ЯТ ал + a, = a+ aaa l< i < n- 1. 

Ња + аш = а + oa 于 是 ,a — а, = ал — аз = ° = а-а. 

3. W 6, ФОАТ 1,3, 5,991 中 的 so 个 元 素 都 可 以 成 为 队员 的 编号 .下 面 证 明 :不 可 能 
再 增加 了 . 若 运动 队 有 51 个 队员 ,从 小 到 大 的 编号 记 为 a, ,as ,…, ag ,es © 作 差 Gs = а,аз - 
aa - а», © 这 就 得 到 51 + 50 = 101 个 数 .由 于 @,G@ 中 的 数 不 超 过 1 ~ 100 的 范围 ,由 抽 
展 原理 知 , 必 有 两 数 相等 ,但 @ ИС АНА О) 中 的 数 也 互 不 相等 ,只 能 是 Q 中 某 数 a; 等 于 加 
中 某 数 ou - as fa, = as - а, а + а, = as .这 说 明 编号 as 等 于 另 两 队员 编号 之 和 ( 当 i j 
时 ) ,或 等 于 某 一 队员 编导 的 两 倍 ( 当 i = J 时 ), 这 与 条 件 矛盾 , 故 最 多 有 50 名 队员 . 


х + m хі + x, 
2 < 


а 


4005 = јаза B s < x < = < a М0 < 


32 + x, х3 + x, жа + x, 


z < 7 << ,因此 ,hs 中 至 少 有 2n -3 个 元 素 . 

另 -方面 , 若 取 S = 12,4,6,…,2n|, 则 4 = 13,4,5，……2n- 14, 只 有 2n -3 个 元 素 ,由 此 ,4 的 
元 素 的 个 数 最 小 值 为 2n - 3. 

5. 对 于 任意 ij € 10,1,…,91 ,区 应 当 包 含 上 和 所 之 一 ( 耕 则 序列 区 六 … 不 满足 要 求 ) ,这 种 无 序 
f3(i,j) 313844 10 + C% = 55 个 , 故 1X1> 55. 

另 -- 方 面 ,如 果 针 = |1010 і ТХ = 55, 且 对 任 一 无 穷 序列 , 设 ;为 它 所 含 的 最 
小 数字 ,j 为 的 后 一 项 , 则 у € .因此 ,XX 最少 含 55 个 元 素 . 

6. $R 5 中 ?或 3 或 5 的 信 数 的 个 数 ,有 [ 3] + 1120] + 191 [180]. 180] (49), 


1: 


50 1210 
3.82 К 
Уп = 110 时 ,可 以 全 取 2 或 3 或 5 的 代数 ,所 以 ,在 这 个 子 集 里 无 论 如 何 也 找 不 到 4 个 两 两 孔 素 


[元 


的 数 ,因此 ,nm > 111. 下 面 证 明 п = 111 合乎 要 求 . 

为 此 构造 如 下 6 个 数组 :4 = 11} U 1s 中 35 个 素数 | ,4 = 12-67,3+43,5+17,7-19,11-13}, 
Ау = 12.53,3.47,5.23,7 .171,4 = 12,3.5,7,102 1,4, = 12+ 19,3°,5-13,7- 111,45 = 12, 
3-23,5. 11,7: 131. ФА = А U À; U …U As. ЕЖЕ А С = 1,2,…,6) 中 至 少 要 有 4 个 元 
素 并 且 两 两 互 案 , 且 4; ПА = @(1 < < j < 60) ,为 证 明 本 题 结论 ,必须 保证 4 1 = 58. 这 样 , 若 
从 $ 中 取出 11 个 数 , 则 4 中 至 少 被 取出 19 个 数 ,由 抽 层 原理 , 必 有 某 A (1 = 1,2,…,6) 被 选 出 4 个 ， 
而 这 四 个 数 是 两 两 互 索 的 . 


习题 B 

1. 首先 证 明 5 至 多 有 5 个 元 素 .事实 上 , 若 S 至 少 有 6 个 元 素 , 则 其 中 元 素 个 数 不 超 过 4 的 非 空 
子 集合 至 少 要 有 C + СЇ + С} + Ct 560) .这 些 子 集合 的 和 不 大 于 54( 即 15+ 14 + 13+ 12 = 54), 
由 抽 尾 原则 ,56 个 不 超过 94 的 正 整数 至 少 有 两 个 相等 , 即 至 少 有 两 个 子 集合 的 和 相等 , 若 这 两 个 子 集 
合 不 相交 , 则 与 题 设 "5 的 任意 两 个 不 相交 的 子 集合 的 和 不 相等 " 矛盾 , 若 这 两 个 子 集合 相交 , 删 去 公 
共 元 素 之 后 同样 出 现 矛 盾 . 所 以 ,S 最 多 有 5 个 元 素 . 

下 面 来 构造 这 个 5 元 素 集合 ,使 其 元 素 尽 可 能 地 大 (因而 数 集 的 和 尽 可 能 地 大 ) ,5 含 15,14,13 之 
后 ,不 能 含有 12, 否 则 出 现 15+ 12 = 14+ 13,S 可 含 11, 但 不 含有 10 与 9, 否 则 出 现 15 + 10 = 14+ П, 
15+9 = 11 + 13, 最 后 一 个 元 素 取 8, 则 5 = 115,14,13,11,8|, 且 15+ 14+ 13+ 11 + 8 = 61. 于 是 ,所 
求 最 大 的 和 为 61. 

2. 令 S = ar + aa ++ m, (1 < k < 11), 由 题 设 知 ,存在 下 标 m, 使 5,，< 1500 < 5, .于 是 ， 
МР2 < К < m,ff a < 5,1 +1, 这 是 由 于 若 wu > Sa +1,фа ++ а = Si-1. 这 样 ,就 不 存 
在 Sg 4, 使 8S) = Sa +1 所 以 3 = Si + а < 2%. +1. Ф 

ШШШ 5, = a, = 1, 于 是 用 数学 归纳 法 可 推 证 得 5, < 2 - 1(1 < k < m). H 1500 < 


S, <2" - 1, 得 由 = UB D 8365 < 5, <2' - (k = 1,2,…,10). 由 于 5, 是 自然 数 ,因此 ， 


(Sama 5, < 2: - 1 这 里 [表示 大 于 或 等 于 + 的 最 小 正 整数 ) .特别 地 ,有 So > ГЭ 


站 到 = 上 -= 750. 又 S, < 7 -1 = 255, 200 > в, + ав = Se — S 2 495.810, аю > 248. 


另 -一 方面 ,我 们 可 以 根据 以 上 的 -- 些 不 等 式 ,构造 一 个 符合 要 求 的 集合 4 ,并且 аю = 248. 具 体 
地 , 取 4 = i1,2,4,8,16,32.64,128,247,248,750! .由 于 255 = 2 + 半 + …+2+ 必 ,于 是 ,利用 二 进 制 
表示 可 见 , 当 n < 255 时 ,可 找到 5  11,2,4,--,1281,{4#8(5) = n. 从 而 , 当 n < 255+ 247 = 502 时 ， 
存在 Sg 11,2,4,128,2471 ,使 8(5) = n; 当 n < 502 + 248 = 750 时 ,存在 SS 11,2,…,128,247,248|， 
使 3(5) = n;2 n < 750 + 750 = 1500 时 ,存在 SG А, 205) = n. 

3. 考虑 п 个 元 素 1,2,…,n 的 全 排列 .显然 ,这 个 全 排列 的 种 数 是 a! 个 , 设 4 中 有 大 个 上 元 子 集 


作为 元 素 ,这 里 (kk = 1,2,…,n) 是 非 负 整数 , 则 | 4 | = Ум. 
ГЕП 
щл > ОВ, f, ЕЕ АНЕ —Л РЁ 1 а, ‚а; ，…at|, 在 1.2,…,n 的 全 排列 中 , 取 


ЖЕ ЕЗ ЗЕ-+-4ЕДЕ ЗЕТ но 


ИЧЕРА Эсин 


出 前 大 个 元 素 恰 组 成 子 集 | a, , as ,as 上 的 全 排列 ,共有 4!(n - 4)! 个 .由 于 4 中 任意 两 个 元 素 互 不 


包含 ,因此 对 于 4 内 的 所 有 元 素 ,用 上 述 方法 取出 的 全 排列 必然 两 两 不 同 ,于 是 ,有 (в - 


D)! < нЕ Ат a БЕ, z = [-2 1, С 达到 最 大 值 ,有 141= Уул < СЯ. 


УД а Уна С маал ант] 元 子 集 组 成 的 集合 


时 , 恰 达 到 14 1 = C, 豆 , 综 前 所 述 ,4 的 元 素 个 数 的 最 大 值 为 路:( 其 中 [号] 表示 不 超过 责 的 最 大 束 
数 ). 

4. 所 求 maxa = 665. 先 证 а < 665. 显 然 4 的 999 元 子 集 X, = 1999,1000,1001,…,1997| 不 存在 
х,у € 各 使 得 x < y B x 1y. 事 实 上 ,Xo 的 最 小 元 素 为 999, 它 的 最 小 倍数 除 本 身 外 为 2 . 999 = 
1998 > 1997, 此 比 X, 的 最 大 的 元 素 还 大 ,成 立 .这 样 ,a 就 不 能 为 999,1000,1001,…,1997 中 的 任 一 个 
ж. 

下 面 再 证 a = 666,667,668,…,997,998. 构 造 集合 : 

В, = 1666 + i U X, V 12(666 + 站 1，i = 0,1,…,332. 

对 B, 来 说 (666 + 1) .3 > 1998, 而 (666 + i) .2 g В,, 666+ 1 除 本 身 外 其 他 倍数 都 不 在 玉 中. 

士 面 已 证 Хо 的 任 一 非 本 身 的 倍数 都 不 在 X, 中 ,666 + i < 999(i = 0,1,2,…,332) , 故 X, 中 任 一 
万 泰 的 倍数 不 可 能 为 666 + i(i = 0,1,--- ,332) (Ë B, 中 除 666 + 外 的 其 他 元 来 的 信 数 (不 包括 本 身 ) 
都 不 在 В, 中 ,这 样 B, 中 仍 不 存在 两 元 来 满足 x < y,x 1 y, 而 及 中 (i = 0,1,…,332) 包含 了 666, 
667,…,998. 故 а у 666,667,… ,998, 则 а = 665. 

下 证 665 是 可 取 的 . 反 设 存在 -个 含 665 的 999 元 子 集 ,不 存在 这 样 的 x,y E Х,х < у{йх|у, 
则 665 - 2,665 . 3 g XX, 构造 如 下 997 个 抽 层 , 它 包含 了 4 中 除 665,665 - 2,665 ' 3 外 的 所 有 元 素 , 且 每 
ТЖ У-У Ку = 11.1 2,1 .2 ,1 .201,K = 13,3 .2,3 22 3 221,K = |5,5.2, 
3 1663,663 .2,663 + 3| , Ky = 1667,667 - 
21, Ку; = 1669,669 21 ,Ko = 119911, Kms = 119931, К, = 11997}. Уй X r: 665 外 的 其 他 998 
个 元 素 归 人 这 997 个 抽 民 里, 定 有 两 个 在 同一 个 抽 层 ,而 同一 抽 屋 里 的 数 互 为 倍数 关系 ,矛盾 .证 毕 . 


第 三 章 ”函数 值 值 域 的 求解 


习题 A 

上 首先 设 上 < 100 与 n+ 11 > 100, 即 90 < п < 100, 于 是 ,Kmn) = Иа +1\)] = Ха+ 
10) = f(n + 1) ,/(90) = 091) = = 30100) = /(101) = 91. 

Ë n < 90,80 т Є №, 1990 < п + Пт < 100, 则 有 HLn) = /2 (n + П) = “= 0 (а + Пт) = 


f” U(n +11т)) = f” (91) = 91. 这 就 证 明了 对 任意 4 < 100, 都 有 f(n) = 91. 
2. 因 1789 = 9+4.9+4 .9+P .9+4 -2, 而 f(4n +9) = f[f(/(n))] = 4/(n) +9, 
所 以 大 1789) =9+4./(9+4-9+4.9+2.2) =9+4[9+4./(9+4-9+4.2)] 


=9+4-9+4./(9+4+9+4.2)-9+4-9+4-9+4-/(9+4-27) 
=9+4-9+4-9+4-9+4°. /(72)=-9+4-9+4.9+4-9+4°.(2 +3) 
= 3581. 

3. 首先 证 明 ,g(n) = h(n),n € N, 由 此 及 条 件 (3) 即 可 得 到 f(n)= g(n) - (n) +1= 1,n € 


М. 

设 有 某 个 n € №, (п) е Һа). Кп) > 1 所 以 对 任意 n € N, 有 h(n) = g(n) + 1 — 
Кп) < g(n). 于 是 h(n) < g(n) = 上 .根据 条 件 (2) ,存在 n,,… na, € №, 4924 і Би 
ў, (п) = i, ТТ h(n) < k. (n), Ала) ВСп) Э k ТУВРА (1,2,5, П. 
由 抽 民 原理 ,h(n ),h(m),…,h(m1),h(n) 中 必 有 两 个 相等 ,与 条 件 (1) 矛盾 .结论 证 毕 . 


习题 B 
1. * f(o) = до) +27 ,所 给 递 推 关系 就 变 为 
&(› + 2) -2g8(v+1)+g(v) = v+ 16 (о = 0,1, 


从 0 到 v -1 对 上 式 求 和 ,得 到 g(v+1)- g(v) = 


15211 - (155 + 1) 16”] ,再 求 一 次 和 (从 0 


到 u-1D 得 5(o) = 15015» -32+ (150 +2) .16], 从 而 Ko) = 51150 +2 + (150 - 30) +16]. 


rl 
2 (o ш0,1,2,). 

以 13 为 模 ,得 15v +2 + (150 – 32): 16”! = 20+ 2 + (20 - 6) * 3! „2(#+1) +(v- 3). 
3"1(mod13) .由 于 1990 = 1(mod13),3 = 1(mod13), 因此 , 对 于 ç = 1989,1990,1991, 有 f(x) = 
0(mod13) . 

2. 对 自然 数 = 分 情况 讨论 .情况 1: n 为 奇数 .此 时 ,jn) = 2, 所 以 到 = 1. 情 况 2:n 为 偶数 ,此 时 ， 
Юл = 2' (2m+1), 其 中 a > 1,m > 0. 

若 满足 1 < t+ < 2” 的 奇数 :都 是 的 约 数 , 则 Fn) = 2°! ,f(/(n)) = 3, /(/(/(n))) = 2. 因 此 ， 
1, = 3.808 1 < 上 < 2” 的 奇数 :不 全 是 的 约 数 , 则 必 有 一 个 最 小 正 奇数 io(1 < t。< 2 ), 它 
不 是 n 的 约 数 .于 是 ,用 n) = o,fU0n)) = f(t) = 2. 因 此 ,4 = 2. 综 上 所 述 , 则 有 

1,n 为 奇数 ， 
1, = Бонг ая. 1),а > 1. т> 0, 并 且 满 足 1 < 上 < 2 的 所 有 奇数 ;都 是 n 的 约 数 ， 
2,n 为 偶数 2 (2m + 1),a > 1,m > 0, 并 且 存在 不 是 п 约 数 的 奇数 ,满足 1 < a < 2", 

З. 首先 注意 对 大 的 人 值 ,fj(k) 远 小 于 &. 由于/ 不 单调 ,可 将 这 个 事实 表达 成 如 下 形式 : 若 
А < В, А 的 位 数 < 8 的 位 数 <1+1lgB,fi(4) < (1+ 168)? < (4log168)* .利用 这 个 不 等 式 两 次 ， 
得 到 (2) ИА: f, (2) < £ - (1994)2 < 2°, ,(2'%) < (á + 30)? = 14400. 所 以 (2 各 ) 的 数 
字 和 最 多 是 36( = 4:9), Н, /, (2°) < 36 = 1296,/,(2”®) < (9+9+9)# = 729,f;(2%) < (6 + 
9+ 9)”= 576. 另 一 方面 ,因为 ЛСА) = (тод), ЯР, f, (29%) = (2%)? = (— 2)2 = 4(mod9)， 
(2) = Ф = - 2(mod9), 0299) — ( — 2)? = 4(mod9)--: РЫҢ n РИ, у, (2199) = A(mod9) . 
Ң п ЭИҢЖОН,/, (29°) =- 2(mod9). 


озом q Эсшо 


ЖЕГЕ ДУЗЕ-+Е-ЧЕБЕ ЗЕ [А Эрш о 


Ж э} = A(mod9) Н x < 24, lJ 2 € Н = |4,49,121,256,400| ,通过 简单 计算 即 知 (对 每 一 个 hE 
Н). = (h) = (h) = … = 169,f,(h) = (h) = (А) = … = 256. Р (2) € ,所 
Шул > 8 Bf, 0299) = {2 s 

4- 出所 给 三 个 条 件 ,得 f(1,0) = /(0,1) = 2,/(1,1) = /10,/(1,0)] = f(0,2) = 3,/(1,2) = Ј[0, 
A(1,1)] = /0,3) = 4. 这 可 看 到 : 当 = = 1,y = 0,1,2 时 ,有 /(1,y) = у+2.0 假设 当 y = кв 
四 式 成 立 , 则 当 y = k+ 1 时 ,LE+1) = /10,/(1,Е)] = 0,6 +2) = (ЕЁ+1)+1=(Е+1)+ 
2. 由 归纳 原理 知 人 普遍 成 立 . 

再 由 条 件 (2) (3) 1049 702,0) = /(1,1) = 3,/(2,1) = /11,/02,0)] = (1,3) = 5,f(2,2) = 
Д1 ,/@,1)] = /(1,5) = 7. 这 时 看 到 当 x = 2,y = 0,1,2 时 ,有 2,y) = 2y+3.@ 假设 当 y = 
人 时 加 式 成 立 , 则 当 y = k+ Т, /(2,k + 1) = /11,у(2,&)] = f(1,2k + 3) = (24+3)+2=2. 
(k +1) + 3. 故 由 归纳 原理 知 @ 也 普遍 成 立 . 

又 由 条 件 (2)(3) 和 四 得 , 几 3,0) = /(2,1) = 5„/(3,1) = /12,/(3,0)] = 02.5) = 13,/(3,2) = 
12,1(3,1)] = /(2,13) = 29. 由 于 5 = 2 - 3,13 = 2 _ 3,29 = 2 一 3, 可 知 当 x = 3,y = 0,1,28#, 
有 /3,y) = 2 -3.@ йу = 人 时 ,@@ 式 成 立 ,那么 当 y = k+ 1 时,f(3, В 1) = /[2,1(3, 
k)] = f(2,2 _ 3) = 2(243 -3) + 3 = 2000 _ 3. 由 归纳 原理 知 ,@ 式 也 普遍 成 立 . 

地 后 由 条 件 (2)(3) 和 加 ,得 /(4,0) = /(3,D = 22 -3,/(4,1) = /3,14,0)] = (3,7—3) = 


2” зно 表示 “, 其 中 有 3 层 2 的 宕 , 则 /04.0) 2% _ 3,/(4,1) = 2® _ 3,1(4,2) = /(3, 
4.D] = 13,2% -3] = 2” -3 = 29 3, 假设 /4,k) = 2” зз ML (4, k + 1) = Лз, 
/%Ю] = 3,2“! -з] = 2” -з = 2059 3, 由 归纳 原理 , 知 对 任意 正 整数 有 /4,y) = 29°” -3 


ЖК /(4,1981) = 20990 -3( 其 中 2 表示 1984 层 2 В). 


从 而 fom (2799) = 256. 


第 四 章 。 多 元 函数 的 条 件 最 ( 极 ) 值 求解 
习题 A 

Т 247 + 3ay +27” = 1 得 20z+ у)? = 1+ лу, Ща + у)? = (х,у) = (x+y)+1, 移 项 得 
2(« + у + (®- у) - [1-/(х,у)] = 0. 视 此 方程 为 关于 + у 的 二 次 方程 ,由 x + y 为 实数 ,得 A = 


Т9 8015/0890] > 0, 解 得 人 <,7) >=- 9 i f(z,y) 的 最 小 值 为 - 9. 


2. Фа(2х+у-:)+5(х-у+:)+ (х +2у-) = 7x+5y -2z, 比 较 两 边 的 系数 ,可 得 a =1, 
4 = 2,e = 3. 分 别 用 1.2.3 乘 已 知 三 个 条 件 ,得 -1< 2x + y- z < 8,4 < 2(х-у+з:) < 18, 
-9 < 3(5+2у- z) «21,09,18 - 6 < 7х + 5у-2: < 47, -6=<f(xz,y,z) <47, f(x, 
ух) 的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 为 47 和 - 6. 

З. 将 15x +y1+15z -71= 20 两 边 平方 ,化 简 得 25x#* + у + 12547 — у7 | = 200. 若 1541 >{у!, 
则 得 50x*? = 200,х =+ 上 2, 171< 10; 车 15x 1<1y1, 则 得 2y* = 200,у = + 10,15x1< 10, 1x1< 
2. 故 所 给 方程 图 象 为 矩形 ABCD ,其 中 4(2, - 10), B(2,10), C(- 2,10), D(— 2, - 10). 


由 对 称 性 , 仅 需 在 АВ ‚ВС 边 考虑 ,并 易 见 ,在 AB E,Q = а – sy + y =4-2у+у,3<0< 
124, 在 BC 上 ,84 < Q < 124, 故 Qu = 124,0» = 3. 


4 将 表达 式 平方 ,得 中 = КУУР + 学 2( 关 + 六 + 乙 ). 由 算术 平均 与 几何 平均 不 等 式 ， 


有) 和 арў. „205 оиз + 
Ze гуа 2А St эз? + у +) = 3,005 2/3, 0х = y у=: - н.ж 


学 
гуаг = 1.8.5 = УЗ, S ИМА. 
5. 如 果 同时 将 a 与 d 互 换 ,5 与 c 互 换 , 则 题 设 条 件 与 结论 都 没有 变化 .因此 ,不 妨 设 e + b > 


Т(а+ьже+ Ф) 
А b с є 1 1 2 
на р = гү “сүа” — (+9614 - 


1 b 1 с +b c+d 1 1 
二 -她 -证 ?全 > 区 区 эа 
另 一 方面 , 当 a 56106 =/2-1,с = 2,4 = ОВ 6 + 二 < = 2 - 二. 故 所 求 最 小 
值 为 5 - +. 


b+ 


204+ а+ 


习题 B 
L. 显然 , 当 0 < а < 1 时 ,所 求 的 最 大 值 为 各 . 当 a > 1 时 ,对 于 任意 s,t € N, 都 有 
аба" -1)(а”'-1) >0, 从 而 有 at+w < a + а". 
利用 上 述 不 等 式 ,可 以 得 到 om + oa +з аб < (r-l)a + а? Ф 


ЯВ а + an = а", а" (a - 1) = 1, 易 解 得 m = 06, (2 


a + a" < а", m > 10.02) В}, 


ака > a", m < мым. 
利用 О 式 递 推 ,可 得 
at, r < (k +1) - 0,027), 


(r- Da + ee <Í ® 
k. r > (6+0) - (27 1)- 


н ФЯ Ж, BB ан + ат +…+ a < mala. ка|. 显然 ,@ 式 右 端的 括号 中 的 两 个 值 
都 是 可 以 取得 的 ,所 以 ,所 求 的 最 大 值 为 


ka, a < Ю.Е > 2 B$; 
a aM k= 1 а> ji 可 中 > 281. 


пах даа = Í 


зае ЕМА li SFAao 


НАТА уно 


2. 我 们 考虑 , 当 S 最 大 取 什 么 值 时 ,可 以 同时 满足 三 个 不 等 式 x > 5,0 y+ 1 > 5,0 


25,0 并 且 其 中 至 少 有 一 个 取 等 号 


由 于 z = у = 1 时 ,$ = 1, 因 此 可 没 S > 0, 由 加 得 7 < 二, 由 四 得 上 < 二 ,由 @ 得 S< 工 + 

у УШ S є 2, 亦 即 $ < 65. 
一 方面 ,x = VI,y = 2.5 = 0. 

Ш, S 可 能 的 最 大 值 是 /2, 并 且 当 х = /2,у = 2 时 ,S 取 到 最 大 值 . 

3.  љ = у = 1 + mr + x+ + °° + m(1 < k < n), M| x, = ⁄ 一 ул. 由 已 知 
Гараа 5, а < 5, 于 是 得 1- S< tk = ,2,00 1). Ф 

ШЕЖЕ S ТА y, > 0(& = оис нерее 个 不 等 式 相 乘 ,从 而 
得 到 (1 - 5)” < 党, 注意 到 у, = 1,у, = 2, 因 此 (1 - S)" < 去, 即 S>1- 2 


另 一 方面 , 荐 取 2 = 1 - S = 277 (6 = 1,2, п), Щй у, = 1,у = 2, = 


зу, 2005 21-250 = уа 20 29 Е = 1,2,5, л) АНИЯ, Ча = 
7-2% (k = 1,2,5, п) 时 ,5 可 取 到 最 小 值 2-2, 
4.(1) 所 给 函数 式 可 化 为 /(x) = + ВОЕННА КАВ а +1»22,Шз5 +2 + 


> 


А-а 


ізо Tri 可 


£ 1 二 (kt- D， 


15/0) < 二 (t+2). 所 以 , 当 不 > no assaka <1, 


那么 人 -1 < 0, 从 而 ,有 0> ЕЕ „Кк D, >) 10642), BID < 1 时 ,f(x) 


的 最 大 值 ,最 小 值 是 二 (t+ 2). 
(2) а) 中 的 实数 k, 能 使 对 每 三 个 实数 a,5,c, 都 存在 一 个 三 角形 ,具有 边 长 Ла),уь) 和 
Хе) НОЧ (x) 中 的 实数 能 使 2winf(x) > тах/(х).ШЖ& > 1, 那 么 上 式 等 价 于 2 > тоа 


ЕЕ (k + 2) > 1, 即 -二 < k < 1 所 求 的 所 有 实数 为 


-二 <k<4 


第 五 章 ”无 理 函 数 最 ( 极 ) 值 的 求解 


习题 A 

l. f(x) = V (ç = D: + (0-17 + V (x = 5 + [0 - (— 3] , tatu f( z) Ж z Е 
(x,0) 到 两 定点 4(1,1) ,8(5, - 3) 的 距离 之 和 , 作 图 (图 略 ) ЯТ, Е AB 与 z 轴 的 交点 已 就 是 使 Fz) 的 
值 最 小 的 点 ,所 以 1 AB 1= 472 就 是 (x) 的 最 小 值 . 

2. 将 函数 式 化 为 /xz) = V(x+1) +9 + V(z- 1 +9 > 3+3 = б, z +2х+10+ 


Е ЕРЕ n" 4x 
а = 一 一 一 一 一 = е: Ж 
Мек = Wo ятни у = Дх), Ш 


Ма +2 +10- Vitro Д0 @ iñ QO + 482 +22 +10 = (z) + (5 @ 


2з Тїк 1б е) - 5 Q НО? QL = Qy g) > 0. 于 是 (xz) > 


40 或 f(x) < 0( 会 去 ), 所 以 f(x) > 2V10, 即 当 x = 0 时 ,f(x) 的 最 小 值 为 2V10. 
3. 由 f(x) = V(x+3) + (1-0) + (ах - 3) + (1 – 0), Ф P(x,1),F,(3,0), Fi(- 3, 
0), 此 三 点 构成 三 角形 , 则 f(x) =! PF, 1+1 PF, 1>1 ЕРЕ 1= 6. ХФ b = 1, ШЖ 
(х +3) + (b - 0) + V (x< - 3) + (b — п)? = f(x), 此 方程 表示 动 点 (x,6) 到 两 定点 Е| (3,0), 


Е,(- 3,0) 的 距离 之 和 为 Kx)(>1 F, F, 1) 的 点 的 轨迹 , 即 表示 一 个 椭圆 ， X28325 + 
4 


„^2 二 1 代 人 得 4 И _ РОТА (a) -4 з 
го): 1 将 4 = 1 代 人 得 RC оса = Йй = Хара 0] бусы] > 0. Faz 
4 

f(x) >40(@ Ж: f (x) < 36), 故 当 x = 0 时 ,fx)ai = 2 /10. 


ал) = J 4(z - 3-1 Е - (З) на? - 122 +В >0Н4+34- Z > 0,4í 


а 2 Ф037 Q 6 +TM: € [0,1], 且 f(x) = zü) = Уй +/6-й = 
V24 э + у6 МТС 4 由 (5- 3) ЯП f(z) 的 最 大 值 为 /30, 最 小 值 为 /6. 
5. 由 于 函数 的 定义 域 为 [ 卫 , 卫 ], 则 可 令 s = (© - Ру + Р, € [0.1], R. (z) = g(t) = 


Мт - Ри + AMWna_EII- 于 是 由 (5 - з) Ал) 的 最 大 值 为 


AM (m п) СА - 下), 最 小 信 为 minfM тС - 2) у па Pl. 
6 也 可 按 第 5 题 求 .这 里 另 解 如 下 : 令 Vi+ = wV3- 25 = э, 882 + Q (u 0 
* > 0) ,其 图 旬 是 实 贺 与 + © = 1 在 第 一 象限 的 部 分 . 原 问题 变 为 求 Kx) = u о НВ о = 


371 


АФФА Эно 


ге га Эро 


m. 


л 


а= 


= u +f(x) 上 的 点 在 uO 平面 的 第 一 象限 内 时 ,其 截 距 f(x) 的 取 值 范围 . 

作 疼 (图 略 ) ,由 直线 与 酉 图 部 分 有 公共 点 ,得 到 当 且 仅 当 直 线 " = - u + f(x) 过 点 AG3.0) 时 ， 
省 最 小 截 距 /3, 即 xz) 的 最 小 值 为 /3; 当 且 仪 当 直 线 = - и + f(x) 与 柄 贺 部 分 相 切 时 ,其 截 距 最 大 ， 
即 A(x) 的 最 大 值 为 3. 故 /(x) 的 值 域 为 M3,3] . 


习题 B 

1. /(x) = т, - 25+ т-3 = V 200 +12х-14. 

Ж Гау #-2ж my = Уа DC + (8537 = 1(y 20). 

ЕРА СН), Г, 是 斜率 为 -2 的 直线 系 ,TT 为 中 心 在 (3,0) ,长 轴 平 行 于 y 轴 的 椭圆 在 x* 轴 的 上 方 
部 分 .由 图 , 过 点 4(3 -V2,0),m 的 最 小 值 为 9 - 2/2, Г, 与 Г, 在 第 一 象限 内 相 切 时 ,m 最 大 .由 
-2х+т-3 = V 207 + 125 - 14 4] 48, BIL б? — 4mx + m° — бт + 23 = 0 有 等 根 , 则 A = 0, 即 
т - 18m + 69 = 0, 求 得 m = 9 + 2V3( 舍 去 负 值 ). 故 f(x) 的 值 域 为 [9 - 2/2,9 + 2/3]. 


2. 由 fx) = (х - Ly (0-УЗУ - J (x У а (0-V2, 可 设 点 4(x- L /Зу,В(х - L, 
= = 


х 
V2), 作 图 (图 略 ) . 设 0 为 坐标 系 原点 , 则 1 ОА 1-1 OB 1<1 АВ 1. 显 然 , 当 x* = 1 时 ,4(0V3),B(0， 
У2),0(0,0) 三 点 共 线 时 , | AB 1 = /3 -V2, 故 f(x) 的 最 大 值 为 /3 - /2. 


элн) = С - 3 + (zx 27 СТ - -Е) + (x 一 0 Ф РЕЛ, а), MG, 


2),W( 二 ,0), 则 Kx) = РИТЕ PN I. 


网 PC, НАИ у = 2 上任- 点 ,而 点 М (3,2) 在 此 抛物 线 内 部 ,点 N( 二,0) 恰 为 上 经 


抛物 线 的 ,又 抛物 线 的 准 线 为 1:x = — ; , 作 图 (图 略 ) .由 抛物 线 定义 ,有 1 PN | = | PQ 1, 其 中 
ГРО | 是 点 ПНЕ Г 9EEBS, ВТ у(х) = 1 PM 1+1 PN 1=1 PM1+1 P01>1 M0 1, 其 中 0 为 
Мо» 1 的 垂 吓 . 设 МО, ЗЕЙ у? = 2x 于 点 P, 则 WC 57.2), 02,2), #38, ЧАЧ P 为 (2， 
2) 时 , 即 x = 2,/(z) 有 最小 值 1 MQ 1, 而 1 MQ, 1 = 子 , 故 Lx) МН. 


а Шана = абаа) (an> (+n X а} жары жэй = (a+ 


5) — хх є (а + az), MJ 


саза) Киш КИ < ө + n JU 65935 B ОЧ а, = ЛЕ ЛОЙ эл 
中 一 个 为 0 时 成 立 . 


мя ж, + xa) М ж + хы + йш < ж + җы, Н i= 2,3,-=,п,Н з = m. 


将 上 述 半 个 不 等 式 两 边 相 加 , 则 有 Саа ох) 满足 /3 < (x4, 如 ,… ,和 %) < 2, 其 中 左边 等 
号 当 目 仅 当 x = x = … = x, = 十 时 取 到 ,右边 等 号 当 且 仅 当 2 2 中 一 个 为 1, 其余 全 为 
0 时 取 到 , 故 f(a ,za,…,x ) 的 最 大 值 为 2, 最 小 值 为 /3. 

5. RL (z) = /TIS Tor = V @/Зоовк -2/3) + Wsinx — 0) =1 AM 1, 


(x) = V 4 — 2 /3sinz = V (3cosx — 0): + (/3sinx — 1° = | CM 1, 


f(x) = М7 -&{Зыпх = У (3cosx — 0)? + W3sinx — 2° = 1 BM 1, 


(з) = V 10 азаа С бовых = V (3eosz — /3)# + Зыя — 2): = | DM 1, 
其 中 M(3cosa W3sinz),4(2V3,0),B(0,2),C(0,1) ,DG3,2)， 

点 析 是 以 原点 为 圆心 /3 为 半径 的 贺 + у = 3 上 的 点 ,直线 AB 的 方程 为 /3x + 37 -6 = 0, 
直线 CD 的 方程 为 /3x - Зу + 3 = 0. 由 点 到 直线 的 距离 公式 知 ,0 点 到 直线 4B 的 距离 为 /3, 知 AB 与 


инш. м, 02,2). м, 在 直线 CD 上 上, 因 1 4M 1+1 Вит АМ, 1+1 BM 1=148 1= 
4, CM L+ DM |> | CM, 1+1 DM, ! = | Ср1= 2. f(x) #E М, ЖАН] x = 2k + + (k € Z) 8) JR 
最 小 值 AB 1+1 CD |= 6. 

s MQ. Ty. My+ Ty = 2 = (2, 则 可 以 AC = /2 9 ft OO, B АВ = 
As+ 王 ,BC [у +. = L,DA = 1, 则 f(x,y) = AB + BC = АВ, CD + ВС. DA = AC + 
BD = /2Вр. 

当 # = 一 十 时 ,4B = 0, 此 时 y = +M ВС = УЗАЙ BD = 1. 

当 x = 二 时 ,4B = 1 = CD, 此 时 ,y = +J AB = BC = 1, 从 而 BD = 02. 


即 知 1 < B <VI. 故 1.V2 < f(z) < /2 -/2 = 2, 即 所 求 值 域 为 /2,2]. 
7. 由 好 -x+1l>0( 因 A< 0), 且 平方 后 出 现 x* 项 , 则 不 能 用 两 点 间距 离 公式 , 
X 2x' -182 + 12х + 68 = 202° – 5) +2(x + 3), 


则 f(x) „г - z+ 1)+ (1-50 + (x +3): = /2(! PQ 1+1 PM I). 


Ре \х!-х+11 
设 Р(х?) 是 抛物 线 y = Е— ЛЕВИ у = x -1 的 距离 为 1 P01- =; = 


Уре Ооё -e+ D, 点 P 到 点 M(- 3,5) 的 距 商 为 PM 1 = V (z + 3) СА 577, 


当 | PQ 1+1 РМ 1 的 值 最 小 时 ,M、P、O 三 点 共 线 ,此 直线 就 是 过 点 М 且 季 直 于 直线 y = x- 1 的 


1-3-5-11 9 
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直线 . 即 1 PQ 1+1 PM | 的 最 小 值 就 是 点 М 到 直线 y = x – 1 的 距离 


лао ESE TR ЭРО 


аьа Эрдно 


Р,(- 2,4) Ж Р,(1,1), х =-2 或 x = 1 时 ,所 求 函 数 取 最 小 值 为 /2. 


ВО Дл, у) = (z- у) + (-x-1- 二 ,可 将 此 式 看 作 直线 y = - x- 1 上 前 点 (z, - z = D 
ЖИ зу = 1 上 的 点 (7, 十 ) 间 的 距离 的 平方 . 作 图 旬 可 知 4(1,1),8(- 1,1),C(- 2,219.09 
此 ,所 六 最 小 值 为 1 BC = 602 -学 = (学 > = 十, 即 所 求 最 小 什 为 二 . 


注 80,5) = (z- ?+ [(х +1) -~ 十) 也 可 求 得 最 小 值 为 上 


第 六 章 ”函数 不 动 点 及 应 用 


习题 A 
Т.К f(x) = ar + Ма 1), ЙН a(x - ү?—) + рр. = 16x + 15, 即 有 
@ = 16, a=2 ya =-2, 
(аа-а) А 20 = 104, 2-3. 
1-а 7 


因此 ,所 求 一 次 函数 为 Kx) = 2x + 1 或 Kx) =- 2x +3. 

2. 由 已 知人 Kx*) = x 没有 实 根 , 因 此 , а > 0 时 , 对 所 有 实数 x 都 有 F(x) > x, 于 是 ,有 
ХК) > Кк) > х.Ж а > 0 时 ,方程 FF(xz)) = x 没有 实 根 . 

FJ, 4 a < 0 时 ,可 得 几 x) < x, 从 而 有 FL/(z)) < Kx) < х,а < 0 时 ,方程 FF(x)) = x 
也 没有 实 根 . 

由 已 知 ,A(x) 是 二 次 三 项 式 , 即 а ы 0, 故 命题 获 证 . 

3, 由 条 件 (4) 得 2) = f(U) . f(2), 从 而 有 /1) = 1. 设 当 n < 大 时 ,都 有 An) = m .现在 证 明 
ЖЕ+1) = Ё+1. 

ШЖ k +1=2)(}Є №, АТ j < 人, 从 而 得 KE+D) = Мј) = fQ) ' f) = 2j = k+ 1, 
ШЖ k+ 1 = 2j+1G € N) АІ <ј < 4, 从 而 得 2 = f(2j) < 02 + 1) < f(2j+2) = 2j +2. 
又 由 条 件 (2) 得 FL27+ 1) = 2j + 1. 

由 数学 归纳 法 原理 知 ,对 一 切 非 零 自然 数 a, 都 有 Ха) = п. 

аа) = Уз >р +2 2 1, НИВ /(z) 的 不 动 点 ,x 必 大 于 0. 如 果 P < 0, 则 
Ма p+2⁄8 l> р> x, 在 这 种 情况 下 原 方程 无 解 . 故 可 设 p > 0, 由 原 方程 有 
2V -1=x-V xe-p, 平 方 后 整理 ,得 2x? + p-4=-2x / -9. 再 平方 ,整理 得 8(2 р)? = 
(p - 4). {р = 2 时 ,此 方程 无 解 , 当 p = 4 时 ,z = 0 不 是 原 方程 的 解 ,从 而 得 2 р > 0, 即 在 0 < 


已 <2 时 ,可 能 有 解 x = 7 САНО ва 13р -41= 4 - 3р, 83р -4 < 0， 


4 ы я SR 
故 只 有 当 0 < p < з 时 , 原 方程 有 实 根 ,或 有 不 动 点 , 实 根 为 = TD 


习题 B 

1. 先 设 х 是 实 变量 , 易 知 当 х > ОВ] ‚р, (x) 是 单调 递增 函数 , 今 用 数学 归纳 法 证 明 : 当 | x | > 2 
В, р, (х) > 1x 1 对 任意 自然 数 都 成 立 .显然 , 当 n = 1 时 ,p(x) =lz |= а5-1х1-2>- 
21x1=1x1(lzx1-2) > 0, 即 结论 成 立 . 设 对 于 小 于 п 的 所 有 自然 数 结论 亦 成 立 , 即 | x | > 2 推 
得 P(x) >1x1,k = 1,2,…,n 一 1, 则 对 自然 数 n, 由 p. (z) > 1 z 1 及 p, (x) 的 单调 递增 性 可 知 
р (ра10)) > p (lz 1) = р(х), Вр, (х) > р(х) >1х1(?{1х!> 28). 

不 等 式 p,(x) >1x1( 当 1x1>2 时 ) 说 明 方程 p(x) = x 当 1x 1> 2 时 无 实 根 .换言之 ,方程 
所 有 实 根 都 满足 | x | < 2. 故 可 将 它 的 实 根 表 为 x = 2cost, 只 须 求 出 相应 的 4 值 即 可 .对 x = 2cost， 
则 pi(x) = x° - 2 = 4сов 1 — 2 = 2cos24. 设 p(x) = 2со2"' 1, р„(х) = 4сов г — 2 = 2cos24. 设 
Dai (z) = 2cos2 4, 则 р, (х) = 4eog2 4 — 2 = 2cos2"4. 因 此 ,对 一 切 自然 数 п 都 成 立 p, (а) = 


2eo2"4. 于 是 ， 原 方程 变 为 2co2' = 2cost, 即 sin (200. ж) =- 0, 解 得 其 根 为 a, = 


有 全 aa = 站- 由 此 可 知 原 方 程 的 根 为 < = 2cos -2km_(k = 0,1,2,…,2 1) Да уа = 
+1 2.1 


2cos 221901 = б,1,2,--,2°<'),4 2 +14. 
2 +1 


现在 ,我 们 来 证 明 在 上 述 2 - 2°"! + 工 个 根 中 , 除 = k = 0 所 对 应 的 两 个 根 相 等 外 ,没有 其 他 相 
同 的 ,这 样 , 根 的 个 数 一 共 是 2" 个 .在 这 两 组 根 中 , 同 组 内 没有 相同 的 角 是 容易 知道 的 , 现 证 在 不 同 的 


组 内 也 没有 相同 的 角 , 反 证 法 证 ,假设 je = 2л, 2 + D = 12" - 2.1 = (Q - 


П + 2, 故 2” + 1 812" - 1 的 公 因 数 都 是 2 的 因数 ,但 2" + 1 和 2 - 1 又 都 是 奇数 ,因此 它们 的 公 因 数 
只 能 是 1, 也 即 它们 是 互 素 的 .这 样 一 来 ,k 为 2" - 1 的 信 数 ,这 是 不 可 能 , 因 < 2" - 1, 所 以 除 = 
! = 0 外 不 可 能 使 上 面 等 式 成 立 . 

2. 先 证 下 面 的 命题 :对 于 任意 自然 数 上 ,只 要 л > А Уп) > k. k = 1 时 ,显然 ,由 于 1 是 
J(n) 的 值 域 中 最 小 数 ,所 以 此 命题 成 立 .假设 这 件 事 对 于 某 自然 数 大 成 立 , 当 m >Ё+1 ,п-1> 
К.Ш, Кп - 1) >, Ип - 1)] > ,由 已 知 条 件 f(n) > f[/(n -1)] 得 fn) > 大 ,从 而 
Ж п) > k +1. 这 样 便 证 明了 n>> k + 1 时 ,此 命题 成 立 -所 以 不 等 式 f(n) > 大 对 于 任意 自然 数 
k 和 任何 不 小 于 上 的 自然 数 = 成立, 到 丰 = mn, 则 有 An) > n. л = ЖЮ, /[ /(k)] Хк). 
J(k+1) > LE)], 故 由 此 可 得 CE+1D > ЖК ®) ,这 说 明 f( k) 是 严格 递增 的 ,由 于 对 任意 n,f(n + 
1) > Луп), СА) 严格 递增 , 故 m+1 > (л), Ва > Хп), ЕЛЕ f(n) > п, /(л) = n. 

3. 若 存在 满足 条 件 的 函数 f(x) ,我 们 令 g(x) = /L(x)] = а - 1996, а,Ь Жх = а? — 19% 
的 两 个 实 根 , 则 a,b 是 函数 g(x) 的 不 动 点 . 

Ë f(a) = P, 则 Lp)] = f /((a))] = Ка) = p. Aü p tB а(х) 的 不 动 点 ,PE (а, Б}. 8] 
Ж /(Ь) € 1а, 6}. 

令 h(x) = g[g(z)] = (ә — 1996)° — 1996. 因 h(x) = х, (а? — 1996)? — 1996 = sx ,等 价 于 
(а? —-х — 196)(x* + x - 1995) = 0, 所 以 ,h(x) 有 四 个 不 动 点 a,b,c,d. 又 由 h[g(e)] = 


йз ЖЕ ДУ 5E-T-3k SEE: [8 Эно 


Я 
Ж 
Ж 
Н 
中 
үч 
Ж 
Ë] 
是 


g(g(g(c))) = g[h(c)] = в(с) Я (с) 是 h(x) 的 不 动 点 ,由 于 g(c) = 2 - 196,X 2 + ce- 
1995 = 0, 因 此 ,g(c) =-c-1. 最 然 g(c) zz a,g(c) 5 Б, (с) zc 所 以 g(c) = d. 同 理 g(d) = 
с. /(е) = г, Ас) = [Lh(e)] = fe), 因 此 ,r 也 是 h(x) 的 不 动 点 . 

车 rE€ la,bl, 则 d= g(c) = (fte)) = f(r) € la, 引 ,矛盾 . 若 r = с, g(c) = /(/(с)) = 
Ж) = f(c) = r = c, 矛 盾 . 若 r = d, 则 d = (с) = /(/(с)) = f(r) = /(4),4 = Ка) = 
Jf(f(d)) = в(4) ,矛盾 . 综 上 所 述 ,满足 条 件 的 函数 а) 不 存在 . 

4. 在 条 件 (1) 中 , 令 * = у, f((z + f(x) + эў(х)) = x + f(z) + f(x). Ф 

Mj x + f(x) + f(x) 是 /的 一 个 不 动 点 (即使 得 /(z) = z 成 立 的 z). 

ША = z+ f(z) + x/(x), 在 中 式 中 , 令 x = 4, 得 

КИШ = 4 

ЛА + А) + A/(A)) = А + /(А) + АА) 

所 以 , + 2А 也 是 / 的 一 个 不 动 点 . 

# A € (-1,0),ШЯГ ° +2А = (A+ 12 - ТЄ (- 1.0), B À +24 > A, 


从 而 ,(- 1,0) 中 有 两 个 不 动 点 ,与 必 2) 在 (- 1,0) урен. 


f(A +24) = 42+24. 


# A € (0, +), 4° +24 € (0, + ),А4° + 24 Аж 00) 在 (0, + o) 上 严格 递增 
жж. 
所 以 ,4 = 0,8 x + /(х) = xf(x) = 0, 解 得 f(x) = 一， 


1 + 天 
1 


下 面 验证 /x) = - 二 确实 符合 条 件 . 显 然 , 帮 z) = - l 在 $ hu. 


对 任意 的 =*,yE 5,17 /(х + бу) + xy)) = fa + = ，x) 


ї+у*Ї+у 
жеу 
= Л) = 一 十 Q YE. y f). уа) = ув ==. a 
1+у 1. 821 l+ 下 
*7 


从 而 ,条 件 (1) 成 立 . 
因此 ,所 求 的 所 有 的 西数 为 Kx) = - — 


l+ 


第 七 章 ”广义 凸 函数 及 简单 应 用 
习题 A 


1. ЖЕРЙ f(x) = тх, € (0, + ә), (т жх\)(т + z) > (т + V у 


ж + э 2./ 5 АШТ - 12) 式 ,有 人 [(m+ z) > (m + 


2. 考 说 函数 f(x) = L + ‚МР ауа € (0, + е), (у =й, + >» 
тм 


a Еп, 3 НС 
т + + Өй + ДО] > 2958 + си. шт - 15) Ж у! + 


га 

111 жаб + 88 п 1а во +0" a (nt + 1)" 

"Т = š ЫА” ЖУР. +s 5 А. Сүт < ск)" > 1)" 
звай а) = 二 -1, 对 于 am € (0, + =) На + С ЮС - D > 

С ева [| d. К ТИТИ 
2 š 

习题 B 


1. 用 数学 归纳 法 证 明 1 + | > 0 的 情形 (+ = 0 可 类 似 证 明 ). 当 п = 2 时 ,由 题 设 知 Pr (a) 
у) орох + ро) | 成 立 ,假设 n = 大 时 ,结论 成 立 . 当 m = В+ 1 时 ,由 函数 y = w(x € 
R'), a > 0 时 为 增 函数 , 当 a < 0 时 为 减 函数 的 性 质 及 归纳 假设 , 令 9 = ps + разу = т + 


у ө 
ты ,щ р, жю +? + pa +q = Ур = 1,уЄ A, 于 是 
£f 
ы | П 
Ж(})ра0*1 = Ора + pa + + panka + ду)” 1 
£f 


< Цео ло) = ло) 0 = +P нау) 


< H, С) Ц Са) at Саа) = Lr (x). 
综 上 ,归纳 原理 ,命题 获 证 . 
2. 可 按 例 4 的 方法 证 ,也 可 由 平均 值 不 等 式 ,有 > (x+ 点 + a)" жолра ++. 


再 利用 例 7 的 方法 或 结论 , 即 得 六 (和 + + a)" >а)" +) +аГ. 


第 八 章 ”函数 方程 的 求解 
习题 A 

1. 在 已 知 条 件 式 中 , 令 m = 0 得 2f(n) = /(3л),пЄ Z` . n = m=0 时 ,有 f(0) = 0. 又 在 已 
知 条 件 式 中 令 п = m, 得 到 _f(2n) + /(0) = /(3л),Ё /(2п) = f(3n). 于 是 ,一 方面 对 任意 mE€ Z° , 
有 Jf(4m) = f(6m) = fA(9m). 而 另 一 方面 ,在 已 知 条 件 式 中 , 取 n = 3m, 得 到 f(4m) + /(2т) = 


Хот) ,因此 ,对 任意 т € 77 ,都 有 /(2m) = 0. 于 是 ,对 任意 nE Z ,都 有 f(n) = + fGn) = 


去 72m) = 0, (n) = 0. 这 说 明 所 求 (n) ЯМ п) = 0 时 才 满足 原 条 件 式 - 
2. 在 已 知 条 件 中 令 = = y = 1,21) = СОР, = 0Ж (1) = 1. O) = 0, 则 


аон ЗН ЭсинО. 


ОКНА Орус 


在 已 知 条 件 式 中 令 y = 1,889 (а) = 0.8 О) = 1, 则 令 y =-1,#}/Д(х) + x = (z + 1) + (а), 


1, 当 x “0 时 ， 
ML) - 11 = 0 因此 ,对 任意 = 地 0, 都 及 z) = 1, Да) = {1 матов 其 中 А 


验证 ,它们 满足 题 中 条 件 - 


2 
зш (r). Z ёр И. 


Р 一 1 1 = 
x +2x+1 ly. = (®®!у _1+#-» _ 
x х х х х 5 х 


Е = 


(rry (ty. дда) = 之 -x+ 
4. 在 条 件 (2) 中 , 令 n = Дт + 1) + Дт 1) =0.(*) 又 用 m+2 代 上 式 中 的 m, 有 
/\т +3) +f(m + 1) = 0. 此 两 式 相 减 , 得 /{m +3) = f(m - 1), 青 用 m+1 代 这 个 式 中 的 m, 有 
m+ 和 = Хт), f(n) 是 周期 函数 , 且 4 为 其 一 个 周期 .又 由 (* ) 式 , 令 m = 1, 有 2) = - 1, 又 
ДО) = 0, 在 (* ) 式 中 令 m = 2,48 /(3) = 0, 故 
0, 当 n 为 奇数 ; 
fO) = h: n = 4k,k € Z, 
- 1,” n = 4k +2,k € Z. 
5. уа Ја) 0) = 22 + /1/(- /(х)) - х], ВИ f(0) -2x = /LA(- f(x)) - x] 对 所 有 
x 成 立 , 从 而 ,对 任意 实数 УСО) - 2x = y, 存 在 实数 >, 使 得 y = 用 z), 即 函数 /是 满 射 .因此 ,存在 实 
аа) = 0. 设 x = a, 则 原 卫 数 方程 化 为 /(y) = 2а +/[f(9) -al,Bf/y)- a = Дуу) -а] +a. 
由 于 了 是 满 射 ,对 于 每 个 实数 x, 存在 -个 实数 y, 使 得 x = Жу) - a, 所 以 ,x = f(x) +а, f(x) = 
+ — a 对 所 有 实数 x 成 立 .经 验证 а 为 任意 实数 ,Kx) = x - a 均 满足 原 函 数 方程 . 


习题 B 
上 .在原 条 件 式 中 令 y = 1, 得 fx) = f(z) Д) Да) КЄ ©), а +1) = (х) + 
1 .从 而 ,对 所 有 z € Q,n Є 2,4 f(x + n) = f(x) + na. 因此 ,7n) = (1) + n-1=n+1, 其 实 ,在 


原 条 件 式 中 取 а = Tay = na Є 2.8 а) = АСП) Да) -/+л)+1,АШ2= 
Жов 0) С) as WC) = ПЕТ а = piy = 二 ,PE Z, € МАНЬ: 


я) = в) JC) ржу) +148 РЭ = (р СТ р-ро вя 


Ж 
ТГ f(x) = x + 1 满足 题 设 所 有 条 件 . 
2. 设 / 满 足 已 知 条 件 . 当 x > 2 时 ,有 f(x) = ft(x -2) +2] = fl(z -2) - /(2)] - (2) = 0, 所 
ИЛ) =0 若 0<s<2 设 y>2-z, 于 是 x+y>2xz+y) = 0,/Ly/(z)] Hz) = Ду+х) = 


f(x + у) = 0. 又 由 已 知 Kz) 0,40 < z < 2 时 ,因此 ,f(x)) = 0.0) > 2, > 站 -这 就 
是 说 ,由 у > 2 - *, 可 得 y > 7 ,但 由 上 述 推理 过 程 的 可 逆 性 , 知 由 y > ДЕ) 也 可 得 > 2 - x, 


因此 ,有 2- x = 75 Ga) = у (0 < x < 2 时 ), 故 满足 条 件 的 函数 为 


3. 不 存在 .事实 上 ,如 果 存在 f:R 一 及 满足 所 有 条 件 ,那么 由 条 件 (a) ,存在 二 的 整数 倍 ,使 得 


Да) < СЕВА ЄВ, B б) > c = + ЖЖ» € ВШ. 


由 条 件 (o) 和 (b) 可 知 ,K2) = A1+ 二 ) = /D+ CT) = 2, 因 此 。> 2,e - + > 0 由 。 


和 x 的 定义 及 条 件 (c) 可 知 e > ао + 二) = а) 1/71 е + LA 二 了 , 即 [二 < 权 ， 
ЯНВ УС) > 十. 再 由 <。 和 加 的 定义 及 条 件 (9), 得 c > Л ж d) = Л) + С) > 


БҮСЕР ОЕР ПРАГЕ Е Де РАЧЕ РТ 


2.-у = 1 着 盾 . 故 满足 题 设 条 件 的 函数 了 不 存在 . 


. 令 已 知 条 件 式 为 四 ,在 四 中 令 x = у = 0, 得 到 /0) = 0. 又 在 中 中 令 y = О] (2) = 
х), € R,@ 将 上 式 改 写成 Kx) = 对 ӘР, ER@ 可 见 , 当 x>0 时 ,jz) >0, 
ща < ОМ, х) 0.05 = iala>0 日 Kar) = а/бх),х € Ri, 显然 1E€ 5. ТИЕ: о € 
5, 则 a3 ES. 事实 上 , 若 ae 5, 则 由 加 式 和 3 的 定义 ,有 az. [/(х)Ё = аб?) = Ла?) = 
Ла y] = аа (Ла) АИ Га. а) = аб а) РУСА) 9 
号 ,oa) 与 时 x 广 义 同 号 , 即 与 x 广 义 同 号 ,因此 аЗ Дх) = Aatx),xER@ Ша € s. 

我 们 接着 再 证 若 a,b € 5, 则 a+ b € 5, ЭЕ, a,b € S, 则 利用 (DBX@ 可 得 /[(a+ Ь)х] = 
Лау + (а Э] = баба + 321) 5 1а)? - /(аўа%) + КЫ) + 
[03 «ЗЭР = (akay. l а са в a 63) [/(х%)Ё = (a+ Б) f(z),z ER 
Да+ьЄ 5. 

因为 LE 3, 所 以 1+1 = 2 € 5, 依 此 类 推 ,可 知 任意 自然 数 a € 5. 特 别 地 ,有 1996 € 5, 
/(1996x) = 1996/(х). 

5. 令 已 知 条 件 式 为 D, 则 在 QD 中 取 x = 0.8 f(0)/(/(0) - 1) = - /(0). 

# f(0) z 0, 则 由 上 式 得 了 (x) = - 1, 不 满足 中 , 故 必 有 f(0) = 0. 

在 外 中 取 y = 0,08 (а) 70-10) = - Иа), Вр а) 0) +10) = 0. 

# f(- 1) + 1 0, 则 由 上 式 得 f(x) = 0, 它 满足 .下 面 考虑 剩 下 的 情形 . 


车 /(- 40)+1=0, 则 f(-1) =-1. @@ 
设 对 某 些 a € R, 有 f(a) = 0, 则 在 中 取 x = a,y =- 1а 1) = 0, 有 a = 0, 即 只 有 
a = 0 时 , 才 有 f(a) = 0. @ 


在 四 中 取 * = y = 1,88 /00)/[f0) - 1] = 0. 


жЕ: КЫГЫ Эсин 


шарна манас 


所 以 ,Af(1) - 1) = 0, 从 而 ,KU - 1 = О, /(1) = 1. 
在 四 中 取 * = 1, 得 fy-1) = Лу) - 1. 
ШОО Я /(x)/(f(z)) - fx) = а f(y) — f(x). BD к) уа) = у). 
Е © Ф х =-1.ЁЁ- /(- у) = f(y)， 

在 四 中 取 y = 1,99 /(х)//бх)) = 2. 

所 以 ,Ff(x)) = Жо + Жу) = ХК) у) (ух 9 0), 

AA = СКО) (у) (ух,уЄ В). 

ЖФ Ф x = у з ОСН 0) А9 Л) = а (Vx < O). 

也 以 A(z) = х (Vx € R). 

ШОО р РИН ВСЦ f(x) ОВ R). 

НОФ (уг) = Ky)/(z) (V yaz € B). 

ЖФ@ФИ:+1{К#:4%/(у: + у) = f(7)f(z + D, 

Н @ Яй @ 4% /Суг + у) = f(y)((:) +1) = Ху) а) + f(y) = Хз) + Лу). 


在 上 式 中 令 y 关 0,z = SB +›) = (х) + Ку) (Vy = 0). 


Жї, Кх + у) = fa) + Лу) (Vx € R). ШЕ] 
在 四 中 用 * + 1 代替 *, 并 利用 作 和 四 得 
Sflx) + f(x) + z + 1) = а 251, 


евөөвө 


eee ө 


у) + АО) + (в) +1 а ва + I а) = Z 241, 
Кә 


шл ж/а) = 28 (х зе 0), а + P (z) = 2sf(x) (ух € Б), (х-/(х))# = 0. 


于 是 ,f(x)= x (Vx € R. 
综 上 所 述 ,本 题 的 解 为 (检验 是 显然 的 ): 
f(x) =0 (УхЄ ВЮ) Ж (а) = х (Vz € P). 


Жл ”数列 项 的 求 值 与 通 项 公式 的 求解 
习题 人 
1. Фу, = VP кйш, ув = Бал, = 半生 全, 从 而 ,有 六 ,= (у, +2aY fi y, > 0, 则 cs - 


y = 2a. 故 js| 是 公差 为 24 ЗЯ НИНЫ у. = yo +2an = 2an + Б.а, = =” = 


ал? + bn. 


2. Ша > 0,a,a = 10V a, ,两 边 取 对 数 ,得 jga,wy = 1+ 01а, 265, = а, „Їз = Таж, 


ез е АКНЫ а са е уб а аса = АЙ җы = n + Уа = 
i 


фу"! 


x) = 191-607 22-60) a, = 10 


з. 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 a, = 十 ,n = 2,3,0 事实 上 , 当 a = 2 时 ,由 递 推 公式 及 ao = 1, 
a = 2, 立 即 可 知 a, = 十. 车 n < 时 ,OD 式 成 立 ,其 中 天 宇 2, 则 由 hk+ аа = КЕ Da, - 


(am = MD Щу = реВ а = орат АНЧА = 61 


а а ТҮҮ Т L га 2 + 
时 ,@ 式 成 立 .由 四 可 知 ,a + Z, t Q + +02 = у +4+3+ +51 = 1327 = - 


4 由 于 每 行 数 都 成 等 基数 列 , 且 aa = 二 ,au = 3, ,所 以 第 四 行 数 的 公差 为 志 , 回 时 au = т, 
k = 12.34," n 再 由 每 列 数 成 等 比 数列 , 且 所 有 公 比 相等 ,利用 ax = la = 广 , 可 知 共同 的 公 
比 为 十. 于 是 可 得 aw = С = дум твата у) = Бк )*. 记 8= Уе. 


М5 = е = ја - 06 Ка -s- 5.1, Ch - 


а" = 二 + 去 -去 -起 152, 22. 
习题 B 
еж. 事实 上 ， 记 已 给 的 数列 为 ааа 对 于 n = 12… 令 
а, а, < 10, 
Ë {a 的 末尾 四 位 数 ,a, > 10 . 
显然 ,0 < b, < 10°,Ң b, = 6,1 + Б... (пой), п = 3,4,…@D 考虑 有 序数 列 (6b , bs),(b:， 
b). (bg ,bw), 由 抽 必 原理 可 知 存在 1 < k < m < 10 ,使 得 bh = 如 br = bm: 记 1 = т 
,由 外 和 一 切 b 满足 0 < b, < 10 可 得 6 = Б.п = 1,2,3,… 由 于 1 < 1 < 10 -1, 所 以 存在 
Ніва 0 B b. = bi = 0. 因 为 当 n 二 18 时 ,a, > 10 ,从 而 a1.i 的 末尾 四 位 数 全 为 
0. 
2. IB S, = 2а, -1 可 知 ,a = 2a -1 得 a =1. 又 am = S, - Sa = Qa, -1D-(o- = 1) = 
2 - 20,1, 所 以 m = 2a- .可 见 ,数列 | a,1 是 首 项 为 1, 公 比 为 2 的 等 比 数列 .由 bt = а, + bu 可 


得 如 ак, = +, = ал + bi1 将 这 一 组 等 式 相 加 ,b= S, + b = 2775 
3 =2"… +2, 所 以 数列 15, | 的 前 项 和 3S。= 1+2+…+2 +2n=2 +2n-1. 


第 十 章 ” 数列 一 般 项 性 质问 题 的 求解 
习题 A 
1. 用 数学 归纳 法 易 证 a, > 0,n = 1,2,3,… 对 于 n > 3, 由 递 推 公式 可 得 wa. = аз + 2,a,a ° 


азаа ЖО 


S ua ЗЕН ТЫ ас | 


2 һы + а, а +а, š 
аа =а, +2. ала -аа„› = а - a), B km != a 26 201 = 3,4,…. 依 此 递 推 


可 得 计生 а а X a =3,8 Да = 4a -aa = 2,3, а = a, = 1 用 数 
я 


学 册 纳 法 易 证 对 任何 自然 数 n, а, 都 是 正 整数 . 

2. B 77 13 1007Ж, Ф А + 77 = b, (mod100), HJ В = |b, | k = 1,2,---, 100] 是 模 100 的 完全 剩 
ЖЖ, В = 10,1,2,…,99} .将 6 ,bs，…， Б 按 脚 标 递增 的 烦 序 依次 顺 时 针 方 向 排列 在 圆周 上 ,于 
ЛЕЎ] ау, азза" 中 每 一 项 的 末 两 位 数 都 对 应 贺 周 上 的 一 个 数 .因数 列 中 每 相 邻 两 项 或 差 77, 或 差 
54,2 x 77 = (mod100), 故 数列 中 每 相仿 两 项 在 圆周 上 所 对 应 的 数 或 相 邻 ,或 只 间隔 一 个 数 ， 即 圆周 上 
每 酚 个 相 邻 的 数 中 都 至 少 有 一 个 是 数列 中 某 -- 项 的 未 两 位 数 ,既然 bm = 00 5j b, = 77 在 圆周 上 相 
名 , 故 在 所 说 数列 中 必 有 某 项 的 末 两 位 或 均 为 0 或 均 为 7. 

3. 问题 即 证 明 存 在 两 个 自然 数 uv, 使 得 x，= 下 


юп u П пи + па 
一 = 一 此 Мо = 到 十 me 
Bra usa tus au < e), r и- п Ф 


№ mu + па Е а> п.Фр= u — n.W рем КА O 63809 
ое пъ "ЁЛ 4) аи. ЧЕ ЯТ р (л + а) 的 因子 .由 < v I 


"пур е па tnt 0) дар рс ata на), Цр 
p< /n(n + а). 

因此 , 当 p 是 n(n+ a) 的 因子 旦 p 不 大 于 VRCRT аў 时 ,满足 条 件 的 uv 存在 .因为 p = 1 总 满 
足下 述 条 件 , 故 z, 总 可 表示 为 其 他 两 项 的 乘积 . 

I = 0,0 = 12, = 80, -mw 得 = 8, — v1(mod15) . 据 此 可 以 得 到 下 表 ; 
| Е Е 


s, t|] m e ж | | vo 


г 
> 
° 
оо 
° 
ww 
© 
ч 


2|9110 


n, (той15) піз [з 


t. Vp | th | vx | bs 


о, (mod15) 


则 s, (mod15) 是 -- 个 以 30 为 循环 周期 的 数列 ,其 中 %(той15) = 0, 0, (пой15) = 0. 故 在 数列 
1 上 中 存在 被 15 整除 的 项 ,是 有 无 穷 多 项 . 


习题 B 
1. 车 第 一 项 为 一 位 数 , 则 第 二 项 以 后 均 为 0, 显 然 成 立 - 
车 第 一 项 为 n 位 数 ,下 面 证 明 该 数列 的 各 项 不 可 能 进位 . 
假设 可 以 进位 , 则 一 定 在 奇数 项 进位 , 设 为 第 24 + 1, 则 第 2k 项 为 999…9# 


TOT 


对 4 进行 讨论 : 因 999…94 是 由 第 2k - 1 项 的 数 减 去 一 个 数 得 到 的 . 
a 


(1 ) 若 减 数 为 9, 则 必 有 : = 0, 否 则 第 2k 项 会 形成 999…9 8s 的 形式 ,与 假设 矛盾 . 故 第 2k 项 为 


SF 
99…90, 而 第 2k + 1 项 不 可 能 进位 ,矛盾 . 
(ii ) 车 减 数 不 为 9, 设 第 2k -1 项 为 9…9m, 则 一 定 是 减 严 , 故 第 2k 项 仍 为 99…90, 而 第 2k + 1 


项 不 可 能 进位 ,矛盾 . 
综 上 所 述 ,对 任 一 数列 ,每 项 的 位 数 只 碱 不 增 , 故 必 存 在 一 个 数 出 现 无 穷 多 次 . 
2. 以 M(m) 表示 т 的 信 数 .由 f; - ab = 1 — ab = Мт) NL m а HR. XL IB kak s f, — 


За? = 1 - 29 = M(m) 得 
Заб? - ab = ab(2b - 1) = Мт). 
H ab ут Ҥ+ЖЇЇЖЇ2Ь-1= М(т). Ф 
а> 20,7, - anb' = fs + а — anb' 
= Да (n Пав + (n Пав +з (п = 20а + (n – 2) alt"? - апу 
= M(m) + (п – 1)ab + M(m) + (n – 2)ab" 2 — ап” 
= М(т) + а "[(п-1)Ь+п-2- п} = M(m). 由 此 知 
(п - b+ n-2- п = Мт). 四 
Сх 448 4(n -1)Ь+4п-8-4п = 
2(n - 1)(2b - 1) – n(4b – 1) + 5n - 10 = M(m) + S(n - 2) = M(m). 
因 n - 2 为 任意 自然 数 , 故 只 有 т = 538 & BHH O.2b — 1 = М(5).Н0< b <5 知 b=3. 又 
ШІ ab = 1- 3а = М(5),0 < a < 5а = 2. 
以 下 只 须 用 数学 归纳 法 证 明 对 任意 自然 数 n. f. — 2n + 3° 能 被 5 整除 即 可 ( 略 ) . 
3.(1) Ë x, = m = = z< = 1, 由 ж, 
жы = анна + 1(1< т 1),ms = жыллы +1. 
TjJk,x,a = xx +1=2, 有 xz = k+(1< k<m-1). 
又 xa, = 2m + 1, 故 一 组 特 解 为 二 = 1(1 < i < m), 
кы = ї+1(1&@&т),җ„ =2т+1. 
(D(x хл + 0) Сахан = 1) 


хаха +1(1 < í т), 


= худ (хылы — 1) + хм» — 1 
= хахлы + Kom! + Жый» 一 1 


= (xxx, + 1) ха оа + mamas = 1 


= (хах, + 1)(з„л„ + 1) + одон -1 


ена sta la ЭВО 


онен ГА Эдш О 


= x. (Tatan + 32 + Жыз + Xaa). 


Ма «ОВ, х 1 (бл + D), FE ло = Sama tl c z. 


当知 = ОВ, ух =-1. 而 xx。 = ал. +1 对 所 有 整数 ло 成 立 , 故 由 РЕЛЕ 出 发 ， 
可 求 出 和 ,对 mw masa 适合 一 样 的 关系 ,由 数学 归纳 法 知 结论 成 立 . 

4. 假设 存在 а 及 1a,| 满足 条 件 , 则 有 

а, (1+ 1) > а, (1+ 2) 21+ а.а, > 0 + аы). 


1 
n+1` 


Айа, > nx 车 有 k < = 满足 


а > 4x руна р, 


ии Ф.® ш а > аа) = р 1а > (к-С 


于 是 ,@ 对 于 所 有 < “的 人 均 成 立 ,特别 地 有 а, > а 1. Ф 
ааа Ch ае ha Д) Да, 


Мп ХВИ Ж ,@ ТАА Ж9], ЖОН СНИ ДЕВА а 不 存在 ， 
З.А < i 29) 中 的 元 素 均 不 超过 1988, 每 个 集合 中 元 素 个 数 N (1988) > 1988 = 


731.3… 即 1 4 1 ж 732. 不 妨 设 1 4 1 = 732( 否 则 在 此 集合 中 去 掉 若 干 元 素 ) ,1 <i<29. 
考虑 下 面 元 素 与 集合 的 表 : 


2. 
元 村 ， 2 3 сш 1988 
275] L > 
А, та | ma | ma | e mam _ | 
А, ma тыз пз 79 пола 
4 
и! | | 
А» пэл nas | nas = | Pt. | 
Є А, 
на = {0 ў 表 中 每 行 之 和 为 732, 故 总 和 为 732 x 29. 
= 
义 设 第 j 列 和 为 (1 < j < 1988), 则 》)b = 732 x 29. ° 
Н 


К 
面 > C = У) ТАПА. 
ү” 


377 


- 
由 Cauehy ЖЖ. УС, = 二 (38 -575) 


2; 


732 х 29 


> 
= СУЈУ - 5351 = С) x Сава = D 
-二 x12x29x (22009 1) > 1 


х 29 х 28 х 200, 


ш У) ТАПА > + х 29 х 28 х 200. 


У] 


此 不 等 式 左边 有 C3 项 ,其 中 至 少 有 一 项 А, [\ А, 1 > 200, 结 论 成 立 . 


第 十 一 章 ”数列 不 等 式 的 证 明 
习题 A 


L 由 ш, = УХА В а, > 0. 递 推 公式 可 以 写成 ou， = 10а, +16 +8). 


16 1 16 1 16 
ХМ а, > 0,m > 0 有 ам = а= + 可 +8) > 4 (A сш +8) = 4, аа > 4. 


Xa =5> 4,0 а, > 4(п = 12…)- 
2. 对 递 推 式 的 变形 ,可 通过 裂 项 求 和 法 变 成 "连续 相差 ”的 形式 . 
由 题 设 可 得 ,2(k+ 1)asw = (2k а, а = 2[(k + 1)a —- йо]. 


-六 2 六 [t+ Das - ka] = 008 + Оаа -al， 


即 1- Уја = 2(n+1)o 


u 


Bh. Ba € N.a, > 0, 故 ou < 1. 


[тп 


З.Н жы = 2 + к + 2,x > 0 且 > 加 -于 是 ， 


дш =й ы 0) = q+ Рур +2) = 25200950) + L. 
[т] хк {о х 
1 
J п = 99, 则 zim = 25 + 2000 + У) т > 45° 

= 
>. => 


I < 205 + 0 + 02033 < 45. 
З 


„ 
(其 中 ,ms = 25+ 200 + 51, > 225), 故 45 < xm < 45.1, 


4. ШЕЯ а, = 2,m > б.п = 1 时 ,二 = 1 > 2(/2 - 1) ,命题 成 立 - 
% п>2,Н аа =п+1, a, a, = n. 
ИД, аба - аа) = LR = aaa ont， 


аьа ЭМО 


ачна ЭрушО 


| 即 20VA+T-Yk) < Z 


этуу = +; Ps. ал) = wa +a 222 asa 3 = 2(/я+1-1). 


5.38 k > 1 时 ,中 = айл +2+-— EB a > 1. 


a 
从 而 ,qi +2 < al < al +3, = 2,3,,m, 其 中 仅 当 上 = 2 时 等 号 成 立 ， 
注意 到 а, = 1, 对 上 式 求 和 ,得 2 - 1 < a: <3п-2, 

Шуп 一 1 < a, < V3n-2(n 之 2). 令 n= 100, 可 得 14 < am < 18. 


6- ШУТ «У < VE+1, 可 得 


2 3. 272. 
vi 
<2(/k- УЕ). 

求 和 可 得 2Y (VET - Vk) = 2(V81 -1) = 16, 
m= 
Ў УКТ) = 1+2(/80-1) = 24/80 -1 < 17. 

ZU 
问题 得 证 . 

7. 显然, 对 п € N, 均 有 a, > 0. 根 据 递 推 关系 的 结构 特征 , 令 о, = tana, a, € (0,2). 


由 已 知 条 件 有 а, = tana, = ша 257. а = 1 = ап, a, = 


tan 5. 
由 于 当 0 < x< ЕУ F 时 ,tanx > x. 所 以 ,a。= шалт > тч 


8. Ша + a + + mm < (或 > )b ,只 要 证 明 а < (Ж >)b H а < (或 >)b bi: 
(k 52) 即 可 ， 


# грани Жү ы 43 4 A. 
设 w = T YD Zab = 2(1 Z=), 201-5) = 2-/2> y = a. 


Хаа, - b. = 201 一) 201-1) 


_ _: = ___ 此 
ЛУТ) k VET EI /Ei) 
pp ЕЛЕЕ 

(0+0 ^ 


ЖО, = bi + УЫ - ba) > а + Уа = Уа. 
Ge Ө £ 


а = Ур эл. КИШЕР a 的 递 推 关系 ,然后 证 明 结论 . 


> п+1 1 жж, Жы, L O. mei 


а„ = 


名 mrl-k 2 п tn-1 2 
О ЕЕЕ SN ya О РЕНО 
和 жуз) +051 + +5), 
п+1 п +1 <s 2 1 
Шал = Е `<. + Ха = срт = 2, 
同 理 可 得 w = 3,o = 10,4, = 10. 
设 a < (k > 5). 则 当 上 > 5 时 ， 
САЖІ +1 
ал = р а + + 
&+1,10 6+1 8 1 8 1 10 
< "it =з! +) 30+) 4. 
问题 得 证 


2. Ва «ФТ а < ал, ал < а — ал+ ал < ova, 从 而 自 a 起 , 数 
列 |a, | 单调 递增 ,和 а, + а; + … + a, 将 随 n 的 增加 而 趋 于 无 穷 , 不 可 能 永远 小 于 1. 
所 以 ,ia,1 是 单调 递减 的 , 即 а, - а >0. 
令 b = а - aa MUI a, - 24,4 + аы 2 ОЬ, э а. 2 0,k = 12 
XH Tl12za +Q + +a = (+ а) + а + + GQ 
= b, +2a, +" + G, = b, + 2, + Заз + ` + Gk 


= 
2 Ф 
故 b < KRTT < а й. 
3. 用 数学 归纳 法 易 证 x > /2,п = 0,1,2, Ф 
2 = 
ВАДУ ВО < 2. 5 *®_/3 „зу -AM 2-У = (а.а -V2 ,再 由 


@ 得 0< x -< (De 1,23, Ф 
注意 到 0 < ea ‹ 1 可 得 另 一 种 估计 0 < x 02 < TG -VB 123 Ф 


从 国 可 如 推 得,0 < zw -УЗ Со —/2) < ОНО < 29 ДО < xm -V5 < 工 利用 


四 道 推 得 0 < xw -/2 < 1509 20 < GO ва 00) << а Саа - 2), 


ВО < x< -V2 < (9.848050 < 10 ,从 而 要 证 之 不 等 式 成 立 - 


апач ЗА ТА Эно 


Кскзэ ези СЕС 


第 十 二 章 。” 不等式 证 明 中 的 变形 技巧 
习题 A 


£ xi £ sl 
Ri eh a Ts 


车 加 > Т.А + )(1+х%) =4,# x, Т ач + җ) < 4. 于 是 ,无 论 何 种 情况 ,有 
x Í = 1 x -1 на Ч Е? ч 
А < р наа ү ЧЄ т) < + ` уу -1) = 0, 放 原 不 等 式 成 


О+л) (жад) ° Тт 


7. 


- у й+ай-щ@&һ ху л а, у а, n PN 
зр 2; G +b - а а Ха 4 
Хуба + b, м а 1 


(a+ b) _ 1 $ u St 一 和 
Dp sasa ч +h) = ж таш) 2 5 
3. 由 轮换 对 称 性 , 不 妨 设 x，= mini x , x;， наи = ц, = 1,2,3,4,5. 由 于 


б з А 
КК ` 

(> n) -4 nr = У) > = мын + = (ха - ж + my — ma + ау)” духу + 

= 1 © £ 


4х\җ + 4хуҗу = (xi - ж + xs — 3k + zs) + 40 — ху) + 4лух, > 0, 所 以 原 不 等 式 成 立 . 


Pt) 和 а,(а, - аһ) 

ааа er = (yasa G 90)" 
l ___1__ _ amalas — a,) 
l+aasa 1+a (l+ aaa)(1+ al.) 
н КЕ. 1 1 о а-ал, a, ашы 
所 以 1+аш 7 1+ 7 Туа “ l+ аал Е 7 тва, 
(a, ~ a. (1 - аал) 了 ч 1 ч ` 1 
(аа) 0 + aki) > 0 РАНА 222 геа > у, > ori 


„у 1 „шу 
+ 


s 
! 了 (= A 


Зу; +1 
Буз 1-0 


"14 ЗУ ~ 2у, 
КИ ИШЕТ 

і ip 2. 

150, - +) + 4 

у) ; SL <> 5441-4 кал жр 2 х(з+зу = t. 
SG = ж-т Т e 

收 原 不 等 式 获 证 - 

证 法 2 令 /(x) = у(х > 0), 则 由 柯 西 不 等 式 有 (4 + z)( 二 + D > (1 + y, 


4 + x (1 + х) 5 
х бу Ызы сы”: 2 11 £ 
从 而 Kx) = тл < US = 405 Па А 
1 ос 1 1 С О | 
Жуй КБ * Тан + ту 25-5 50783) Ë 
$ а 1 
TE (O) = з=: +5 -+n a +2571 | 
s үр i ; 
а ене ыа Ë 
о аа а А 
+G тур: 由 排序 不 等 式 得 
上 式 左 > үү > 二 2, 故 原 不 等 式 获 证 . 
А А ; 
Ё з ЖООШ: ЖЕРЬ А ӨЙНЕ Р ЕГ. КА š 
st ve re atv i de NT 
ни. = des 2 


ї+Ё iay ++ sea a ° 


原 命题 可 转化 为" 已 知 a,b,c E R* Н. + 一。 


ri T= азе 2". 


2 Н 2 
а bu 0 с с 
Шз», шу >», АТТ 


所 以 号 + 二 + 和 >1 即 e+b+ecz>2. 


又 易 知 上 等 式 取 等 号 的 充 要 条 件 为 = b = с, а =- 6 = = ,а+ь+с = 302 52, 


故 等 号 不 成 立 , 所 以 a+ b + c 2. 


Р а b е абс 
8 Их = “л,у=р = C I M(z- 00у - 002-0) = агра) = 
xyz ,将 上 式 展开 整理 得 x* + y + z = хув z+ Zx + 1, 


所 以 (22 by + (06у, (= ау 


НОВОЕ РОТИ 

= 3+2 + + 2 + 2(xy + yz + +1) = 5+ (x + y + 2) 5, ОТОЙ. 
9. Ë d = а – a BEBE], k > 1 时 ,o > ak - Ф = (a, + d)(a, - d) = аы + а, 
1 1 лара Se] ПОЛТАР 


= - ) = 57( . 
al < wama oo ал ал — 2 oa 


1 1,1 1 1 1 
э Pa «9 а ТА ө аа T asa) 


4,4,1 + апаа, - а аза, — ааа, 


анна вс | 


= 24 а а а,а,,, 


20 ааа а) аја: ба са) 
7 24 аа; а,а,. 


21.09-04 да, + ваа) п-1 ща, + аал 
7 24 а а a,a,,, = 2 а аза,а,, ` 


10. п = Таў, (а-а = 1, а-а 1, 此 时 所 求 最 大 值 为 1. 


Pn 28,8 а = аха = Ga = ari = 1,2,…,2n - 1, 则 


ай = l. a = x t m е 1,2,°,2л. 由 柯 西 不 等 式 得 


(ам + аа ++ а, ) – (а + а + а а,) 


= п(җ + aa + "`+ x.) лк, + (n 0), +" + xa - [nar + (n — 1)az ++ x,] 


= а + 23 + Ds + пл + (n — Dz. 二 + xx 
А 1 | 
Ж +2 + + (n - 1 Ft 


= а 2 аба 1)(2n 1) 


Я УЗА(Е - 1) 
чш = 一 = 12 1. 
Р: УО + D Y 


aa = a + 30280 nD] |0, -1 时 ,上 述 不 等 式 等 号 成 立 ， 


2У n(2m +1) 
аа жаша ж-з + a) (a + s+ + a) ан. 


M. АЙЕ ап а < 2 


(а - ал). 
记 = а-ал, = 1,2,…,n 一 1, 则 | 
ва ала = а да = а TT = афф, 
аа = а + фуда = аъ da + уа = a+ da + da ++ d, 
将 这 n 个 式 子 相 加 ,并 利用 已 知 等 式 可 得 
па (nd (п-к) od + (k - Dd + (#®-2)4, + + d 
柯 西 不 等 式 可 得 


(па) = [(n - k)d, + (n - k — Пал + + d... - (k - Dd (k-2)d,, - … 


nk a 


РЕ 
«(№ + У) 
= *ё 

Е 


所 以 а < 3 Уа-а). 
£ 


ЮС) «СУ ууй) = DD .Ha) S m Sta, 


= 0, 由 


- 4р 


2. Фк(0) = > ug(D = у» 2 Ула <k<n- DO) = 215 M 
101) - z(0) 1= 21х1=2,1&(ЕЁ+1)- (ЕЮ 1= 21 да 12,6 = 1,2,7, - 2, 
Ig(a)- в(а- 10) 1= 215, 1 2. 

所 以 ,对 任何 0 < k < п- 1, 均 有 

lg(k+1)- &(®)1<2. Ф 

假设 结论 不 真 , 则 由 条 件 对 任何 0 < k < n, 均 有 1 g(k) 1> 1. 四 

这 时 , 若 存 在 0 < i < n -1, 有 g( 让 "g(i+1) < 0, 则 不 妨 设 g(i) > 0,g(i+1) < 0. 

由 @ 式 知 g(i) > 1g(i+1) <-1, 帮 1g(i+1) - gG) 1> 2 与 式 蔬 盾 ,于 是 g(0),g(1)， 
Сп) 同 号 ,但 与 g(0) + gCn) = 0 矛盾 , 故 原 不 等 式 获 证 . 


с a-b 
13. 令 z= 二:7 = 3 一 , 则 


3x+y+2) .3x+)). 


а Жа Ж кзы “ 
x+y7+z= ,s+7 = зэх = у H3z+2y+z= аа лүү, D+2y+ 3 


Зх 
с 3ax+2y+ z 
将 a.b.c 的 式 子 代 人 所 证 不 等 式 , 得 
з? + 2 + балу + 4ау? + Заг + x2 + 4y z + буг! + 4zyz > 0. 
由 x > 0,y > 0,z>0 且 zx.y\z 不 全 为 零 ,所 以 等 号 成 立 的 条 件 为 x = z = 0, 


Ше=б,а= b= +. 


14. 不 妨 设 a + b + c = 1, 则 原 不 等 式 变形 为 
(ї+ а)! 1+6) (1 + с)? 


оа ка +a +(e 
, 8x +2 
ИШЕ жа) [аж ] 12х +4 
НЛ) = зл (үй 3| 3-4 Í4]< 3 ° 


知 Да)+/%)+/бс) < 


Ж ”这 里 “不 妨 设 e + b+ c = 1” 利用 了 该 不 等 式 的 齐 次 性 . 因为 假设 + b+ c = з, ДН, з 


是 任意 正 实数 , 则 名 + 如 + шу 96у е Кыр ЁШ а= m,b асе ыу + 


5 эн, s 
y + z = 1. 于 是 , 原 问题 可 转化 为 : 
已 知 x+y+z=1,x.y.z € R' .求证 : 


(Ох + уж: ‚ (а+2у+:)* | (z + y+ 22) 8 
2 + (y + *2у + (z + <) T 22 + (z + y): € ° 


一 般 地 ,具有 齐 次 性 的 不 等 式 ,通常 可 以 增加 条 件 > = = 1 等 使 原 不 等 式 变 得 简单 


10а + ъс) +10 _ ç 
азаа, 


15. 显然 ,0 < а, <o < h <1.+ 


аена ната Эро 


Боож ма во 


а, = 13,00 < Б, < Z), b, = tany,(0 < y, < 2). 


„Ж 1+tanys -1 $, 
Шы = saf... „УКШ l =- nk, 
所 以 ,Bw = 全 ,yt = 2. 


Ух 
=з. 


МА, = О" .». = р-у)". а, = sinz 人 = tan 
X z€ (0, ),sinz < x < tanx. 故 原 题 得 证 . 


16. вас = YX 2 У) мө» У) ао У) V kawsa. 


= 114" Би «єл 


P x. = La = (k i) Bf, 等 号 成 立 . 
令 


зу = у = 54 »2 Уз М Esa, = У +2 У) у. 


<<» 各 пв" 


(Ул + С а DO 1. 


= = 


Фщ= дута = птуш, = у, Ў 


Уй = La а Уа = wa) Даа = 0. 


= 


由 阿 贝尔 变换 得 (xz = ГУЛ kG - aa) = [Sa УЕ - VEITDF < 54. 
УМЕ - ХЕ), 


6 


ғ 


СЕМЕ)? ,等 号 成 立 的 条 件 是 wx = АУЕ - ИЕ), 


将 其 人 人 到 > „тйл „= 一 上-， 
шщ зе - л» 
所 以 wu = — k= k= 


六 ME- мт» 


L. Фа = а е паја затла = b = піла, В з, < Lt b а) > 


) = а-о а-а) AUR = 1 即 可 . Ж э, > 150 на 1+ 


+b 
2 


R x = b < 1 二 4, 所 以 有 以 下 两 种 情况 ， 


z 


(ls = ba > 0 у, > 令吉 = ml, z Д2 < m < n. В, 


а-а) ва) ж-ра(1- x). 


(iD 存在 2 < i< mn - 1 使 得 wx > 14%, 52, РА 


а-аа) 2 а 0) о а-в) > aG 5). 


无 论 何 种 情况 ,要 证 之 结论 都 成 立 . 
2. 1015, = m tst +, = 0 T= ++ + ууй 12, ,.n,Te =0. 


对 于 任何 正 数 m > a, > > a.f У) ал = >)o(3 - 5,1) = us - 27 S, = a,S, + 


=: й I 
Уа, - aa)Se HiTa, > 0,а,- аы > 0,5, > T,,S, > рэ > а,Т, + Уа — 
加 = 


Ga )T, = Ута Ф 
£ 
对 于 任意 自然 数 ,由 条 件 (1) 再 多 次 用 不 等 式 四 可 得 对 + ñ вв ав > Гу + yn ++ 


x - - - n 
xry > 2. i+ pl. yl ++ kt. y. > i+ i +o + ya. 


3. 当 n = 3 时 ,不 妨 设 а, < а < o, 原 不 等 式 左 端 = (a, - aa)(a, - ax) + (ax — a, )(a, — аз) + 
(ау - а,)(а, - aa) = (a, - а) + (ay - a,)(a, - wm), 所 以 原 不 等 式 成 立 , 

当 n = 时 ,不 妨 设 wm < ax < а < a, < а,.НР(а, - о;)(а - а,)(й - aa)(a - as) + 
(a, - а) (а - а;)(о; -oa)(o - as) > 0, 

又 (aa - а,)(а; - o)(aa - а)ба – as) > 0. 所 以 ,所 要 证 的 不 等 式 成 立 . 

п = АВ, а = б,а; =m=a=1 当 nm>6 时 , 取 a = 0,a, = аз = а = 1,05 = aç = "° = 
a, = - 1, 则 原 不 等 式 左 端 = (- 1)”, 故 不 成 立 . 


4. 一 方面 ,我 们 有 x+ gz < z+ TO +7) а а-а) = 二 (3z - P) < 1. 这 里 用 
Яа -3442= (002) > 0, р = У 2 > У оону) ЯШ 


和 ), 另 一 方面 ,由 对 称 性 ,不 妨 设 = < y < р то туу түзү ТА UNE 
朋 站 二 <, 即 证 *+ у + :-У/2зу «2, z+ у + 1 - Z 7 -У?зу «42. Й, Фа = 
x+ узо = 灯 , 只 需 证 明 1- и + 20  (/2 +29 - и) 52и? – 2/2иш + 27 + 20 – 2/2и + 1 0 
Gue U + 5 0. 最 后 - 式 显然 成 立 ,等 号 在 v = 0,u = 2а = 0,у = Y2 tpi z = 72) 
时 取 到 . 


В ДУ ЭЕ-+-ЧЕБЕЗЕТА Эро 


Шаян 


т а 研 % ж 列 


5. 由 条 件 , 记 а, = -6%;, 则 方程 组 可 改 守 为 - 2z + x2 = а,дҗ-2х; + лу = а,х;-2х,+ 
ху = ау, ул, — 2x, = а,. МІ а + 2а + + Ба = — (k + 1)х, + ыл, + 2a, ++ 
(n = &)щ = (n — В) - (n - Ё + Оха, ГЖТ ху 18, - (л + О = (п+1-%&). 

(а +2а, ++ Кар) + k[(n – В) аш + + 2а„ + 0]. 注意 到 对 任意 1 < i < 上, 均 有 (n+1- 


“Pis (a+ 17 Di < к -®Ю < (全 ,所 以 ,有 (n+ DD) 1 Т (Fly 


Cait tl), ia le СЬ | l+ + b, Lx 上 ), 取 此 使 得 1 x 1= max Úx |> 
«е, 


下 就 有 如 + + + b, > керы Ы 


第 十 三 章 ” 几 个 著名 不 等 式 与 不 等 式 证 明 
习题 A 


1 由 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 ,有 "кН ЕЕ > 1. 又 由 宕 平均 不 等 式 与 指数 函 


а” уз к; ч 
И ес „(Б а ma uh 
т> + 2 Сүтү)" 2 р UG <... = za). 


于 是 取 m = к ® у „ум. 


Эн 

2. 由 题 设 ,适用 排序 木 等 式 (或 切 比 才 夫 不 等 式 ) я 

я +" + =й ++ О ++ .Ф 
I Д I Я 


РЕН АРА Саз + + at) > Га + a += + a)) О 


用 (人 下 „жыз th р 
2 gË, 
> 由 0.@,@ 即 证 ， 


з. 由 于 < > 3. > V5 及 算术 - 几何 平均 人 关系 式 , 则 (2 > шу (бё + > (e+ 


эз, #-Җ > ә „у дшн + уу > (аё + ууа е) ус у + y - 


sy'+y' > @ + у. 


4 
4. 1йа = xu,b = ж.с = md = жуз =з жа + zs ж л ШКОК ИГЫ уу 


з . 
минада) 0. > см ) > >50) =: 人 ), 又 由 均值 


Pe 
>. 


x, 


| 7 1 4 ы x: 1з 
ЖУ а Р (аа S ыйа xG > 3 ТЕ г > 3 2134: 


再 利用 题 设 和 柯 西 不 等 式 ,有 1 = хх, + хл; + ху + д < ай + <; + ай + ай,АЙЙАЙЇШ. 
5. 因为 对 任意 实数 。, 都 有 2@ < 1 + at ,所 以 , 原 不 等 式 左 端 < 号 ,又 由 算术 - 调和 平均 值 不 


жд, р Оа) жна) +(+а) _ 1 — i ‚шү 最 
п ире седе 7 
Гета Тка [ЕРУ 


Tr ту > 车 . 故 原 不 等 式 获 证 . 
习题 B 
1 记 н = а. = 1,2,…,n, 则 不 等 式 左 端 可 写 为 5 = У) 一 全 一 ,不妨 设 o = 


1 wa + Go 


2,a, > ау m + la жа 


тах [ац 1.12 m = 1;m = jm = … 显然 存在 二 < r < mn 使 得 
[ТР 3,а < а m + 2,44 < аы 
пеат 5 6 全 L) R a, = a, = ,利用 均值 不 等 式 可 得 

ы а 


ға 
52724: 


2. аж + ах + + ах, = (аз + + ад, Эба + m +" + a.) = > ах, аай + 


25] 


У) (а + а)ха > ал] + ах} + + ax? 即 证 得 命题 .其 逆 命 题 为 : 设 a аз, a, 是 实数 .如 
lefefen 


朵 对 于 任意 满足 x + 和 + … + w, = ОДО доолоо, BD ama + азда + 二 а, > 
ай +a + + ай „ИЕ а,в, ,а, 中 任意 两 数 之 和 非 负 .事实 上 , 若 设 i,) 为 自然 数 , 且 满 足 


Тебелеп Йй, утә, Sa = s = Tom = Ов D MiB ак + 


аы + tas э а] + аз] + + алд (а, + а) > 10а + а) Ша + >0. 


етан М ооа > 0 要 证 之 不 等 式 等 从 于 


mh D+o(h-l) + + a,(k, - 1) >0. 

Фа = (ае) + (k — D + = + (ы -1),т = 1,2,…,n, 则 要 证 之 不 等 式 等 价 于 di(a 一 
а) + Ф(а, - a) + "° + дабаа а) + ad, > 0. 由 均值 不 等 式 和 人 可 得 d, > 
m Vi kak. б,т = 1,2,,п.Жаэа;>- > a, > О, di (a, — а) + da — ay) ++ 
d ба -~ a,) + a,d, > 0. 其 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 a, = bi = 1,2,…,n. 


А ml 
4.105, = Уја, = 0,1,2,…,n, 则 5S. = Уа = Poa = п+ У Уа (а + aa) = 
& = е 


ft ft 


3. 记 h = 


озо уво 


2821825538 во 


= A : а= 
пс + У Улала + аы) = nc + рс + as) ae = ne + Уе 下 
£ fa = & 


(S, - 5) 5, + (S, – 51) 5: + + (S, — 5,2) 5,1 = пс + 5,5,1, а, = 0 可 得 5,， = S, ,所 以 


S, эле + 1АЙ 1- 4ле > 0,Ш с Д. 


第 十 四 章 。 数学 归纳 法 与 不 等 式 证 明 
习题 A 
1. 当 n = 1 时 ,结论 显然 成 立 .假设 对 于 п = 上 不 等 式 成 立 . 当 m = 上 +1 时 ,不 妨 设 o < а < 


* 


“<a < ал Шуа)” = (ууа) +2а14 У)а + аб, НИНЕ А ЛЕ 2а, + 


4 
4ай Уа < аы + aka. 由 立方 公式 及 am < aa < < a < ал а ъа къа ж 
& 


з 1 
Dr + (аы 10 = арбаа 10 л. Х2аба + aka t (aa 10 aka = ala + aka, 


所 以 全 式 成 立 , 即 当 n = k + 1 时 要 证 的 不 等 式 成 立 , 当 а, = 1,a = 2,…,m = п В. 


2. Ма = 23 k a «СЕЗУ 0 ааа = nta +a) кык Фф. 
р 
Чп АРГОН ОТЦА хх; + халу + оао ао < р. Ф 


З Ма а НТ аз аду ж жду жау = а)ба + aO < ФЭЙ 
立 . 任 取 非 负 实 数 a.s oan ma 由 О ЗЕНА КНЕ, ИГ ан = тайлуу, 


аа Фу = m+ asya = азууда = зур = mall у + у + + у, = m+ za + + m + 
2 
ma = а. ШНА у + угуз + + улу + у 生生 .再 由 为 入 + = (zl + m) * 
2 
ху + оды a + x) 22 уха + X22 + адаа, НИВ хул; + mama + аа + Җыр <S +B O 3f 
Tn = +1 也 成 立 .所 以 对 于 n > 4,0 成 立 . 
Т А. KS эже Аалы» # 2. 
3. 不 妨 设 o < a; 三 … <а,,С S. = аа еа 
不 等 式 显然 成 立 . 已 用 数学 归纳 法 证 明 当 п > 4 时 ， 
AT t + р," 为 偶数 ， 


当 n < 4 时 ,要 证 之 


š I а 
„= 
(Q t 0а жа. 


由 此 ,立即 可 得 要 证 之 不 等 式 当 n > 4 时 也 成 立 . 
MR S. 2.5, < ПЕ ТРИСТА k + 1 为 偶数 , 则 + 


1 > 6, 从 而 大 - 1 > 4 且 为 偶数 , 直 归 纳 假设 得 Sr < (L + а) оа ра + 


k+l k k+1 k 1 +1 
+ STT бажа жал ОЕ +1 
а + а + `` + а + аы ДП Я Л Я кә! =! +ї Га 1,2 


1 
Е 
аш 


4 И 1 1 
< у ,所 以 Se < а rus ua 


同 理 可 证 , 若 k + 1 为 奇数 时 ,命题 也 成 立 . 

4. "4 n = 1 时 ,命题 显然 成 立 . 设 n = 281,8 а! - а + а — (а-о + aa)? = (а-а) * 
(а + ay – а, + а, -20) = 2(a, — а)ба — а) > 0, 命 是 成立 . 

设 当 n = k(k > 2) 时 ,命题 成 立 , 当 n = 大 + 工时 ,由 归纳 假设 得 oj – а + а — а +" + ау = 


а а + (а - а +а - + aka) 2 dl - ар + (as — а, + as — с + aa) а-а + 
С apa = (а = а) +5 + (аца — ад) + аца = а — (а = as) — (а — аа), 
Шоҳ аз - а + as — "+ аң, < ау < а < а НИНИН, Д а! — а + а — + ай > 


(а-в +аз - … + алУ ШИЯ] л = + 1 也 成 立 . 
习题 B 

1 当 = 1 时 ,不 等 式 显然 成 立 .假设 a。= 人 时 ,不 等 式 成 立 А = 人 + 1 时 ,由 轮换 对 称 性 ,不 
Ш х, 最 大 ， 于 是 由 归纳 假设 可 得 吧 а. Пя жас, Ф Lp” D 由 四 可 


+ xx ЖА», 


知 ,为 证 原 不 等 式 ， ДЕНЕ ^^ а. түк - : asi. T (wa -а%,®Ф 将 四 式 化 简 
папкасы) T < срби - Ф Та = тија, 
җа = maxix, ysvaasl ,显然 国 式 成 立 .这 就 证 明了 п = k + 1 时 要 证 之 不 等 式 成 立 . 而 且 为 
使 n = k + 1 时 要 证 之 不 等 式 中 的 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 @ 和 @ 中 的 等 号 成 立 .由 归纳 假设 D 中 等 号 
成 立 的 充 要 条 件 是 a = z = x = … = ro Añ @ 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 mx.，= а, Ч n = 
上 + 【时 , 原 不 等 式 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 ж = n = … = ma. 

2.n = 1 时 ,不 等 式 显然 成 立 .下 面 用 数学 归纳 法 证 明 n = 2' (k тн, 不 等 式 成 立 . 设 


n = 2" (m 为 某 个 非 负 整数 ) 时 ,不 等 式 成 立 .如 果 лота от > 1, жайуу 217 = ир» = 


жі? 
е! п п 2п 
22 ы ы 1” Митт, +1 А ЛЕА! > rira" + ү ыд 


当 m = 2' 时 不 等 式 成 立 . “аа п,# m = 2' > n,k € N,W гл = na =…= re = 
кз. 1 — п 
Vr FE, р» = 0) та 22—19 方面 , 由 上 面 的 证 明 可 知 


7 i= 各 Ее 


Ў 1. m = т т 9 
пі? rn +1 (ат tl (нат Ка) +1 


ВЕТА Эрас 


ВОНА Эро 


п w. m ; гоз! т m , 即 
人 ,有 名 + 


се u ый 5 
Мат 
3. 34 n = 204, а,» Є [0,1], а, +х,- жж = 1- (1-а) 01-а) <1. 假 设 n = m( 正 
эя 


ЖК т > 2) 时 ,对 于 mas € [0.11 s Ya У) sa < 1.840 = таан, а 
名 2 


1а іт 
„Уе = 5 - 5+0 унды. д) я, (Da -+ 
б-ди z € 10,1]. ИНВ 00) = Ba - 5 as «ноян О) = 1- 
У) x < 工 因此 ,函数 y = (а), € [0,1] 在 坐标 平面 上 的 图 象 是 一 个 直线 段 ,其 两 个 端点 的 纵 
Кт 1. 


因为 (=) 的 最 大 信 在 端点 上 才能 达到 ,所 以 对 于 [0,1] 上 任 一 实数 ,都 有 а) < 1 特别 地 
xa € 10,17,8009.) < 1 即 得 法 УЛ ax = 4. 由 归纳 法 原理 可 知 ,本 题 效 证 。 


0] 


第 十 五 章 — 函数 性 质 与 不 等 式 证 明 
习题 A 


上 令 所 证 不 等 式 左 器 为 !, 考 虑 函数 Xi) = 20ob + be + д - (L 6 l). = [аз 


(ож) + Мс + а) + с(а + be -++ +L (МАСЕ г zao" + 
Ме Гур Матв рег 


с+а) с арі 20. 
因 2(o + be + са) > 0, 其 判别 式 A= 41+ + 1) ар + бс + са) < 0. 由 此 有 上 之 
Z(+ ke + oa) > 3 Хао - 3. 


2. 令 所 证 不 等 式 左 端 为 N, 考 虑 函数 FL) = 2(ab + ac + ab + bc + bd + cd) — 200 +0 + 
ёф) № = [a(b+c+d)+b(c+d+a)+e(a+b+ d) + darbt oR —-2( ++ 


р ан z 
бъ Фин у= [Var er di -Viral + [Vier ds ay, - 57 + 
+ т 
Уе +®+ у ба +[VaGa saa i 0.m2ab+ с + od+ 


be + bd + cd) > 0, 其 判别 式 A = 4(@ + с + Ф) ` SN(ab + ac + ad + be + bd + cd) < 0, 


РТ: a + P ++ 
JL 2(ab + ac + ad + bc + bd + cd) < 3( a° + É + Ç Wa эх ок ага > 


本 (erre+re)> 村 (riercd+rda) = +. 


b. 

3 记 ， = h + h же + е ,出 原 不 等 式 在 端 为 。 (名 -全 +. рї ү. у бше, тшу 
ЕВН С) = = 的 上 同性 , 知 原 不 等 式 左 端 < Сез ку ++ m. оро) = 
ай а а аш 
ъъ т 


Ж ”可 运用 权 方 和 不 等 式 更 简捷 获 证 . 


а Фа ре 0а ру ё - T). D ович вно 


1 
4 
К) = бп Ша < 0 (ажуа) < а.а) = зб р Та 


Зб -ю-# +з) = рО 06-а) 0,800) = 2 Тыа а 100 сасар) = 
Та) y) > 0а < a <В < z. 

5.Ф у = L(a- к), Мо < y < 1, B FUSUE у) = ау зау + ау Tat <0. 由 
Т0) = Фу зу + фу р) = O - D: © -2ў +-уу+-) = e G - PO - 


у-у). ҖМ0< у < 18, -у--Ь = (Ty - 3 < у) < 0, 对 任意 0 < y < 1. 


习题 B 


1. 利用 均值 不 竺 式 ,得 Са, ‚Уза, + t заа, ж ЫШ УЛ (аы + E = 


Уса еу) (а > Уба + DX она Ла) = 过 是 (0, + =) 上 的 
Ума +1) 
на 021—0 йе a + D, a +)! > n! “qY +00 = пп 
п) еа 24, 其 中 等 号 当 且 仅 当 m = а = … = а, = 1 时 成 立 . 
2. 原 不 等 式 等 价 于 x + Z + у + у es na 
НОНЕ и,ь, га + + u? > 3umo, 因 此 ,只 需 证 明 
Ese ayay + + > l+ + (+ D + (z+ 12. Ф 


Фл) = + +1070) = G+ DG +300), М 


Љета Эгушо 


Оа) Н gG) 是 在 (0, + =) 上 的 严格 递增 极 孝 .显然 ,四 式 等 价 于 /xz) + Л) + 


kao >o. 
É MH (= а) + 10у = Dat) + LG - De(z) > 0. @ 
& 0 н, пае @ 式 就 可 以 了 . 
ка Ж х > y> =, 则 g(x) > 4(7) > 6(z) > 0, 由 oz = 1 得 x > 1,z < 1 从 而 有 
на («-1)д(х) > (к D)g().(: 1)дбу) < G - Dg(z), 帮 
к 00б) +-ру- Ово) + +G = Dat) > 06-10) + (5-0 + (8-0): 
Й у= Фоку яа 3)в0) 2 437 -3)e(y), 

从 而 原 不 等 式 成 立 , 等 号 仅 当 x = у = 2 时 成 立 ， 

3.) = 52-2." = ЛА) = P (EL) = „ (9) = еа). 
了 是 ww = О a.s C sas Ai(a) * = + f (a) дар fe (a) = a, 
а-\ а, а 


F 面 证 明 对 任何 k Є N U 10| ,本 题 结论 成 立 ， 
k= 0 时 ,二 = 1< 去 (2+a- V 4), й. 
假设 结论 对 上 = m 成 立 , 即 


1 гй а 1 
ТС Са) (а) t” t Ta) fa) pa) < 
Това Ма 4), Ф 
Ша > 2 时 ,f(a) = 下-2 > 2, 且 人 名 式 对 所 有 的 a > 2 都 成 立 ,因此 可 用 f(a) 代替 中式 中 
f 1 1 

的 ", 得 1+ яту + JC PCO * `” +“ аута: ту") < 

T+ Ха) VF) 24) = (e 408) = аа-а). 
1 


asa 


于 是 ,我 们 有 十 + 二 车 …+ 
а а 


1 1 1 
а) Са) fa) + + Са у аугаа) 


1 1 1 
= 1+ жегш В (1+ та) жже шут тшу: (а)! 
«1+4: аа-а ТЗ) = 10+ a- Va - 4), 
MD k = m + 1 时 结论 也 成 立 .由 数学 归纳 法 原理 ， ИА k € NU 10}, #0057. 


4. 设 fx) = 0а < L.J (2) = rau = 02413 > 0, 知 f(x) 在 (0， 


1) 上 为 下 凸 函 数 ,由 琴 生 不 等 式 , 有 
Xa ti) 


fe, > (1+ 上 ), 即 让 ov 加 > 人 全 
ПЕ шы А ыс 
ЖЕШ 


将 = 1,2,…,n 这 几 个 不 等 式 相 乘 即 得 
а» Тра + а яа рр рро, 


тав а Га] 1л 1-а 
а, 


тта 


Л) = Є (0,5) 0) = В Ска 


设 f(x)= 


x 22 


= 5+1 к-а? 15541 = (x + D(5z — 12 ,所 以 


гта а-а Sila +1 _15+5_ 
从而 5 is 2) Юю = =! 


а) = о кн, (0,0) ,在 均值 = + АТВ у = 12554. 
й- (а + 1) 125 +4 _ – (4х + 1) (3х - 1) 


паквкее тже al (1_ 2а) 


а-а, 
гч) = КЕ Da жы" ‚ыи МЭА ==) д, Є (0,8), > 1 
时 ,f(x) > 0,7 (а) > 0, у(х) ЭГЕ, АЙН 
дауда Ка) Ateat te) .At), 
ЗГ за = a, = … = а, . 即 证 得 原 不 等 式 . 
в. ST = 405 1,2,3,4,5), тууа =1 аса «1. 


0258.560, 1), 在 均值 * = + 处 的 切线 函数 为 y = Ет Па) +71) 


ГД a 
З 2517 20 = 2055 -2*+1) боска 


оса КЕР" о: = 入 , 则 原 命题 转化 为 : 设 正 实 


3 <0' 且 当 xE (0,1) 时 .从 而 

Са +10) 12җ +4 _12+12 

252 i 3 ат бе 

Ва рса ар 全, 原 不 等 式 不 变 ,于 是 不 妨 设 0 < a,b,c < 


ы 2. 
с а +(1-аЙ 2- 1+(1-2аЙ 90 < 90561,1 
2а = 1,1-2 = 22,1 2с = ху, —1 < xm < 1 Ë xí, + z + ху = 1. 于 是 ,只 须 证 明 


аа МЕГЕ ЭСИшО 


SF ЕЙНЫ _ 


К 


түге (- 1,1). 在 均值 x = 


27(2 — x) 
50 


S00 + x 
第 十 六 章 БИЕК ЖЕ) 与 不 等 式 证 明 
习题 A 
Ë SM 1 ї, p. OE 
1. НИНИ А = те Е | А т нимта оа. 
Ма Vb Ус УЬ Ус Уа 
¿tT уж ZE + Z= - Ve + a + ЕЯ ak = АК S, = 1. 
4 аі be a 
т. Бра 1+1 
п > 
1+1 1 1+1 1 
2. 构 作 和 矩阵 | п n , 主 对 角 线 上 元 素 均 为 1, 其 余 均 为 1+ т. 
+ 1+1 1 
n (a+l)x(a+1) 
出 (16 - 1) 式 ， 有 i}[1+ аса 9) n+ D+ Пе ,由 于 矩阵 中 行 的 元 素 不 成 比例 ， 


知 工 述 不 等 式 不 能 取 等 号 , 故 有 (1 + 二 
sina + 
З. WE 8] sino = 


cos 


[(эйге + соё + айба + sin" + сона)? + 3]4 > sima ° соё + ви?а - si + соёа = 1, 由 此 


ИҢЕ. 


а 
и. 
cs 

Ке » -1- 


зіп" 


+ eos 


= 56ГӨ ® онч ста оннуу 1 пре 9 


Аан у = 2702-5), йт 


1 


”> (+ Ly HDE, 


cos'B sina • сов 1 
simpB sima • віта 1| ,由 (16-1) 式 ,有 
а сова ы 


— айа зи? х 

sin"x 
b , 则 由 (16 - 1) 式 ,有 
os Cos х 

сов”х эз 


| 1] > айт + Баз, 


а + > (аа hy. 
os 


5. 构 作 和 矩阵 4 = , 则 由 (16 - 1) 式 , 有 


> 
ч 


по 12 ж en 


[(L + 2 + = п) > оп(п!)%,НШ И п! < СЪ)". 
2 


PE: ЕЕ РЕ 4 的 同 序 阵 
1123 + а 
12 3-а 


Bal U Y y , 则 由 (16 - 3) 式 ,有 


和 


коп оаа п)" = [nt Юк а! < ly. 


习题 B 
1. 由 x+y+z=1l 且 xyzER, 知 0D<x<l0<y<l0<z<1l 则 1-x>01-7y> 
0,1- z > 0. 
К 
тп) 7 {жу 1-у 


4 


构 作 3 x 4 矩阵 A z 1+z 1-z| , 则 由 (16-1) 式 ,有 


š 


а(1- 2°) ъа 
8 


. . 
дж tt 
z+ y + z = 上 由 此 整理 即 得 原 不 等 式 . 


2. 原 不 等 式 可 变形 为 -7 + Tree ай 3 
alb+e)+ (c+ a) t e(a +b) > 2 


pa 
ER аЬ + с) 

构 作 3 x 2 矩阵 er b(c + a) | , 则 由 (16 - 1) 式 ,有 
ob 
Key 可 с(а +b) :A 


у ру + ру! 2096 + be + ea)? > ab + ie + ae, 


2 2 2 2 2 
a` b: 


ыы 


pe да 2 1 1 .3 уяа 
Св +0) t (ежа) t аз) > 209 + e + а) о ЗУ аве? = 


оза 3:-3zo 


аре азр. 


= 


&3= 22 


9 я 
Tad "КЕФ 


Г 


Te 
зиши) “ * ° . 则 由 (16 - 1) 式 ,有 
с 
гран а 
Ф 

| ает аб 

ИЕ: P 2 Ф ОГИ 
ета теста дува шү Кү Жа+®+е+4)11 жай каї кс + 

ИОАН АНИ АЕ габ + с + аб асас В | ab + be+ 

обаа = (аз (b+ 0 Арба + tt = {баж о) + 1 о ра +. 

М a „ г a (al. rt у 
btrordtatrctdtarbrdtatbre> Marbictd) = 
Dla+b+ c+ d> 1. 

D gs 1 1 … 上 
4. 构 作 和 矩阵 x , 则 由 (16 - Ú 式 ,有 

1-18 рр 1 

п 
я Зы, 
ану атр Tay: ул шы Vu m. n 
т 0-00) 52 本 > (1+ 0) (1-2. 1+ 9л 1 7 Н 
ЕЧ 


ту" ... 
(+Ç) 11 1 


(ga +) 1 1 1 
5. 构 作 m x n ЯЕ б Way. h ; 则 由 (16 - 1) 式 , 有 


гу 
(аа, + 2) 


和 +) = ар r Y) 1. ВИЕ m х2: 


Д н СУ) DC) > т.й 


青 注 意 到 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 ,有 
(It = (Zaman (ttt = (L Sa)", 


п 
后 1 f 1а уз 
п- рот 5 1-6 а)" 0- (PE 
(*) 


则 


qi: 


Ў) с 


于 是 


+2+а=(-)"+()" +в. 


“|+ +» Се вар. 

Ж “在 ( x ) 处 用 到 条 件 єл. 
第 十 七 章 ” 含 参数 的 不 等 式 问题 
习题 A 

Т.а = sin0 + eos0,0 € [0,2 1.0 Є [1W3]. 因 sin20 = а? — 1.sin(0 + 4) = es(g9- 下) = 
将 +:, 则 原 不 等 式 化 为 习 1- 2+ az- 生 +3+2a > 0, 即 (z-2(z+ 人 -由 >0. 又 xE D, 


М2), 2 -а 0, аха+ т,» € [12].Ф бэ) = z+ 之 , 知 /(x) 在 [1w3] 上 单调 旭 
城 , 则 7x)m = /(1) = 3, 帮 a > /(х), а > 3. 
2. 利用 算术 ~ 几何 平均 值 不 等 式 可 得 


= 
xD = (++ = +(т+1 + тате > 7 45 当 且 权 当 (1 + 1) = 


Ў 


| 
э; ©ту 时 ,等 号 成 立 .于 是 有 7 © > 24, 即 > 2 Ey. 


З М ГЫ ЭРИшО 


(9 


ТАКЕ ТА Эрн 


ГА 


3. 对 4 分 两 种 情况 : 

СОМА 20,9 а ну + Аку > а к у? + 25у = (x+ y. 
"fay = 0 时 ,上 述 不 等 式 等 号 成 立 . 

(上) 当 0 < 2 < 28,97 # + у? + Аду = (x + yY - (2 - A)ay > 
(куй (2 (ES) = 23 AC. уу, 


当 x = y 时 等 号 成 立 、 


所 以 ,最 大 的 常数 е) = {2 
4. 先 估计 大 的 上 界 . 当 a = b = с 
下 面 证 明 : 对 于 а,Ь. с.а € [0,1], 恒 
先 证 一 个 引 理 ， 

BR 车 x,y€[0,1], 则 有 y+1> = + x. 

此 不 等 式 等 价 于 (7 ~- (2 - y -~ 1) > 0. 

从 而 式 ( * ) 成 立 .分 别 用 a、b 和 6、c 和 c、d 和 d、a 代替 式 ( * ) 中 的 x、y, 得 


2 


= 1 时 ,有 4k < 4+4,k < 2. 


Gb +1> а 
把 上 面 四 个 不 等 式 相 加 , 即 得 

ъъ еъ аъ ааъ ъа а Ф). 
综 上 所 述 ,h 的 最 大 值 为 2. 


5а = m = = x = 9, 由 假设 得 >) па > (Ba. 
取 = 2a(k = 12250) Ја < (Ba. 
四 和 加 给 出 > nm А сан. 
由 柯 西 不 等 式 有 六 na < саж Ўлан, 


Хаа, а, 不 多 为 0, 从 而 得 由 Q 58 УЛА > 1. 


£t 


另 - -方面 , 取 a = n(k = 12...) U О mitikura УА < СУЛА. 


иин Ф вн Sl <. 


Е 


тан Фя ант У) =1 


另 -方面 , 当 a = 28у, = 25 ай, (0) = 24, 从 而 a 的 最 小 值 为 /1 


аЬ + Вож да+ Фа+аь 200 + + e+ Ф). 


+. Вет к, аі 2+ Ё, Фак ъа. 


(ж) 


ш О ж, и Ула = (DIR СУЛА). 


根据 柯 西 不 等 式 中 等 号 成 立 的 条 件 , 则 有 实数 ,使 得 r= hat ,k = 1,2,…,n. 再 由 国 得 到 1 = 


(Уау. т н = 


Ф евра тесе та. М) рца P(n) ЭЕТ n ВЛА. 


з! п] 
显然 , P(n) 的 次 数 不 能 大 于 2. 设 Р(п) = А? + In + т. 
1)” - Р(п+1) Р(п) 
H ha тре = Geri nt 
及 待定 系数 法 得 上 = 1.1 = 3,m = 5,a = 5. 
жй,» = 2 + 25 + + 0-5, аздау 
在 上 式 中 取 n + 1 及 n, 两 式 相 减 知 b 是 常数 , 令 n = 3, 得 0 = 9. 


з 
由 b ур б е > (п -2)1 56, = (п 2). t 3n+5 р, 


(п> 2). 


4п+5 
wn 


注意 到 > 2 时 4 二 是 关于 n 的 减 函数 ,从 而 ec > 1+ 40345. 23. 


2-3 
可 取 e = 4. 则 a = 5,b = 9,c,, = 4. 
注 (1 ) 利用 类 似 方法 可 考虑 更 一 般 的 情形 :确定 自然 数 a Б.с НЕДЕ п КЄ N,n > Е 


( с 20-а 3-а па 
Маат < рр ре < a. 


СИ) 由 本 题 还 可 得 到 一 些 “副产品 ”， 


е 2-2 2-2 ..,т-2 а+2 
ЕТ йы: еч n! 


= 3(п > 2). 


3 3 3 2 
2 23,95. z + m + = 9(n > 2). 


5 а з 2 
л — 52 n + 5п +14 +3ln +52 _ уз, 


>» “у, з, унс п] 
等 等 .这 些 结果 给 数学 竞赛 提供 了 丰富 的 素材 . 
2. 将 条 件 式 @ 变形 为 (* - ЬУ! + (y -1)? > b. @ 
因 对 任意 实数 x、y, 式 О Вуй, b < 0. 
于 是 式 @ 为 2[2cos (x — у) – 1] + 8bcos(x — у) +8b(b + 1) + 5 > 0. @ 


令 z= cos(x— y),z € [—1,1],[Җ@ 47 + 8bz + 8 +8b+3 > 0,26 [- 1.1]. 
作 和 辅助 函数 . Kz) = 42 + Ве + 8° + 85 + 3, 则 /(z) 在 [- 1,1] 上 恒 大 于 0. 
因 6 < 0, 所 以 ,有 如 下 两 种 情形 : 


БАА Эрн 


Сд = 4 -4х (8 + ВВ +3) <0, 则 6<- 羡 或 -二 <6<0; 


A>0， 2 <«-. 

z aaa |. m-j3 << 2. 

š Z) > 0, к<-1- зй»»-1+. 

б ВСТО СП), ЭР p 的 取 值 范围 为 (- =, -1- 2) (- 二 ,9)， 

| sote, c пыз 

Е (Vl+x+Vl-x-2)(Vl+x+ МТ а в 2) ë +1) = - 222 成立. 
因 在 闭 区 间 上 


- ° 
о</Тух+ 5 52а јас. ++ 


+90900 9) +224001 <1, 
从 而 在 [0,1] .上 函数 
В) = ОТ МТ 2) ИТ 6 0) ВО < h(x) < 4. 
故 对 x Є [0,1] 有 VT+x+Vi-x-2= Де <- = 
如 果 对 适合 0 < < 20и Ир 0, 下 列 与 上 述 类 似 的 不 等 式 成 立 : 
наал ГЕ |x € [0.1], 


т-у < E.M + 0 € 1040). 


h(0) 


令 x 一 0 得 0> 7 В ,但 h(0) = 4. 所 得 牙 盾 表明 a = 2 是 满足 条 件 О 的 最 小 数 ， 


使 不 等 RV1+x+VI-x*-2<- 三 (ze [0,1]), 


max h(x). 对 任何 wv > 0, 有 Vu +Vv < V2(u + о). 
ФЕ @!р,Ф = 1+ s. = 1-5,1 +х+/1-х&2. 


另 -ЭЛМ, ЕСЕН! h(0) = 4, 因 此 ,有 max h(x) = 4. 故 满足 © 的 最 小 正 数 8 = 4. 
综 上 知 ,适合 条 件 的 最 小 正 数 a = 2, 此 时 一 定 存在 B( 事 实 上 8 > 4) 使 原 不 等 式 成 立 ， 


4. МАВ асе п. ШЖ bd > n + M +5 < z 


Satl’ 


M - кз <- ү 成立 的 最 小 正 整 数 B， 等 于 满足 h(x) < p(x Є [0,1]) 的 最 小 正 整数 8. 因 此 ,8 = 


上 是 ,再 次 得 到 h(x) = СЛ а Иа 2) Vit) УТ ар) < 4: 


< 二 1 一 < 所 以 不 妨 设 8 < n. 


n n+l 


йш Ма єє). Жа = 0- 时, 直 ar e = ана 526 Q bul, лат 


从 而 为 使 息 + < 1,d4 的 最 小 值 为 由 = b(n+1- b) + 1, 此 时 入 + — 的 最 大 值 为 


b-1 КА ҮТ Жүн! 
6 *Ма+1-Ь)+1^ ~ bd 


Ща= b-k,c= n+k- bB. d > d,, 则 


a < _b-k nik-b bk п+Ё-Ь 
和 
PHH b < а ‚АЙЕ 
b-k n+k-b п+1-Ь 1 1 
b 7 bd, 
1 1 
由 此 得 到 当 d > а, + 6 <1- т, 
一 k- 
Жасан, нтс ларо тр 
Mb - k n+k-b Ы-1 bd -1 1; 
所 以 + t < гта =з =1-44 


由 此 ,国定 0, + + 的 最 大 值 为 1 р АЙШЕ а + = n, +26 < 1 的 条 件 下 ,所 求 的 最 


ААА пн П ~ TUE 
ОЬ) = b[b(n+1-)b)+1]=- 0 + (n + 1) + Б. 
fb +1)-/(%) =- 36 +3b+1) + (n+1)(2b+1)+1 
=-3 + (2п – 1)b + n + 1. 
今 二 次 三 项 式 - 36° + (2n - 1)b + n + 1 的 惟一 正 根 为 5, 则 
b= 02а -1+ Vn +n)]. 


易 知 , 当 5 < 5 时 ,f(b +1) -f(b) > 0, 当 b > 65 时 ,f(b+1) - ДЬ) < 0. 从 而 当 ,等 于 不 小 于 性 
的 最 小 整数 时 ,J(5) 最 大 .再 由 (2n - 1D + 12(n + 1) = 4m + Вп + 13 可 知 
Ри Жау) < 2n+3. 


所 以 ,各 + < 5 < Ë + 于 .于 是 易 证 不 小 于 h 的 最 大 整数 是 [2 + 十] + 1. 以 上 便 证 明了 


#а+е= п, +76 < 18], +-© 的 最 大 值 为 1- 1 ; 
b od ва ЕА 202" +109 - 028.1) 


由 于 此 数 随 ”单调 递增 ,从 而 它 也 是 在 а + с < п, 9. Уш < 1 的 条 件 下 ,全 › + 的 最 大 值 - 
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5. 注意 到 不 等 式 左边 的 分 子 .分 母 关 于 x 的 二 次 式 的 系数 的 关系 
(а? + 4а – 5) – (QQ + 2) = – а? + 4а - 7. 

设 关 于 х 的 方程 

а? + (2а? +2)х- а + 4а -7 = 0,2 + (а +4а—5)х-а*+4а-7=0 

的 两 根 分 别 为 x ЯП хә(ж < о) mm 和 xs 人 (za < ож). 

注意 到 xm = mx =- а? + 4а - 7 = – а(а- 2) -3 < 0, 

(ar + z) — (ж + za) = (а + 4а – 5) – (2а +2) = – а + 4а -7 < 0, 

所 以 ,x ух заз ох, 的 大 小 关系 是 x < xx < x < ац. 

故 原 不 等 式 的 解 集 为 (%) оха) U (хола). 

由 是 意 得 (xy — x) + (aa о) 24, а - 4a + 7 > 4. 

解 得 a < 15 a> 3. 

因此 ,a € (- ®,1]\)[3,+ ә). 

6.(1) 由 4d 的 定义 知 d < (а Б)?,4 < (b - c ,d < (с-а). 

以 上 三 式 相 加 得 

34 < (а- b) +(Ь- с) ж (с-а) = 200 + P + 2) – 2ab - 2с — 2са < 2002 + М + 0). 


从 而 ,d < (а P +). 


故 可 取 X = 2. 
(2) 不 妨 没 4 > b > е. 


若 b < 45-9, 0а >2b- c> она = (b- с). 


5а - (а + 2 +) = 506 c - (а? + 57 + с?) 
< 5(b- 0) - (26-с) P - ‹* = — 6be +30 < 0. 


#b > 450, а < 2b Bd = (a - by. 
54 - (а + t + 02) = 5(а— 60) - (a! + P + é) 
= 4а? — 10ab + 4° - = 2(a - 2b)(2a - b) – ё < 0. 


所 以 ,d< бав e). 


因此 ,oo < +. 


M = 45-8, а = (25-2) uy, 


агу <S +зас = 54 + Зас. 


a +b + = а + ( 2 ) +C = (а- с)? + ( 


由 此 可 见 , 对 任意 正 数 4 < T, 


„(+ 0) - Бас 


Аба ё) + Cho aa. + 0) - Зас 

> (Q + P + 2) + СБ 2)a' = ас. ® 
了 于是, 只要。 < СЇ - ))a, 式 四 就 不 小 于 Mo + + 2). 

因为 > 0, 所 以 , 当 0 < 4 < + 时 ,不 等 式 上 不 成 立 . 

从 而 ,> + 


综 上 所 述 ,满足 不 等 式 @ 的 最 小 正 数 4 ИНТ. 
7. 先 对 特殊 的 数列 | a, | 得 出 А 的 取 值 范围 ,再 以 任意 数列 16.| 给 出 证 明 . 


Фа = i(i = 1,2,5). 
由 不 等 式 易 求 得 》 < 20020), 


下 而 证 明 : 对 任意 正 整数 а, < а; <"… < a, 都 有 
ев 20 


+ а + + а) + 2a,. (*) 


Ша + (n - k) < а„, а, < a, – (n – k)(k = 1,2,--,n - 1), В a, > п. 


a= 2 人 in- 


2(n- 2) 
= 222г 


+a + +aa)< а, -[(n-1)+(n-2)+ +2+1)]} 


n- Da, - (а - 0] 

= 2(n - 2)a, - n(n — 2) = (n — 2)(2a, — п). 

而 (中 — 2a,) - (n - 2)(2a, - n) = a,[(a, — n) + (2 - n)] + n(n - 2) 

= (n - 2)(n - a,) + a,(a, — n) = (a, - n)[a, - (n - 2)] > 0, 

于 是 ,不 等 式 (* ) 成 立 . 

因此 ,》 的 最 大 值 是 《2 二 22(n > 2). 

8. 先 寻 找 m 的 最 小 值 , 再 给 出 证 明 . 

"а= b = c = 二 时 ,由 所 给 不 等 式 得 mm > 27. 

下 面 证 明 :不 等 式 27(w + + 2) > 6(a + + 2) + 1 对 满足 a+ b + c = 1 的 任意 正 实数 
aa.6\e 都 成 立 . 

易 知 对 任意 正 实数 a.6、e, 均 有 

а + b > аьа, + с > със, + a) > да+ са. 


三 式 相 加 得 
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рее ае 


00 + b! + д) > аЬ + be + ёа + ab + b + са. 


Л З(а ++ e) 2 a+ +с'+аЬ+ еъ a + аё + Ы? + са 

= (а+ + с)(а? + 5+) = а + P + с. 

0 6(а + 0 + 2) +1 = 6(а + P) + (2) + (a+ b+ с)? 

= б(а®+ bt +02) +3 (а + P + e) 

= (а + 00 + с) < (a` + +). 

9. 先 求 出 с 的 取 值 范围 ,再 给 出 证 明 , 最 后 指出 “ 取 最 小 值 时 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . 
х, = 0 时 ， 


ж = sz = 1,9 ш = ° 


=— 1 


со хіх (ВА) = 


下 而 证 明 : 不 等 式 3) 


жау(ай + «}) < T(> xi 对 所 有 的 非 负 实数 атола сол, ЖЫЛУ. 


«Пе £ 

ВЕКА Уа = СУ) +2 У) xx) >4X]6 2 У) xa 

=8 У) аа: Ур > 8 У) ха(а'ї, k У) ха(аї +) < T (Yay. 
i f fs 77% СТРА € 


因此 ,ce 的 最 小 值 为 上 , 具 等 对 成 立 的 充 要 条 件 是 ,其 中 两 个 x, 相等 ,其 余 的 n - 2 4° x, В 0. 

10. 设法 将 所 给 不 等 式 左边 转化 成 能 运用 平均 值 不 等 式 的 式 子 ,并 注意 到 将 这 个 式 子 与 (a? + 中 
+ ?建立 联系 ,进而 求 出 M 的 最 小 值 . 

首先 考虑 Р(0) = (É В) + (ЁЁ с) + абс Р) 

易 知 Р(Ь) = P(c) = Р(-с-Ь) = 0. 

则 1ab(o - 2) + be(b — с?) + са(с®- a2)1 

=l Р(а)1=1(ф- с)(а- be- е(а+&Ь+с)1. 

于 是 , 原 不 等 式 等 价 于 

(в cola- Ь)(а-с)(а+Ь+ с) ls M(a + Б + с). 

由 对 称 性 ,不妨 设 a < b < c,WJ 

1(%-с)(а-&)1= (b- а)(с-%) < [e= (e D) 2] = 3, 


呈 等 号 成 立 的 完 要 条 件 是 ba = с 6,26 = a + c. 
2 2 
пова 2-0 5 е урасы #0- а)? 


30-а) 

«2100 - а) +(с- bY + (c а)?%], 
几 等 号 成 六 的 充 要 条 件 是 25 = а + с. 从 而 ， 

ГО - с) Са ~ b)Xa - с)ба + b+ e) 1 


< l(c-a) (a+ b+ о) TV ata + b x oy 


1 /Т К ®-а* + (e - b° + (с-а 
< Е сае + (с-а } (arb+e) 


rr rr an куе}. 
由 平均 值 不 等 式 有 
10- oa- ba- (a+ b+ с) 1 

[a (е0 + (e= aY + (a+ b + суў]? 
< 4 


йм 92 ,是 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 26 = a+ c 


3 ПРИН: ЕС 


解 得 20 = a+ с,(с- а) = 180. 


取 1 = |, 得。 1-52, = 14+ 3 并 .此 时 , 原 不 等 式 中 的 等 号 成 立 ， 
92 
ММ. = 39 ` 
第 十 八 章 ” 复数 及 运算 的 几何 意义 
习题 A 
1. 由 1zl=15= 1,0 = 1-02) ,得 
1+2 
21-90 1-4 _ T 22 (ot 22 
теь Le 23+ +0) 
2 – 200840 1 – соя46 
= ооб = 1 z Cos46 = tar20 
2 б x Sr 7л „рк 
|1? = tar26, 所 以 tan20 = + 55. НО < 9 < x, 于 是 计算 得 9 = Jy, 12 В 
因为 0 < аво < 至, 经 检验 得 9 = Жл. 


2. 将 条 件 转化 为 = = 1511-6, 225i. 令 a = 


-а1^1+а!*1+а ш! 
Па - z+2| = | cos20 + івіп20 - eosg -ising+21 


= V (eos20 — cos0 + 2)° + (sin20 — sin0)° 


Š , 则 z = cos + ising. 于 是 


= Узе 8 — боой +2 = 8(cos0 — 3.) + +. 
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адзна ЭсунО 


= жшк, 


ШО Ма 0,0 < 0 < 2x, 所 以 1- созӣ 52 0, 于 是 a = Г соё = °9t- ,tan(argu) = -® = 


Las an б=т 
а 2 


“ < 0O,agu € (3 22) Я аки = z+ 2. 


НИЧ > = зу, 12-34-21. = 3⁄3. 


2алу |= |1т(аїз,) а =l z Ë 1 x (= /2. 
GHV OF I + аў = (06) ка, Ыз, Уу Qk I+ a = У Оов 
各 


-l)+ail>1 ок - 1) + (Уатт n+lil= Ул + 17 ,显然 等 号 可 以 取 到 , 故 5, = 
£t £t 
V + 1 > 0. 
# S, € 2,15, - п?)(5, +72) = 17 ,于 是 有 3 п = 1 B S, п = 17, 解 得 n = D. 
7. < бй! -11=1z2 —11%,Д ЖЕ п > ОНЕ. 


12[ Coeow gsing — С? сов" ді? ө + > |, 


ЇН eosg,sing 为 有 理 数 ,所 以 上 式 为 有 理 数 , 即 1 2 _ 1 1 为 有 理 数 . 


3.(1)zu = (1— cns0 + ising)(o + ai) = Га?(1 - cos0) - asing] + [ a(1 ~ cos0) + qzsing]i. 又 


(2)o = (z+ и), ажи = (П созд + а?) + (a + зб). # a € В, + u € RR, 于 是 a+ 
vin0 = 0. Ха = раб 8° М. аб 天 0, 所 以 1+ т—1-— = 0, 即 cosg = 2,3ЖЖЕГЕ А „ ЖЕГУ 
让 实数 ， 

4 山王 -3z-21>0, 故 当 z= -1 时 ,122 -3z -21 = 0; 又 1 了 -3z-21=1(z+1)2， 
(z -2)1= а-а = (z+ DG+ U) =2+28e(2), 14-2 = G - G 
2) = 5- 4Re(z). 令 = = z+ yi,x,y € RxE [- 1,11.88 


5. МЫ 5 = x+ yi = a + bi Ml a Isl,lsls/2.X 4 =  - 2 луі, n = 
аб - y') - 20xy + [b (2 - У?) + 2аху)і, Т b( = — X) + 2axy = (222). | а? у) + 


Па = өнд + нд — 1 1= оноо 1 = 1 2 (eo 0), emp ~ ng) | _ 


a` (1 — сок) — asing = 0, ° 
а(1- cos0) + ozsing ; 0. ° 


sing 0 а 


а 


x 


当 0 < 0 < x 时 ,a > 0,argu € (0,2), ми = боци < 0 < 98, 


созӣ 0 = 


12-32-21= (2+20) /8 4 < [2+ 2005005280) + (5- 42)] 1 = зу3, 


[т 


Г“ -1!= 0, 结 论 成 立 . 
z = созд + ising, 由 题 设 ,cosbg,sing 均 为 有 理 数 ,是 


8. 如 图 18 - 5.Ë z; = л + yi(x,y € R), 则 
а? + у* = 1(у > 0). 
记 arg(z - 21) = a,arg(z - zz) = B, 则 


Ф=а-В,Н-у < ç < x. 
k =Ë 
因为 tna = Улай = 7з, 
лапа ~ tanf 
БШ апр = tan(a — 8) = T+ tanatan8 = x — 5 25. 


根据 中 ,可 设 x = cos0,y = sin0,0 Є (0,7), 则 


пе = 25870. ДІ апд - tang созд = — Sang, @ 


解 得 -3 < tonp < 58. ， @ 


由 加 ,四 可 得 pw = x - Ме 


此 时 Раис 206. 
习题 B 


1. 由 题 设 知 ,z,w,3 对 应 的 向 量 可 构成 首尾 相连 的 三 角形 ,或 共 线 的 三 线段 , 且 | z 1+1 6w 1= 4. 
则 问题 等 价 于 "和 408 中 .已 知 a 的 对 边 及 其 余 两 边 之 和 , 求 cos(180 — a)( 即 cos(argz - argw)) 的 最 


ХАН ВЯ соаг ane) = 1 татат «1-с тур = ToMOSHB OEI = 


| ® 1=2 8], [соз(агрг – argw) J = +- 

2. 依 题 意 , 知 24 = 6, F(2,0), 所 以 za 满足 方程 1 +211 -21= 6. 设 点 4 对 应 复数 z, 则 
ж -2= (z - 2)(ess т + sin) = (:-2)(-Ь ЕРИ +2= L+ 316, 一 2V3), 所 以 1 а, - 
21+12 +21 F ens sn sS ЗД ЫЛ - 6,4 的 轨迹 是 以 
点 (2,0),(0,2V3) 为 焦点 ,长 轴 长 为 6 的 椭圆 . 

З. 同时 满足 方程 arg(z + a + ai) = аб: 一 а- аі) = = 的 复数 表示 线段 AB 上 的 点 P, 其 
Ф А(а,а), В(- а, ~ a). = b+ bi) S SMEPPPSA CUM 其 中 C(b, - b). 
fi AC, BC 的 作为 be = =}, = 2 二 让 ,所 以 ae(z - b + М) 的 取信 范围 是 [arctan 4 Ё ү, 


а-Ь 
айап 61. 
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теа 


4. 设 诸 点 对 应 的 复数 是 x (k = аео шнаниояиаазяти и у], š 0; 


Уа = 0. 令 尸 点 对 应 复数 =, 则 常数 1- Уа-а аа Ута mie = lG 


Еі £ 


- Y Ta ВШ > > ia н, Ж 


的 图; 当 = >) | a 时 , 仅 有 一 点 ， 


即 重 心 ; 当 4 < 》) 1 .1 时 ,无 轨迹 . 
£ 
5. йг = «+ yi(w,y € Ж) х + yi= асобт еі +2(-Ь- + bi) соба sin + (1+ ei) ай. 


И = сор + айба + sin't = sint. 
у= а(1- z) +2b(1- x)x+ со (0 < x < 1), 
Шу = (аже 20) 2° +2(b- а)х+а. А,В,С, 所 以 a + c - 2b #0, 可见 所 给 曲线 是 


Миани. ав. ВС 的 中 点 坐标 分 别 是 D( 记 ,9 地 4) ЕСЭ. Рс) трга DE 的 方程 为 y= 


(е - a)x+ (a +2b — с). 


6. 如 图 18 - 6, 设 Z,, Z, 和 Z 对 应 的 复数 分 别 为 a ,za 和 z, 其 中 
д = п (созӣ + isin0), 2, = г, (cos0 - ising) . 
由 于 了 07,2, 的 重心 , 则 = = 28. 
所 以 3z = д + mn 
= (r, + ra)eos0 + (r, — rs )isin0. 
设 2 = x+ yi(z,y € R), 由 ,得 
[> = (л + л)совб, 
Зу = (r, ~ ra)sin0. 
3 


ТА = n + r 
кее Айы ы 


即 


nn 
А 
от - 7,8-9. - 2. = ап. Ф 


cos 7 віп 0 


X. 202,2, 的 面积 为 35, 即 二 T2sin20 = S. 


š 25 
亦 nm = 428: © 


由 图 .G@ 可 得 点 了 的 轨迹 方程 为 255 Э = 55. 
又 由 四 ,得 

13: Ë = (п + r)'eo#0 + (r, — ra)'sin' 0 
(п - ri)'co@ 0 + hriricos 0 + (r, 一 rT) si 0 


, 
= (пс п? + 856800 = (mn - n) + 4500. 


2 BË, 1 z las = 3 Secal6 . 


第 十 九 章 。” 复数 与 三 角 
习题 A 
1. 由 于 1+ itang = zg(cos0 + ising)， 


шаб + i = б + i = сабзи + ісовд) = Сен - 0) + вар. - 0)]. 


[eos(— 0) + isin( ~ 000 -5(cosg + isin8) 


所 以 原 式 иу: 1 т БЕТҮ 3 
(соб + jsing)? > 12 (оов. - 0) + isin(— - 0)) 


Е Le- 40- $ ) + isin(- 40 ~ 2) 


1 
cos" 0 


= —1—(— sin40 - їсом8) = - —1- (8140 + icos40). 


сов 0 
2. 因 cos40 + isin4b = [ (cos0 + isin0)? ° = [ (co# 0 - sin° 0) + 2icosgsing] , 
即 cos40 + isin40 = (cos 0 + sin' 0 — 6cos 0sin° 0) + 4ісовбвіпб (сов? 0 — si? 0). 
依 两 复数 相等 ,得 sin49 = 4cos0sin0(coé 0 — зіп? 0). 
4 0 = arcsinx(-1<x<1), 代 人 上 式 ,得 
sin(4arcsinx) = 4cos(arcsinx )sin( агевїпх )[ cos (aresinz) — sir? (агевіпх)) 


=4V1- wx(VI- Y -а*] = 4х(1-2)/ 1- 2. 
即 sin(4arcsinxz) = 4x(1- 22) М1 Z, 


Зат -1 = 0 的 七 个 根 为 cos24 + ыш 2р = 0,1,2,…,6) .由 韦 达 定 理 得 七 个 根 之 和 为 0。 


2х м: 1 


于 是 ,有 1 + eos 他 + сов Л + + сов 12 = 0. 再 由 诱导 公式 易 得 co 于 - оз” + oss = су. 


4. 若 z = cosg + isin0, n € N` , 则 


("+ D, 即 seong = г. 


1 
+1 


cosng = Re(z) = +(z +) = 


2: 


знн ната Эно 


юз 


Беле -+-&РЕ ЗЕГЕ Эрди 


fi МЕСИ 
22 оё 
ЧЫРР 


„Жез Кыс Ж 
РТМ РЕ КЫР ИРГИ 
ШС +1)(2 +1)(4“ +1) = (z+ Z + P + 1)(2 +1) 


= 2+ z 


202 + 0С в 0) + 0) =2+:+2 вг = 


02 ж в ОС 0) = r+ 


23(2+1(#+1(2+1)s2+Z+2?2+Z+2+2 + 7 =1-1:- Z, 


+Z +z гова + Z + 


Са +1)X(# +1)X2 ОС + 1) = 2+2r+22 +27 + f 626 +2# +7 +28 = ñ - 2, 
3-1) 
км (21) = 4. 
5.0) Фе = ет НЕ х {ПИЗ + zs+ а = (z е) (а с е) асет). 
(>) 
在 (* ) 式 中 令 x = Т е) е) +) = TI (= DJ). 
1.2," n 1, 2" Пен - 二 0 - (- ре, 


ПЛАН, ҖЕН, 得 这 К 1= є. )'1- (- D"]. 
(2) 在 (* ) Ф z Дра 51-е 


X1- е = -2isin Ат Ik = 1,2,,п ТС 20)" Ha п. ү, 


= n. 


ИШДИ, ЕВЕ |] ып #7 - Сее, 


注 “利用 本 题 结论 及 三 角 恒 等 式 = msin а а С в aa Ë - 


所 以 2Re(S) = Re( > ае“) + Re( У\а, це) + 2а, 


оха тасу Уч (9+1) 
2 


= (онуй) = 0, 


故 Re(S) = 0, 得 证 . 
下 面 证 明 : 若 结论 对 m Є N` 成 立 , 则 对 п = 2m 亦 成 立 ， 


假设 存在 1,2,…,m 的 排列 61,6,…,b ,使 Re( Уе”) = 0. 


又 Re( SN2k - 1”) 
га 


= Уут 2k + De ) = Re( TC2m — 2k + 1)е #2”) 
£ => 


二 Re ССО - 1) + от — 2k +1)]# 2”) = mRe( 


Б £t 


Ээ, КУ кй, 


即 Re( y (2k - туе >) = 0. 

вто, …2m 的 排列 为 1,26, ,3,2b ,2m – 1,2b, , 则 

Re( Уш”) = оке Уе) + весу) ок - пе”) „о, 
即 n= 2m 时 结论 成 立 . š 


综 上 所 述 ,结论 成 立 . 
7. 因为 sina = 567, сона = S 5 ° йй una = _ -人 
ed 
12 n), таб + 6 = = 二- re 


= = [+ үз + (n - 2) >) луз +(n-3) У зн + 


т) д 


ар „с 


Te +1), 
Чота P: 
ЖЕ.) 表示 从 1,2,…,n 中 每 次 取 上 个 数组 成 的 所 有 组 合 形式 .从 而 


+ 


М 1 
> 1 Ee бе а (a 2) у) сонй РС РА 
} 


жюн = 
е! Г) 


ааа |, {Те 0} 
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PR81882; SET ДЕМ Га Эро 


男方 面 ,zz - e” = Ой КНЕ 680. еба узев, д Улеб ано 
名 


Е РЕ РЕ 4 
Жы: з хә) ‚ ш, мә, з, 
- 0, Ул зоа. р an , ia... 0 


л! 


1 aero (о руне сан 
А! 


ш а 2 шь, __ пр наан = (Do e р 


=! py 


Ts emt) 2 De шшш, 
过 


И, Yan(g+ 40) = 全 -2 
= " ОА 
маании, Уа + 7-1) = 1 ы, 
а 
ЖА 
ч п ЖИН, Уш + Ёл) „л. C 5 Tü - —2— 
0 1 1 
" T e= rd = пони 
第 二 十 章 。 复数 与 方程 
习题 A 
а= у + yi(x,yE R), 代 信 原 方程 ,得 -y+2V F422yi = qa. 根据 复数 相等 的 
充 要 条 件 интерн, Ф 
оу = o. @ 
ШО х = 0 或 y = 0. 所 以 原 方程 若 有 解 ,其 解 为 实数 或 纯 虚 数 . 
下 面 分 别 加 以 讨论 . 
(DD у = 0, 问 题 变 为 实数 范围 内 解 方程 2 + 2 1 x 1= а. @ 


解 方程 图, 得 1x1=-17+vT + .所 以 原 方程 的 实数 解 是 = + (~ l+ Ута). 

(2) 若 * = 0, 由 于 y = 0 的 情形 已 作 讨论 , 现 只 考察 y 天 0 的 情形 , 即 求 诛 方程 的 纯 虚 数 解 2 = 
yity 关 0). 此 时 ,DO 化 为 -天 +2171= a. @ 
ИЛЕ ФА уте 1+ М1 а(00<а<1). : 

ШО < а < 1 时 , 原 方程 的 纯 虚 数 解 是 z = 上 (1+ ИТ) са (-VI-a)ioezx0). 
ЙЧ а > 1 时 ,方程 @ 无 实 根 , 原 方程 无 纯 虚 数 解 . 


2. 设 方程 的 实 根 为 各, 则 абі + 0х + (l+ ах вазкі 0, 即 


(аф + ж + а?) + (a + mxo+1)i= 0. 


аў + xo + а = 0 


根据 复数 相等 的 充 要 条 件 ,得 [ 


аф + Q xo +1 = 0. 


ee 


加 - 四 ,并 整理 ,得 (ао – 1) (а? - 1) = 0. 所 以 xo。= 1 а? = 1. 
当 m = 1, КА Фа + a + 1 = 0. 
显然 ,此 方程 无 实 根 , 与 a € ЕЖ. xo w 1. 
LaV5 


ща = 1 时 ,有 a =+. a = 1 也 不 合适 . 故 a = - 1, 此 时 < = 53 
综 上 所 述 ,a =-1. 
З. 61 (п +20 R o = еї, ал аай ее -1 = (ст 


co 等- D + isin 等 -sm 等 ) = 0, 即 w = el 是 方程 "zz - 1 = 0 的 模 为 1 的 复 根 . 


Ж гг -1=0 有 根 w, 且 1wo1= 1. 则 wr”- wr - 1 = 0,8 "(о – 1) =1. 两 边 取 
ЖЯ la" 1lw-1l=1, 即 1w-11=1. 故 o 为 圆 |1z1= 1 与 圆 1z-11= 1 的 交点 所 对 应 的 复数 . 
从 而 w = 时 .因此 内 = 1 当 且 仅 当 61k(kE Z). 

l, ө = 1, а! - o +1 = 0, ш-1=а@7. 
-ww -1=0, 有 0= "(а 1) - 1 = а а? – 1,80 о" = 1,#61(л +2). 

综 上 ,命题 成 立 . 

4. Ж! AB |= | AC | Н ! AB ° +! AC ° = | ВС, ААВС 为 等 腰 直 角 三 角形 . ; 

设 z = x+ yi(x,y Є К), ДШН ВС 为 直径 的 圆 的 方程 是 x(x 2) + (у + 1) (у -3) = 0, 即 
0 + у – 28 - 2у - 3 = 0. Жа= а+ 61,8 = c+ 4(а,Ь,с,4 € Ҝ) КЛЕЯ, ХЕЛ x? + 
у? + 2ах - 2by+ c+ di = 0. Е, d = ОН х + у? + 202 - 25у + с = 0. ЖНЖ, а = – 1,6 
= 1.6 =- 3.Жа=- 1+ 1,8 =-3. 


Зое 1 可 设 w = cosg + біп, АТС)" = соз + ising 


于 是 | 二 这 -cos 2 二 2 + ijn 人 二 2kr(k = 0,1,2,…,n ~ 1). 应 用 合 分 比 定理 ,得 


9+2kr .. 0 + 247 
1 - cos ——— – isin — 
n п 


ix = 


1 б+2%х 0 +205 

+ соз + isin + 

2sim 8+ 2Ё% _ эшш G+ 20,0 + 207 
2п 191 2л 2п 
> a 0 +2т, „. 0 +2kx 0 +285 
2соё 和 + 2isin 人 和 arco 7 
6 + 2kz ,os d+ 2kz: 
"убы 2п 


$ 0 + 267 21 
w s Ó + 2kx @+2їт 
2п + 2 
9 +247 
Ы 2л 
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f k = 0,1,2,…,n - 1, 便 可 得 出 康 方程 的 н 个 不 同 的 实数 根 :tan 30. дап #2”... 


ип 2 十 20 Dz. Ф 
> "ED 

к 6. 设 方程 如 - -az -56=0 

数 的 3 个 正 根 为 w ,za ,x3. 又 设 方程 2 а + bx+a=0 四 

ка 的 3 个 根 为 yi ,六 ,为 ,由 市 达 定理 得 а+ы+җ=1, @ 

的 ку + 5903 + TN =-— a, Ф 

Р: ахз = b, @ 

问 ужу жуз = 1, @ 

Ж У + ууз + узур b, Ф 
Ууз =- а. Ф 


ШФ, Жа < 0,6 > 0, 因 此 方程 © 的 系数 恰好 正 负 相 间 . 这 说 明 方程 © 不 可 能 有 负数 根 和 
零 根 ,由 于 方程 @ 是 三 次 方程 , 故 它 必 有 一 实 根 ,此 根 只 可 能 是 正 根 . 

为 证 方程 @ 还 有 一 对 共 思 虚 根 ,只 需 证 明 它 不 可 能 有 3 个 正 根 ,以 下 应 用 反 证 法 . 

假设 yy € R JH @,@Ж1 = у, +у, + y I NN = 30а. 

所 以 0<-a < 1. @ 

iQ 30 эз ууу = 32. 

同 理由 @,® 可 得 (- a)” > 27 9а < P < 20-а). 

从 而 (- а)? > 3% + at EJ - a > 27. š © 矛盾 . 故 命题 得 证 . 


a+b+c=2a, 
аб + bc + ca = а + 0. 


7.(1) 由 虚 根 成 对 定理 ,可 知 a — Bi 也 是 方程 的 根 ,于 是 { 
ЖШ а >b > се = 2а- (а 6). Фавро? + 8 = ab+ иаи) clue 


- a) ИГ - +u + 2ou > а? Wk ЖАРА, ИГИ < ш < 2а JAI e 2а = (a + b) > 0, 


所 以 a,b,c 都 是 正 实数 . 
(2) 只 需 证 明 /a < VB < Ve. 


由 条 件 可 知 (b+ с) + Беа н В > а? = (90 суе pat b+e) -da(b+ e) < 4k. 
йй} -2(5 + са + (8 с) < 0. 于 是 ,由 求 根 公式 可 知 a < (b+ c) + (+ EEC GT P 


= b+ ce+2 V hc = (MB +Ve) .所 以 ,存在 一 个 以 EVENWE 为 边 长 的 三 角形 . 
8. 设 正三 角形 中 心 对 应 的 复数 为 a ,3 个 复数 根 对 应 的 复数 分 别 为 а үз .z, , 且 


= сов Л 4. зіп Ж 
ш = cos S + isin 7, 


2 -% = (2 – 2)e,z — = (2 - ow. 


由 韦 达 定理 知 


Z +n +s = (1+ o + а) + (2- ш- @*) = 3 = 0, 


уа 
£= з + m + nz = (ожа? ка) = 0, 
s=- naa =- 8. 


X Iz1=lz-zal= 1,WD I s 1= 1. 


第 二 十 一 章 。” 复数 与 几何 


习题 A 
1- 设 三 角形 三 顶点 对 应 的 复数 分 别 为 ,zs з, ,有 对 应 的 复数 为 z, 则 二 二 汪 ,之 二 全 жнр 
1-а __1-% р-а _ Ж-% 


消去 z, 并 结合 及 二 = аъ = зу = 1 可 得 z = п + 2 + z ЩЕП ИЖ. 
2. zn n ЖЕ „Киш Чг, 8. М2 =“ C щщ 229 - 0， 
Вр Im(z; — z, )(z; — 4) = 0. 


故 Im(2y ° 2 — z ° 3 — 


2-2-2) = 0. 
ЇЇ Im(z, + 22) =- Im(z * 2), 

1т(зу+ д) =— (25 ° ш), 

Im(z, * 2.) = 0, 

故 Im(Z, ° 22 + Z ` 2 + 2 t z) = 0, 

Bz z + Zn + mz € R. 


3, 证 法 1 我 们 知道 ,以 4 = 1,B = w,C = ww 为 顶点 的 三 角形 是 正三 角形 , 且 A ABC 是 正 向 
绕 行 的 .因此 ,车 A Z, Z, Z, 是 正 向 绕 行 的 正三 角形 , 则 它 与 A ABC 直接 相似 . 于 是 有 二 二 24 全 


好 -1 2 HD 2 

шз =, z + an + вй = 0. 
反之 , 若 ma + on + w? zy = 0, 由 于 上 面 的 推导 是 可 逆 的 , 反 推 上 去 得 
2-а ай -1 
аса wT 


ШАЛ 7,7, 5 ДАВС 直接 相似 ,也 就 是 说 A Z, Z, Z, 是 正 向 绕 行 的 正三 角形 . 
证 法 2 如 图 21 - 16 所 示 , 公 Z 7, 7, 是 正 向 绕 行 的 正三 角形 的 充 要 条 件 是 :将 向 量 思 这 绕 z, 


按 逆 时 针 方 向 旋转 皇后 与 向 量 石 蕊 重合 .又 of = ай РАН - Z. (T aD) Hl a — a 
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= (z - a) * (- o?) ИВ z, + az + a? zs = О, Е A Z, Z, Z, 为 正 向 绕 行 的 正 2, 


三 角形 的 充 要 条 件 . 
4. 设 P,4,B,C 对 应 复数 :,z ,za ,zw , 知 
а)ба) ，(z- afz-a) (а-а) са) _ 
(1 有 2 А 
所 以 +е ушш „| н н 
ЖК Уак 图 21- 16 


W (t t О о Зра +) ыз, 

从 而 结论 成 立 . 
5. 设 四 边 形 四 个 顶点 分 别 为 4、.8、C、D, 各 边 中 点 依次 为 M,N、E、F. 由 题 设 , 得 
МУТАТ EF | = (АВ 1+1 BC 1+1 CD 1+1 DA 1). 


利用 中 点 公式 ,化 简 可 得 
1(4-0)+(В- Cri(B- A+(C- р) 1=-14- DIt1B- CIHB-AIrIC DT 
故 只 有 1(4-D)+(B- C1=14- DI+I B- CI, 
1(B-A)+(C- DI=1B-AI+IC-DI. 
故 求 得 4 D = B- C, 即 大 = СВ, ABCD 为 平行 四 边 形 . 
6. СРНА СУТ, у) С), уз) НЕ, В - С = (D - C)i, 得 8 的 坐标 为 
(i+ y - yo ж + у). 
代入 直线 方程 得 好 -23 + y, - 4 = 0, 


х2 5 = 1 解 得 y=-1,y 28у =-2,у, = 3. 


故 正 方形 面积 为 1 CD |? = 18 或 1 CD Ú = 50. 

7, 以 C 为 原点 建立 复 平面 , 设 ZACB = 0. EC = 1, 

则 1ў-1руү-1йе» = ВСІ руе 
= Фа - p)i = ва - р). 

ХВ = B- р, BG - D)i = B - p. 


у Ві В 
所 以 D = сү: 

1 4B 1-1CD1 _ ВТВ 1111-11 
故 H401 51 е 1BI:1B-11 =. 


8. 如 图 21 - 17, АВ = 24,4D = 2. 则 ©@0:1= МТҒ. 
用 mm 表示 zz ,za sn、zs ,从 而 表示 地 .说 . 
注意 到 Re mw = аё: = 1 + 12, ИНЕ = PO: i. 
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习题 B 
1. 晋三 角形 于 复 平面 ,并 设 个 = : ,这 = 0 = n, 


Ш + 2 + 5 = 0. 
Ай = --(АВ+ АЁ) = 10а - 5). 
тб = (a - а), = (n - з). 
Ш AB ВС + СА? - 3( 0 + ОЎ + 0С) 
аана жать ба о) 5) + (а а)ба 


—- w) + (z — а) (6 - %)] 


эз ыз 


(а +n + 5)(Z + +) = 0. 


则 АВ + ВС? + СА? = 3( ОА? + ОВ? + ОС?). 

2. Аб = х. AB,WDOB = (1- x). 启 , 其 中 0 < x < 1. 有 

ос =1`Сй+Аб1=1 @й+х. ССВ О) 1101) Ci. Chi 

< (1 -x)* CA + x .CB.( 因 为 向 量 信 与 G3 不 平行 ) 

由 此 得 到 

ОС, АВ < СА · (1 — x) · АВ + СВ · x * АВ 

= СА · ОВ + СВ · ОА. 

3. 0,0, ЖЕЕ O, d, ЖЕН 60° 得 到 的 向 量 ,4'、 尺 是 4 有 当 加 0 fE 
一 旋转 时 的 象 点 ,如 图 21 - 18. 

ОА го В 以 相同 角速度 作 匀速 转动 时 ,A О, АА' 将 绕 着 0, ,从 而 
000 ВОС = АЛ) 将 绕 着 O, 以 相同 的 角速度 旋转 .于 是 ,它们 的 和 向 量 41 
`0, Ë ШЖ О, 以 相同 的 角速度 作 圆周 运动 . 

4. 以 点 R 为 复 平面 原点 ,点 4 置 于 负 实 轴 上 . 

Hik = 一 1, 则 z= cos30° + isin30°. 

ү. 

ВР _ 40 _ sin30° 2 


АС = sinl05 = 1 , /3° 


则 ww = Е. 


ае еа оса) eh. 


容易 验证 zo = i+ zp. 
ЗК Z PRQ = 90°, QR = PR. 


Кл ы ta tN + a "Ñ Ыы ТЫ ЫЫЫ 


л + h ° 2) 


зоча 


次 互 泣 念 下 于 性 泛 直 岂 其 闻 oO 


于 是 cos(8 - r) = 1 - 


5. 设 复数 4,0,w,: ЯШАЙ, Вб, Ch. DA XEM a+ v+ o + = 0, 于 是 


2 22, 
шо = ul? = 1 ио + о(цъо+ о) 1 = иж о 12 I+ ol = mn 


Җ l uo — m |? = (uo — ш)(шш — 62) = | шо 12 +1 ш |? (ww + az), 
因为 1 ш»1= ас, | u | = bd, 所 以 本 题 转化 为 证 明 下 列 等 式 ; 
uw + Tuz = 2abedcos( A + С). 

这 只 要 检验 复数 uo wz 和 ws 的 辐 角 都 等 于 x( 人 4 + 一 C). 这 是 显然 的 . 


6. 置 图 形 于 复 平面 . 设 w = 才 + ҮЗ, ‚о 是 - 1 的 虚 立 方 根 ,有 性 质 : 


2 


w= la = — 0,0 + ® = 1. 

а = BË + z = BÀ o + ze = (и —)ю + = аг + ze. 
所 以 3zm = z+ z + z = (1+ ш), + (1 + %)za, 
同 理 ,3z。= (1+ w)ze +(1+@)з. 


所 以 300 = (1 + e)(zc — za) + (1 + @)(2 -mn). 
同 理 ,3 0,0, = (1+ а) (26 - г) + (1 + @)(s = s), 


яш „ (ze — za) + (1-— o)(zo — za) _ (zc - n) + @(zo — za) 
(z, = z) + 1 o)(z — ze) ” (Gp — za) + @(z = ze)" 


ТТЫ = (ze - za) (Z; — в) + (zp — za) Са = ze) + o(zc — м), (э = ze) 
+ (z = м) (太一 动因 为 | Аб = 1 BD = гель - zo ze + (o + @) 1 АС 2, 8382998 980), 
0,0, | 0,0.. 

7. И A ABC 的 外 心 0 为 复 平面 上 的 原点 ,全 ABC 的 外 接 圆 半径 为 1, 点 4,B， 和 


‚ө: A ABC (BP I ВС 的 中 点 AC 的 中 点 对 应 的 复数 分 别 为 < = оа То, 


sat+b+te 


+ oj,z = биж о) В а,Ь,с AABC 的 三 边 长. 

注意 到 ,点 0,D,E 到 训 对 应 的 复数 的 距离 部 为 盐 , 于 是 , 欲 证 0,D,B,7 四 点 共 国 ,只 需 证 明 
= ете ТШЕ 12-а 1 1. 由 于 a+6=2c, 于 是 24 一 名 = 2 于 +3 如 一 .因而 只 需 证 
1 2аи + 2bo — eo | = Зе. 

ТЕРСЕ 

а =10- 01 = 2- (wi+m) = 2[1- cos(8- r)]. 


а ШАГЕ cos(r - a) = 1-8, — a) = 1-40. 


注意 到 124и +200 — ao |° 

= (2au + 200 - оо) (2ай + 229 — са) 

= 4а +40 + 2 + 4ab(u5 + в) - 2ас(щй + аш) - 2008 + 96) 
= 4а? + 40 + с, + Sabcos( B — а) ~ 4aceos( r — а) — 4bccos( r – 8) 


ааа а ва 8) -4bc(1 Т) -ака-%) 
= 42 + Al + Вар — Аба + b)e + Зава + b 2с) 
= (a+ b + ё-4а+ с 
= 160 + 2 - 82 = 92, 

所 以 ,命题 成 立 . 
8. 用 点 的 字母 表示 对 应 的 复数 .依据 定 比 分 点 公式 ,得 
мо=(1-)А+б,М = (1-С + rE. 


Lt. 33 
因为 B.M.N 三 点 共 线 ,所 以 有 |B M N =O, 
B M N 
1 G(I-r)+Fr (1-0) + 
ш [в (I-r4+rc G(1-r)C+ rE | = 0, 
B (1-т)А+гбС (1- r) C+ rË 
me 111 111 
从 而 可 得 (1-8 А Cl+(I-rrlB 4 Е. гв C Е| =0. 
ВАС ВАЕ ВСЕ 


注意 到 A ВАС ЖП Д ВАЕ 同 向 ,而 二 者 与 公 BCE 反 向 ,而 又 知 Sa = Samc =,2Sauc ,于 是 , 结 
合 上 面 的 关系 , 便 有 (1 - rc + 2(1- r)r - 2 = 0, 

Вз, - 1 = 0, 解 得 r 233, 

9.(1)#А, = 世人 = 1,2, п),е = е. 21 - 19,Р = e” (0 < 
9 < Ж). 

ЖЖ, ГАРА, = (Е - 1), arg[ PR - et] = арР), Е = 
1，2… п. 


УТРА Т У тет. (А – Р) 1 


图 21 - 19 


1 Ўро 0) - op( (t+ Ds) | 


аанча Эно 


Шанама жо 


因为 1 县 та E.B Р ЖИА, 的 中 点 时 ,> 1 Ph В КУ ese уч Р Ж 


A, BË A, If, > I PA, 1 最 小 ,最 小 值 为 2eot э. 
(2) 车 己 不 限制 在 加 上 ， 则 有 


Урра = ЎТА РІ Y) 1АР(А,- Р)!» DNATA P)! 


21-Р: АР 1= л. 
<t 


ОЧ P = ов, У) 1 PA, ! 有 最 小 值 a. 
ft 


第 二 十 二 章 。” 多 项 式 的 因 式 分 解 与 求 值 
习题 A 

1. 这 是 一 个 关于 *,y,z 的 二 次 齐 次 轮换 式 ,是 当 z = (y+z) 时 ,f(x,y,z) = 0, 所 以 f(z,y， 
г) 有 因 式 x + y + z. 从 而 (x,y,z) 的 男 一 个 因 式 应 是 二 次 齐 次 轮换 式 , 故 可 设 (y + z)Xz + x)(x + 
у) ++ yz + зх), ҚР Ы, А, 为 待定 常数 .比较 上 式 两 
端的 系数 ,由 于 左 端 没有 x?,y ,zx 的 项 , 故 k. = 0. 于 是 上 式 化 为 (y + z)(z + x)(x+y) + xyz = 
(x+ y+z)* k xzy+ yr + z), x = 0,y = 1,z = 1, 求 出 如 = 1. 故 

J(<x,y,z) = (x + y + z)(zy + yz + zx). 

2. 这 是 一 个 关于 х,у, 的 五 次 齐 次 轮换 式 , 且 у 时 ,f(x,y,z) = 0, 因 而 f(x,y,z) 有 因 式 
y -zz- sz y( 或 由 f(x,y,z) 为 交代 式 也 有 此 三 个 因 式 ) .于 是 可 设 (y - ғ) + (z х) + (z — 
уЎ = (у-)+(4-ж)+(«-у)+[&(«* + у* +1) + (ху + yz + а) Фа = 0,y = 1,z =- 1 
得 26 - № = 15, ХФ x = 2,y = 1,2 = 0 得 5h + 20, = 15, 求解 得 = 5,k =- 5, #k 
f(x,y,z) =5(у- z)(z— х)(х- у) + (a° + y' + 2 — ху- yz— зш). 


з. Фа -х = 1а) = gG) = É -3a + За аи = 0и Зай НЕ аё) = 


O+ и + (P + и 内 :由 此 可 求 得 P = - 24,9 = аав Та А z(a) = 
(б-а - а) --р 1 = (a к) 0 ок - а?) МО < z айас) > 


0,17 а? - а – Та? =- х(а- х) - Та? < 0,040 < x < a 时 ,f(x) < 0. 


4. 由 题 设 有 常数 4,B 和 C,D, 使 得 p(x) = (x* + х + 2) (Аа + B) + x +2 = (3 + x - 2) ° 
(С + D) + За + 4, А? + (А + B)x' + QA + В + Dx +2+2B = С? + (С + D): + (D - 
2C+3)x+4-2D. 于 是 由 4 = C,A+ B = С+р,2А+В-1= В - 2А +3,2+2В = 4-2D, 求 得 


A=C= B= б = рб) = Бо ъа За, йа = 1.6 1,62 5,03. 
5. f(x) = (x - а) (х — Б) * g(x) + mx + n, 由 余数 定理 , 知 f(a) = с, (В) = а, В та + 


bc 


asema n = 4әйй} т = 5 二星 ,n = 邓 三 芷 , 故 所 求 余 式 为 2 三 史 + ЧЕ. 


6.(1) Ф < = 10, 则 AI0) = 10 -3.10 +9 = 9709 =7.19.73, 由 于 7= 10-3 = x- 3,19 = 
10+9 =20- 1,# 19 = x+9 或 2x - 1 ,而 用 х - 3.x + 9 去 除 原 式 ,都 不 能 整除 ,又 2x — [中 x 的 系 
数 为 2, 而 原 式 最 高 次 项 系数 不 含 因数 2, 故 这 二 个 式 子 都 不 是 f(x) 的 因 式 .注意 到 7 19 = 133, 有 
22 +3х + ЗОВЕ: Са) Св) = (2 + За +3)(x -3x+3). 

(2) Ф x = 10,ЙЇ/(10) = 10 -6.10 +7-10 +6.10-80 = 4680 = 2° - 5:3 + 13,9 ТЕ 
因 式 х-8,х—5,х-7,х 38825-7 ИЖ х - ЕЕ (х) (а) = (z -5)(z` - а? +2х +16), 
Мох +2 Ж? — а +2х + 16, f(x) = (x 一 5)(x+2)(x -3х +8). 


习题 B 

1. 考察 反面 情形 ;g(x) ,h(x) 中 至 少 有 - -个 非 零 多 项 式 ,由 于 所 给 多 项 式 都 是 实 系数 多 项 式 ,从 
而 x . Саба) + x ГАС) ЧЕЗ, Н ТУСА) 或 为 偶 次 多 项 式 或 为 零 多 项 
式 ,这 表明 条 件 式 左 、 右 两 边 次 数 不 等 ,与 多 项 式 相等 矛盾 . 故 g(x) = h(x) = 0. 从 而 /(*) = 0. 

2. 车 所 给 四 次 多 项 式 能 分 解 成 两 个 整 系数 二 次 三 项 式 ?+ ах + 和 + er + d 的 乘积 , 则 
(а raw + ба + er+ d) = лб + (ас) + (b+ ас+ 4) + (be + ай) + bd = x" +2х° +2х +2, 
即 有 a+c=0D b+ac+d=2,@ bc+ad=2,@ bd = 2,0 由 第 @ 式 知 b 和 d 中 一 个 
为 奇数 (等 于 + 1) ,而 务 -- 个 为 偶数 (等 于 + 2) .不 妨 设 b 为 奇数 ,而 4 为 偶数 , 则 由 О) 式 知 ,be Эй 
数 ,内 5 为 奇数 , 则 。 为 偶数 ,所 以 ac + d 为 偶数 ,由 @ 可 得 为 偶数 巴 盾 .于 是 命题 获 证 . 

з. ф(х) = x` + bx + са + а, Ба + cd 是 奇数 , 即 (b+ c)d 是 奇数 ,所 以 b+c 和 分别 
都 是 阁 数 .由 此 可 进一步 推出 b,c 两 数 为 一 奇 一 偶 . 

若 p(x) 能 分 解 成 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 , 则 一 定 有 一 个 一 次 因子 .由 于 р(х) 的 首 项 系数 是 
1, 故 不 妨 设 p(x) = (x+ p)(x + gx + 7) ,比较 常数 项 可 知 pr = d. 
因为 d 是 奇数 , 故 р 必然 也 是 个 奇数 .用 (x + p) 除 p(x), 根 据 余 式 定理 ,余数 是 

e(- р) == p' + р? -p+d. 

不 论 Бс 两 数 中 哪个 是 奇数 ,哪个 是 偶数 (但 总 是 一 奇 一 偶 ) ,余数 中 总 有 三 项 是 奇数 ,一 项 是 偶数 ， 
从 而 余数 必然 不 等 于 零 . 故 g(x) 不 能 分 解 为 两 个 整 系数 多 项 式 之 乘积 . 

4. 假设 p(x) 能 分 解 为 两 个 次 数 大 于 零 的 整 系数 多 项 式 之 积 , 即 p(x) = g(x) В(х),Ш р(х) = 
(х= а) (х 0) а,) - 1. аата, р(х) =-1 的 mn 个 不 同 的 整数 解 , 即 oa， 
a, 也 是 g(x) ° h(x) = 一 1 的 n 个 不 同 的 整数 解 .又 g(x),h(x) 是 整 系数 多 项 式 , 且 ау, аа, 是 
整数 , 则 g(a) ,h(a)(i = 1,2,…,n) 分 别 是 整数 1, - 1 或 者 -1,1. 故 gla) + (а) = 0(i=1， 
2,…,n), 从 而 wave 是 g(*) + h(x) = 0 的 n 个 不 同 的 整数 解 .但 A(x) 和 g(x) 是 低 于 a 次 
且 最 高 次 项 系数 之 积 为 1 的 多 项 式 ,g(x) + h(x) = 0 不 可 能 有 = 个 不 同 的 解 ,因而 推出 矛盾 . 原 结论 
获 证 . 

5. 假设 /(x) 可 分 解 为 两 个 整 系 数 多 项 式 之 积 f(x) = g(x)- (а), О 其 中 g(x)= az + 
аба! + + ая + ао, А0) = bx + bs + + biz + bo а, = 1,0, = 1,p,qra0s 
ae 


ааз ата о 


койден ЕЖЕ А ОШ. | 


首先 可 证 :p 和 9 均 不 小 于 2. 若 不 然 ,不 妨 设 p = 1, 有 f(x) = (z + ao)h(x), 由 aobo。 = 3, 有 
в = ж1й +3, +1 +3 Ж f(x) = 0 的 解 .但 KI) = 8 0,/(—1) = (- D" + 5(- 1)” + 
3З = (-1)7'34+3 50,803) = 3" +5:3"! +3 0,/(—3) = (- 3)" +5-(—-3)°—' +3 关 0, 所 以 
ЖМ. p.q 均 不 小 于 2. 

设 2 < p <9<n-2. 由 aob。= 3, 不 妨 设 в = 3,5 = 1, 设 m ,…,a,， 中 不 能 被 3 整除 的 系 


数 中 下 标 最 小 的 为 a ff k < р, 131 а,,31 а,,,31 а,Зћа, О Я 00 é ЖЖ. 
0 = adbo+ arb + + Б, a, = - (ал + + ac b.) H О ВМЗ 1 a, , 338 .BrUJ f(x) Ж 
能 分 解 为 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 


第 二 十 三 章 ”多 项 式 的 根 的 性 质 及 应 用 
习题 A 

上 设 * #—1-АЗЫЙ,Ш 2 +ах+1=0,Ф 有 +x+a=0,@ 由 0-@ 得 (а-1)- 
(10) = 0.# a = 1 则 方程 O 和 四 相同 ,此 时 两 个 多 项 式 有 公共 根 . 若 ez 1, 则 公共 根 x = 1, 代 
АО, а = -2. 因 此 所 求 a = 1 或 - 2. 

2. 泊 + 是 奇数 时 ,p(x) 与 p(1) 的 奇偶 性 相同 ; 当 x 是 偶数 时 ,p(x) 与 p(0) 的 奇偶 性 相同 .由 已 
知 p(0) 和 p(1) 都 是 奇数 ,因此 不 管 x 取 什么 整数 ,p(x) 始终 是 奇数 ,从 而 p(x) # 0, 所 以 ,p(x) 没 
гни. 


3. ышт 是 它 的 有 理 根 ,其 中 p,q 为 整数 且 最 大 公约 数 (p,qg) = 1, 于 是 有 my + a, + 


wm = 0.0 ”由 此 知 p 整除 ao,q 整除 a, .于 是 p,q 都 为 奇数 ,从 049”“，p* 为 奇数 当 且 仅 当 a 为 
ЖКын D 式 左 端 是 偶数 ,得 ao ъа + … + a, 是 偶数 ,这 与 /(1) 为 奇数 矛盾 . 故 命题 获 证 ， 

4. 出事 达 定理 ,有 ao + 8 =- р,а8 = у + д =- ,)8 = 1. 由 此 得 (a - 7)(8- У)(а + 8). 
(8 + 2) = [ав – (а + В)у + 02]: [48 + (а + 8)8 + 81] = (L+ ру + 02) (1 рд + 0) = (2 + 
1+ 785 +8) + р(у - Ə - ду? + 087) - р!78 = (у + 8)? + р(у- 8)(1- ду) -p= Ф - р. 

5. 由 韦 达 定理 ,a,6,c 应 满足 a+ b+ c =a, ар + с+са = 0.0 ас=-‹.® ШЖ 
а = 0( b = 0), 由 国 得 c = 0, 由 四 得 6 = 0( 或 a = 0) .因此 ,可 以 假设 a zx 0,b 2 0. 如果。 = 
ОШО а = 1, 再 由 四 得 8 = -2. 显 然 1, - 2,0 是 方程 2 + x? -2x = 0 的 根 -如 果 с x 0, 则 由 


Q. =- + "B O #1 @ lie e 493102 + P - 2 + 2 = 0, 这 个 方程 仅 有 的 有 理 根 是 = 一 1, 并 
На = De = -1 事实 上 ,方程 呈 + 妇 -zx-1=0 有 1, -1, -1 作 它 的 根 . 


习题 B 

上 由 题 意 可 知 , 尺 和 PP、0 之 一 为 三 次 多 项 式 .假设 R ЯТО 为 三 次 多 项 式 ,P 为 二 次 多 项 式 ,如 有 
必要 ,可 以 通过 改变 符号 ,使 得 R Fl Q 的 项 的 系数 为 正 ,于 是 ,R+ 0 为 三 次 多 项 式 .由 = Rr - 
@ = (R+ Q)(R- Q) 知 R- 0 为 一 次 多 项 式 , 即 尽 - 0 = Ке) о> 0( 因 为 严 中 的 邓 项 的 
系数 为 正 ) .于 是 , 可 被 (x - “站 整除 .因而 尺 + Q 可 被 = - x 整除 .又 由 于 尺 _ 0 可 被 * - к £ 


除 ,所 以 ,R 和 0 都 被 x - x, 整除 、 
ДИК = (x - x.)R,,Q = (x - zx)01, 其 中 RR, 和 Q, 都 是 首 项 系数 为 正 的 二 次 多 项 式 . 


0, 其 中 :为 常数 . 
于 是 ,R = Q, +1, а(х - x+)° 
次 多 项 式 .所 以 ,0 为 具有 三 个 实 根 的 


从 而 f(- 1) = Hs 
内 


(31 


х0 = Dh ы + у) 


g(- 1) = Ус" = (- 10)" 
£ 


Ж-1) = аб = (- D° 


2. z(x) = OÚ n ВА (= 1 


ЁР = a(x- x.)(x - а) ШНА at (z х.) = (R. + Q. )(R, - Q,) Ж 


= @@ +0ьШ0 = (ау = 去 是 具有 两 实 根 的 二 
三 次 多 项 式 . 


туп), 


во) = оа) = ав). 


ъа, 
ts) u 


bo + (- 1)” Ш: Ьа + (= 1)” “Ум. 


ав 十 a =, 
各 


= ср + PD, 


Эха = (- DC-D - 1. 
由 已 知 得 ,5(- U, aO 为 实数 , 故 由 Q 式 得 ,作为 实数 . 
从 而 ,由 О УС D'a 为 实数 . 


3. асату, ХОН а ЧЕЗ АНКЕ УЗА = 9, УЗ ss = ® 


РИ И 


Пее. Да 2607,0 fasces do воо Уа-а» 
бї = 12,---.n) JU - 1<1-{<ый-1<]]@- <кт][а- 三) < 
„*-2$у 1 А Я ' 
ë Т Жу (2) х[[а- = Д=-®=а][@- 
1225 шуо, + +2 < (22 +1. 另 外, l< Ha- 


本 Ф 


ЖЕ - Q. = t> 


Ёге ЖЕДЕ m= Takes Sq руасо 


үл 2 
0-2) 
rt Жк: 


п 


x.) = 2а, + + 


Aysa ass 


ован ўс 


第 二 十 四 章 ”条 件 多 项 式 的 求解 
习题 A 

1. 将 x = 1, - 2.0 代 人 题 中 恒等式 ,可 知 多 项 式 有 根 0,1, - 1, 即 它 被  - x 整除 .其 次 ,将 р(х) = 
(а - х)0(х) 代入 恒等式 ,可 知 多 项 式 Оба) 满足 恒等式 Q(z) = Q(x - D) ,由 此 得 到 000) = 
0(-1) = Q(- 2) =… 因而 0(x) = a,a 为 常数 .于 是 ,所 求 多 项 式 为 p(x) = a(x - *). 反 之 , 容 
易 验 证 所 有 这 种 形式 的 多 项 式 也 都 满足 题 中 的 恒等式 . 

2.4 Q (зза) = 用 (en жез же +e) the Є 1-1,0 = 12 mn),e = 


(E182, se,) ,A 是 2" 个 数组 e 的 集合 .于 是 Q'(ar m." ) = (а жао +a); Р(х, е, 
х„),. P. Q' 均 为 非 零 整 系数 多 项 式 .又 由 对 称 性 知 ,对 任意 的 上 ,都 有 О Схода) = 
(x 而 ,含有 x 项 的 必 的 指数 必 为 偶数 , 帮 О'(х,.х,,,х„) = Ой, 
хатда) , 故 原 题 获 证 . 


‚ 
3. ф(х) = /(х)- вж) Ах) = Фа? + d. x° + + do W| (10) = 0.9 4, = а- 27bC,_,, 
я 
4 
Ша (<la 1+ > ТЫС I< 4+(k+1)=<8(Ek=0,,2). "i k = 3,4,5, | d, |< 8 也 


ЖЫ. 4, & 0,1 (1011 > 10 -800 + 10 +… +1) = 10 - S (0 - 0) > о, ФР, 


d. = 0. 同 理 d = … = ds = 0, 从 而 p(x) = О. МОЕ у(х) А (х) = g(x) + h(<). 

А. 注意 到 cog = 1 - sin?4, 并 作 代 换 sint = xz, 我 们 得 到 , 题 中 要 求 的 次 数 小 于 4 的 多 项 式 是 多 
项 式 S(*) = 7х" + 8x - 54° - 2 除 以 多 项 式 

(х) = жж +з +х+1 
的 余 式 .因为 恒等式 S(x) = Р(х) О(х) + R(xz) 对 所 有 x*E [- 1,1] 应 当成 立 ,从 而 对 所 有 x € C +h, 
成 立 ,因为 (xz - 1) Q(x) = x° -1, 所 以 变量 x 有 4 个 不 同 的 值 ,使 得 Q(x) = 0. 对 每 个 这 样 的 x 值 都 
fix = 1,38. 

R(x) = S(x) = 7х + 89 -5z - 2 = 7х + Ва? — 5х* -2+50(x) 

= 13? + 5а + Úx +3. 


上 是 КО) 13а? + 5а + 12х +3 在 4 个 不 同 的 点 取 值 相同 ,但 它们 的 次 数 都 不 大 于 3, 故 它们 相等 . 


习题 B 

1. 设 P 是 满足 条 件 (1) ~ (3) 的 n 次 多 项 式 .由 于 常数 多 项 式 不 可 能 同时 满足 (2) 和 (3), 故 n > 
1. 在 (2) Фа = b,c = - 2c, 则 由 Р 的 齐 次 性 得 

0= Р(2а, – 2а) + Р(- a,a) + Р(- а,а) = [(- 2)” +2]Р(- а,а). 

# п > 1, 则 有 P(- a,a) = 0, 因 而 Р(х,у) 能 被 + + y 整除 . 

设 P(x,y) = (x + y)P,(x,y) ,WiH (2) 得 

P.(a+b,c)(a +b +c)+ Р.(Ь + с,а)(а+ b+ с) + P.(c +a,b)(a + b + с) = 0, 


MOP (a+ Ь,с) + P.(b + суа) + P,(c + а,Ь) =0,Pi 仍 是 齐 次 的 , 且 Pi(1,0) = Р,(1,0)0 +0) = P(1, 
0) = 1,80 Р, 也 满足 条 件 (1) - (3) АК n - 1. 
Ша 1 > 1, 同 样 可 再 构造 一 个 n - 2 齐 次 多 项 式 р, , 它 满足 条 件 (1) ~ (3) ,并 且 
Р(х,у) = (x + 7)P(x,y), 
如 此 下 去 ,最 后 总 会 得 到 一 个 一 次 多 项 式 已 (xz,7) = mx + ny. 
ШЖ О) Ф а = 1,b = c = 0, 得 2m + п = 0, 再 由 (3) 得 m= 1, 故 n = 2,10 
Р(х,у) = (x+ уу Р, (s.y) = (x+ у)”\(х-2у), 
不 难 验证 这 种 形状 的 多 项 式 的 确 满足 条 件 (1) ~ (3), 这 样 我 们 就 求 出 了 所 有 满足 条 件 (1) ~ 
(3) 的 齐 次 多 项 式 . 
2.(1) 由 于 方程 组 
х-у+1=0 
y-z-1=0 有 解 x+ = 1.у = 2,: = 1. 因 此 , 当 x = 1,y = 2,2 = 1 时 ,有 
z-2x+1=0 
(х-у+1)УР+(у-- D'Q + (z -2x + D R = 0. 
故 不 存在 多 项 式 P,0,R, 使 恒等式 (x - y Р (у-:-1)%0 + (:-2х +R = 1 成 立 . 
()Фц=к-у+1,›=у-:-1,ю=г-+1,И(и+еәя+ 6) = 1. Ф 
在 Ф 式 左 边 展开 式 的 每 一 -项 中 ,u,v,w 的 次 数 至 少 有 一 个 不 小 于 3, 因 此 我 们 可 以 通过 恒 等 变形 得 
яа Ре Q+ В = 1. 
故 存在 多 项 式 P,Q,R, 使 恒等式 (x -y+ ТУРА (у 2- 170 +(z- я + R = 1 成立 . 
3. 首先 记 g(2) = ай - oat + + (— Dia + y (= 1)"a ,显然 fx) = (- D"g(- Z). 
设 多 项 式 /(x) 的 2n 个 根 是 二 ip 10,7", 18.08 > 0,j = 1,2,…,n, 则 多 项 式 g(1) 的 
а Ву = # > 0 = 12. n au = У) аат > 0. 
站 


(在 下 面 几 行 式 子 中 ,符号 下方 未 标 出 的 求 和 范围 都 是 1 < hh < ы << h < n.) 


"E: 


jz m. _ | А, I 
(ey = (a y СУ Z= 


m 
= ` A S = 21. j 
< 
; 


注意 到 С. = (су , 并 根据 上 式 和 已 知 条 件 (2), 可 得 


2 
с, = Xem Q аваа. 

由 上 式 可 以 看 出 ,对 于 j= 1.2,… ,mm 在 以 上 两 式 中 的 “< "号 都 从 为 “ = "号 .依据 Cauchy 不等式 及 等 

号 成 立 的 条 件 可 知 6 = p = “= K. 


аена Это 


28 20882 ЭЕ-+Е4ЕБЕ Н-ГА ўно 


йй = G = 12, a) ПГ = Gy = oo Gj = 1,2,з,п. 


于 是 f(x) = в(а* + mao > O,r > 0. 
容易 验证 ,这 样 的 多 项 式 f(x) 满足 题目 的 全 部 条 件 . 


4.0) #0 Р,(х) = (x - DA(z) + бах) - ab CE). 


首先 指出 : 局 (x) = хЕ,(х) + Е, Сах) З, 
F... (z) — хЁ,(х) 


= (а ОЛС + fa (as) аад Са) - (z - О (а) - айба) - ад) 
= Cx DCO) + Л Сах)) + Га Сак) + 及 (oz)] - ачта Са) С) + 00] 


- *(« -1)Д(х) ду бак) - at СА) 


= (ах - 1)f.(ax) + f,(a2 x) - at1f,(k) = Е, (ах). 
因为 Fo(x) = 0, 所 以 F(x) = 0,n = 0,1,2,--- 


下 面 用 数学 归纳 法 证 明 (x) = С), а = 0,1,2,… 
ИЖ, ЉС) = CL), 
假设 已 证 得 人 (z) = Z (CL) Bf 
Лаб) - ада С) | 
= Лаб) - ña CL) Lhe) - СОЈ 
= ОО) + (ш) - СДС) + AC2))+ #л (4) 
= Ce Оба) + (as) = + EE)] 
= (а Ола) + Д (ах) - ар (2) = F,(z) = 0, 
лб) = д1). 


由 数学 归纳 法 原理 知 ,对 于 任意 非 负 整数 ,都 有 全 (z) = ху, (1). 


‚ 
《2) 由 已 知 条 件 可 知 ,f(x) 的 次 数 不 大 于 .不 妨 设 f(x) = Dok = 0,1,2, 
Геп 
由 已 知 条 件 容易 看 出 М” = 1,k = 0,1,2,… 
由 已 证 得 的 (1) 的 结论 可 知 О = БНО = 0 = 0,1,--, k). 
特别 地 М” = bl = 1,k = 0,1,2,--. 


ШЕТ Л, (х) = Ар. (z) + Л Сах) 两 边 x 和 x"! 的 系数 ,分 别 得 到 


ЫЗ = мей + ahin 


由 上 面 的 方程 组 中 消去 7 Са - рве = се - Das" А 


dn ,pt i 1. 82 
теж ы” = 8715 У = луусу bs 
= = Юба! -Do 1); (а = D(a! - 1)- хач са), 


(а -1)(а”' ТЕ -(a - 1) (а -Dd -1)--(а-1) 


а ТЕ 
вело =1+ 5 Отун. Di i 


第 二 十 五 章 。” 一 类 三 元 三 次 齐 次 多 项 式 的 性 质 及 应 用 
习题 A 

Le Уу 2) + У > 522 -y+ + 3 > 0( 其 中 用 到 (21 - 1) 式 
与 (21 - 2) 式 ), 即 证 . 

2. 由 x + y > 2V ху 知 原 不 等 式 左 半 部 分 成 立 . 

тву Зов) = 8} ЗУ) ау + z) - буу: 2 3222 -3Уу° бу + z) + 15лу:- 
бхуз =3[ Pla Dy + 2) + 39z] > 0( 其 中 用 到 (21 - 2) 式 ), 即 证 得 原 不 等 式 的 右 半 部 分 ， 

3. 令 flaybyc) = а(Ь— с) + b(c- a) + сба- b) +4abe- а? — P) - ,Al,1,1) = 1 >0, 
1,1,0) = 0,/(2,1,1) = 0, 由 (21 - 6) 式 , 知 f(a,b,c) > 0. 由 此 即 证 . 

а 00205) а) Уа?) – ЗСУ) а? + Заре) = 200) а + У] аЬ + с)]-3( De + Зав) = 
- Уа + 2УЛа(ь + с) - 9abc > 0( 其 中 用 到 (21 - 3) 式 ) ,由 此 即 证 、 

(2)5[be(b + с) + ca(c+ а) + ab(a + b)] – Зас — (a + b + с)? = 5222 (b + с) -Забс- 
[Be +3) eb + e) +6abe] =- De + 227 a (b + с) -9ale > 0( 其 中 用 到 (21 - 2) 式 ), 由 
此 即 证 . 

(3) 原 不 等 式 等 价 于 2abe < Y] а (b + с- a) < Заседа < Da(b+e)- Da < За. 
由 (21 - 2) 及 (21 - 4) 式 即 证 . 

(оше, 原 不 等 式 等 价 于 1 < у) 0 < Зак < Ple( + 0) - 


SI є3абсез2абс < }ууа*(Ь + с) – 222) =< Забс.Н(3) 题 结论 即 证 


习题 B 
(DOR +: + 2) tom 1 = 2(x + y+ z) - (22 + + 2) +9zyz — (x+ y + 2) = 


зама Эсушо 


ВАТЕ ЕМ Та Эрн О 


Уе + DG + D] + 99 - [312 ЗУЛ (у + z) + бау] = У) - У) (уж) + 30 2 
0 其 中 用 到 (21 - 2) 式 ), 故 2(z + у + 2) +9oz 1. 
G) B 1— ау + уг + ж — 3syz) = (z + y + z — 4[(х + у + y+ уд + ш) — 392] = 


У) азау + z) + 65] -A Убу z) +3ху: — 322] = De Уа (уж z) + барг 
Ха - Уау +) + 3292 > 0( 其 中 用 到 (21 - 2) Җ). 

2 出 中 线 长 公式 ,有 4m; = 2( + 0) - а? ЖА) Уа + 2‹* а?) > 9abeos 
- Ха +227a( + e) -9абс э беә- уа? +2 аЬ + e) -9abe sO( 其 中 用 到 (21 3) 式 ) 

ЖАР (0) 27 (52 - P - 2) > 9abee551a - Db + с) - ав > oo - 
У]а'(Ь + с) + I2abe — 9abe > 0( 其 中 用 到 (21 - 2) 式 ). 

3 易 知 中 线 所 成 三 角形 的 面积 为 原 三 角形 面积 的 寻 . А = 部。 ,所 以 ,只 需 证 mmm, > 
т «к.ш [| УЗ» 2с > бок.(*%) + x= Broay= Ore- b,c a 
b -局 .由 于 原 二 角形 为 锐角 三 角形 ,所 以 x,y,z > 0, 从 而 ( * ) 式 可 化 为 [[(4x + y+ z) > 25. 
上 (+ 0 аху а) -aI s+ = 452 Уа (у з) + твае 25 512(y + 
z) - 50зуг = 4572 - 4522 (y + z) + 28192 > 0( 其 中 用 到 (21 — 2) 20). 


4. 所 证 不 等 式 等 价 于 

У /а(а+ ажо) >2 (а + br rc) 

е Хаба + b)(a + е) +257(a + 0) / (айба + Бат O >=4}]а&(а + b) + 12abe 

ее + Уа + b) айба ç b)(a + с) > 3а - (a + b) + ас. 

由 柯 西 不 等 式 知 :ob(e + b)(a + с) = (ab + be)(ab + ас) Сар + а. су ЈАВЕ 

Уа +2](а + b)(ab + ав с) z 3 51ab(a + b) + 9abe ` 

e> + 251ab(a + b) +2Уа+ Б) V abc > 3 У) аа + b) + 9abe 

27а +2} (а + b) абс > УЛ аа + b) + 9abe. 

因为 e+ b > 2 у/'аб,КИЙШЙЕ өө У) а + IDabc > 27 ab(a + b) +9асе У) а - Ylab(a + 
b) + 3abc > 0 У)а(а - b)(a — с) > 0. 


5. 所 证 不 等 式 等 价 于 (6 + c + 4a)(e+ a +4b)(a + b + 4e) > 25(а + b)(b + с)(с+а).Фа 
+ b+ c= 5, 则 上 式 又 等 价 于 

(s+3a)(s +3b)(s + 30) > 25(s— a)(s — Б): с) 

45 + 95У] аЬ + 27abc > 25(s 51 ab — abc) 


< + 1Забе > 45 У) а. 
因为 = (a+ b+ e) = Уа +3) а(а + b) + бабс, 


s Bab = Dobla+ b) + Зас 

Уо +3У\ аа + b) + барс + I3abe > 4( 27 ab(a + b) + Зас) 
Ула - Ујаба + b) + Тас > 0 

е У) аба - &)(а- с) + 4а5с > 0. 


в. 原 式 等 价 于 可 96-90049 314 „ о, жй a > b > c ВТ Ка + b) < 31 等 ,所 以 


2 2 2 сс Ж» 
容易 证 明 9a2 + 9abc + 9 - 31а < 90° + 9abc + 9 – 31b < 9с +9abc+9-3le, т 去 


т <s үгүт t НЕШ Ж (Севен) 不 等 式 有 


зу 9 59069-31. (90 + 9ае+9 318): У аар 

于 是 只 要 证 明 У) (90? + 9abe + 9 - 31а) > 0, 它 等 价 于 9 > а? + 27а + 27 – 31 Уа > 0, 因 
为 a+ b + c = 1, 所 以 只 要 证 明 9》)a? + 27abe - 4 > 0, 即 

9 ay а? + 27а -4>)o > 0. (*) 

їУ)а$)а* = ууа? + Ујаба + b),( Da) = Do +327ab(a + b+6alc, 于 是 (* ) 
式 等 价 于 9[ Yo + У) аа + b)] + 27abe – 4 Уа + 327ab(a + b) + ба) > 0 

57) а - 327ab(a + b) + Зас > 0 

әз} аба - b)(a – с) + 20У) а = Зав) > 0. 

由 Schur 不 等 式 和 У) а? > 3abe 知 最 后 一 式 成 立 , 故 所 证 得 证 . 


T+ as Ea = 之 < = финан У (6-1) (266-0) аз. 


2, 
„у нас дбае „| 
БУ)аб( + z y)(z + у- z) > 3zyzes 2 x[2 - (у- :)°] > 3зуг 
oD- }]х(у- zY z 356 уу} - DF + Z - 2у:) > Заз 
оу)? - У) + у) + Злуг > 0 

r(x- у)(х-) > 0. 


注 Фх+:-у=2р,я+у-—:=2фд,у+:-х = 2, х= р+д,у= дъга = гр, 


则 (* ) 式 又 等 价 于 可 (52070297) 23.06) ртт) > 4 ВОАНАНЕ. 


нао МЕН ЭРО 


айанна њо 


bc ca ab ab bc ca. 3 
8. 原 不 等 式 等 价 于 3 - 2 (с р а) < съ tay Бы К+ са” 4 


ab bc ca 3 
S (b+ e)(c+ а) + (c+ а)(а + Ь) * (ба+ 0) +) > 4° 
注 4 ~ ВШ ВОН, ВАРИ СЕО Schur 不 等 式 一 “背景 不 等 式 " 的 背景 证 明 
竞赛 不 等 式 》(《 中 学 数学 研究 》2008 年 第 11 期 )、 


第 二 十 六 章 。 多项式 /{x) = x" - 1 的 根 的 性 质 及 应 用 
习题 A 
1. Во 为 任 一 异 于 1 的 三 次 单位 根 ,将 a = o КАЯ, Н а ак акак l = 0, 
故 可 断定 原 多 项 式 含有 因 式 a? + a + 1, 再 用 多 项 式 除法 , 求 得 另 一 因 式 o _ a + 1, 或 辅 之 以 拆 项 法 
ЖКА, ВН а? + а +1 = at+a+rl)-(e-lD)o+a+ 1) 即 得 . 
2. 设 为 1 的 异 于 1 的 三 次 单位 值 , 令 f(x) = (x+ 129 + 9 н о) = (а?) = ОВЕ. 
З. 考虑 异 于 1 的 四 次 单位 根 ,将 < = є 代 人 原 式 得 a + (а + Б)є + (а + 26)? + (a+3b)e' + 
be + e° = (a +3b)(1 + € + ë + є?) = 0, 知 原 式 含有 因 式 2 + Z + x + 1 用 多 项 式 除法 ,得 另 
一 因 式 a + bz + b? + Б АХ = (1 + x)(1+ 妇 )(a+ bx + Ы? + Ь2). 


4 由 于 el = оов 27 + sin 28 Эу Т АСАУ НА, Ше, = 十 = em 等 sin 25, Аро 28 = 


г) 7 7 
Ш айт 2 s 1 G _ 5 1 _ _& ё 6 _ 
0 t vie 7 = е + QP 7 = е + 可 ' 故 原 式 = тке тке те “ 


зеке ве ек еке) - 2° 
Пако te refre ае) е 


5. 因 n> 3 时 ,有 а, = а - m%-:, 运 用 1 的 异 于 1 的 三 次 单位 根 W 的 性 质 , 则 有 a, + (а + 
«Л)а, + ша, = 0. 于 是 ,a + oa + а? * (а + @а;) = 0,Ф (а, + Wa) + ш(а + 
©з) = 0.0 IH la, + оа, 是 公 比 为 а? 的 等 比 数列 , 即 有 а, + oa = (а + оа) 
Р) = а (а) a ww)" ® 

同 理由 四 有 а, + аа = а,(- о) + ara? ( ao) 一 .@ 

®-@щ%а,., Пат - 1) а, +(o -ww)oa]. 回 又 由 于 mn>3 时 ,oo = a,. - 
аа = (a, — а,.;)- а, = оз. НИЕ п> 6 时 ,a, = - ay = -6，, 则 该 数列 前 六 项 为 a , a, ， 
а-а,-а,-@,а- 中, 且 以 后 各 项 以 六 项 为 周期 重复 出 现 ,每 个 周期 中 的 六 项 之 和 为 零 .因此 
So =0+а +a +(a -a)- а = 1985, Sle = O+ a+ а + (а - а) — a, — a, = 1492, 
а = 99,a; = 3, аа, 代入 癸 即 得 通 项 公式 ,oa = = (ша 和- „у.е, 


= а 
99]. 
6. 考虑 1 的 三 次 单位 根 w. 令 as + as + aç ++ am = A,a + а + + Qm = B,as + as + 


(-w 


сз paw = C,MJA + B + C = 32,A + oB + e? C = 0,À + e° B + оС = 0, 由 此 求 得 4 = 3”. 


习题 B 
° 
1. Яа а?а? o (= 1) 是 1 的 10 个 十 次 方 根 , 则 有 ][(z- ot) = х°-1. ° 
а 


5 
Xa at. at a o" = D 是 1 的 5 个 五 次 方 根 , 从 而 有 ][(z о) = -1. 
ка 


Ds: ът] = ай) = +1. 
注意 到 x - wz = x + 1, 在 图 式 两 边 同 除 以 x + 1 得 
zx) = (z - а)ба а)ба ш')(х- о) = ж-а + -х+1. 
这 是 一 个 整 系数 四 次 多 项 式 - 
因为 有 x) 的- -次 因 式 都 不 是 整 系数 多 项 式 ,所 以 , 若 f(x) 可 分 解 成 两 个 至 少 为 一 次 的 整 系数 多 
项 式 的 乘积 , 则 这 两 个 因 式 必 都 是 二 次 的 . 
Ë /(а) = (ar + бух + с) (аз? + bx + сз), Ж а Ьу зс ха... W N 638. ЛИЙ 
а >0,a, > 0, 则 由 аа, = 1 得 = a = 1. 进而 由 假设 有 
bh +b == 1, 
eto + bb = 1, 


Ыс + Бс = - 1, 


eseee 


ee = 1. 
由 团 式 知 c = c = 1 或 o = o =-1. 
фа = c = -1, 则 由 式 加 得 岂 + b, = 1. 这 与 式 @ 矛 盾 , 于 是 ,c! = с = 1. 
ҚАЖФИ ЬЬ =-1. 
与 式 @ 联 立 , 解 得 
= = Ан = 或 b = = 


b 


这 与 b. 、b 为 整数 矛盾 . 

Ж f(x) 不 能 分 解 成 两 个 至 少 为 一 次 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 

2. 设 S(x) = a+ ах + ар + ауа + алё + аз + ЖЯ Сх - 1) ,得 恒等式 
(х-1)+ Р(а?) + а(х - 1) 9095) + (x - 1)К(а*) = (a° – 1) + 50а), (а - 1) РО?) + 
ба 1) 5 Ox) + а®(х-1)К(а?) = (x° -1)(а + ах + азж? + ауа? + аах + ауа? +77) ОН 
其 中 所 有 指数 为 5 的 倍数 的 项 ,得 - P(z) = (2? - 1)(as + ass + авл® +…) ,因此 ,有 Р(х) = 
= (х—1)(ш + asz + aoz+…), 可 见 (xz - 1) 是 P(x) 的 一 个 因子 . 

另 解 : 设 为 任 一 异 于 上 的 五 次 单位 根 ,依次 将 + = e,e ,e’ е“ 代 人 题 所 给 方程 得 4 个 方程 ,再 
ее? езе" 依次 去 乘 上 述 四 个 方程 中 的 第 一 ,二 ,三 ,四 个 方程 ,然后 把 这 两 组 等 式 的 左 , 右 两 边 分 
别 相 加 , 便 有 4P(1) - Q(1) - R(1) = 0, – P(D - Q(1) - R(1) = 0, 从 而 得 P(1) = 0, 故 x - 1 是 


адзна Эро 


рл ДЫз-+-ҢЕЙЕ з Г Эро 


Р(х) 的 因 式 . 

Ж ”由 第 二 种 解法 很 快 看 出 , 0(x), R(x) 都 有 因 式 x - 1, 且 有 关系 式 P(1) = 0(1) = К(1) = 
за). 

3. 先 证 上 的 存在 性 ,事实 上 ,= 为 偶数 时 , ((* + 1)" ,x" + 1) = 1, 于 是 存在 有 理 系数 多 项 式 
"(x),g" О) 

1=/°(«)+(«+1)*° +g (x)(x +1). 

ВЕУ (х) ЖЯ] g" (x) 的 所 有 系数 的 分 母 的 一 个 公 倍 数 , 记 F(z) = К” (х),д(х) = Ад" (я), 
则 С) (а) 是 整 系数 多 项 式 , 目 k = /(х)(х + 1)" + аба) ба" +1). 
于 是 ,k 的 存在 性 得 证 . 

下 面 来 求 上 的 最 小 值 铝 . 设 n = 270,2 为 奇数 ,a 为 非 负 整数 . 记 т = 2° .于 是 ,我 们 有 

x' + 1 = (ат) + 1 = (а^ +1). h(x), 其 中 h(x) 是 整 系数 多 项 式 . 

设 x*+1=0 的 m 个 根 为 w = е0", = 1,2,5, тт 2°, 

若 正 整数 人, 整 系数 多 项 式 /(x) ,g(x) 满足 上 = f(x) (x+ 1)" + &(x)(z +1), 
MM k = f(w)(w + 1)", = 1,2,…,m, 从 而 有 


к= лш Tow +". 


Жо = o + o> +" + а„,0; = шуш: + ашу + ` + шлш, 


а амаа: 
由 事 达 定理 知 a, АЙ, = 1,2,…,m. 因 为 了 Fw ) 是 关于 oray ‚о 的 整 系数 对 称 多 项 
яи а) 可 表示 为 m ,oa =o, 的 整 系数 多 项 式 ,于 是 它 为 整数 .又 因为 


По +1)" = “| (w + 1))" 
= (1l+0 ++ + о)" = 2°, 

所 以 ,2" 1 各 ,于 是 有 2 | k.k > 2. 

另 一 方面 ,我 们 记 E(x) = (а)ба + D(x! + 1) = (z + 1)” Р(х). 

对 于 固定 的 JE 11,2,…,m| ,考虑 集合 1 ,oj оойт ,其 中 的 元 素 均 为 x" +1 =0 的 根 ， 
且 两 两 不 等 , 故 它 是 z" + 1 = 0 的 解 集 .于 是 

E(w) = (1+ )(1+®}) (1+ 7!) = (l+ оң)(1+,)(1+ш„) = 2, 
即 w 是 E(x) -2 的 根 .因此 可 设 б(х)(а” + 1) +2 = E(x) = (х+1)"Р(х), 
两 边 4 次 方 得 G* (х) (x* +1)+2' = (x+1)°F(x), Ф 
其 中 G' (x) 为 某 个 整 系数 多 项 式 . 

ШР а +1 = (x+ DA(x), 其 中 必 x) 满足 h(- 1) = 1. 因 此 可 设 

c(z) (x+1) = h(x)—1, 


两 边 m 次 方 ,得 C(z) (x+1)" = h(x)* d(x)+1, Ф 
其 中 d(x) 为 某 个 整 系数 多 项 式 . 
由 四 和 四 得 6"(x)d(z) "(x +1) = G` (x) * (z" + 1) d(x). h(x) = 

[(z+DeP(z) – 20) 5 СС (ж) (а + 0)" - 1] = (z + )* -VCz)+2， 
其 中 U(x) 为 某 个 整 系数 多 项 式 ， 

因此 ,存在 整 系数 多 项 式 f(x),g(x), 其 中 f(z) =- U(x),g(x) = G" (z) + 4(х),@#}/(х). 
(x+1)" + er) (w +1) = 2. 

综 上 所 述 ,k ВИМ А, = 2 ,其 中 n = 2° - 4,t 为 奇数 ,a 为 非 负 整数 . 


第 二 十 七 章 ”多 项 式 的 拉 格 朗 日 公式 及 应 用 
习题 A 
1.(1) 考虑 多 项 式 凡 xz) = 1, 取 xz， = a,z = b,x， = c, 由 拉 格 朗 日 公式 ,有 


全 同人 Cu)(2 e) (x - a)(#-b) 
0 ES + A = Ла). 
比较 上 式 2 的 系数 , 即 证 . 

(2) (3) 类 同 (1) ,分 别 考虑 多 项 式 (z) = хх) = 字 ， 由 拉 格 朗 日 分 式 ,再 比较 x 的 系数 即 


2. 取 xi ,za ,xy 依次 为 1,2,3, 由 拉 格 朗 日 公式 有 
-2)(z -3 (к-1)(«-3 -1)(#-2; 
лә) = 9) л н тст з) ло) 9 `/% 


(а ~ 2)(ж - 3)/01) - («- 1)(«- 3)/02) + +G = D(x ~ 2)/(3) 


a Ë 
x 
= #1 + px + q. 


比较 上 式 两 边 2 的 系数 ,得 去 /CD) - /02) + +f(3) = 1, 
从 而 1< А 1+1 2) 1+ 1/3) 1 (+ +1+-у} тш! 1) 1, 12) 1, 1753) 1 


故 maxl1 ЛО) 1, ЛО) 1,10) 11 > +. 


3.0 х, = - 1,1,2,3, 由 拉 格 朗 日 公式 有 


(4- DG -2)(4-3) (4+1)(4-2)(4-3) 
A0 = г DD A D + DAD+ 


(4+1)(4- 1)(4- 3) (4+1)(4- 1)(4-2) 
@ж@ 7 DG 23/02) + G+ DG = -27) 


-- TC D+ D+ (- 5/02) + 5703). 


1225 15 15 


因 - 1 =- 17-0) <- 本 ,了 < 了 AD < 19, -20<- sr2) є-10,-1Ў < дЗ) < 


50-213. < 4) < 1, 从 而 知 ,/(4) 的 最 大 值 是 1, 最 小 值 是 - 21 号 . 故 (а) 的 取 值 范围 是 


аана ата но 


PS18825 ЗЕ--ЕЖЕ НЕГА ЭРО 


[-221]. 


习题 B 
1. 先 证 明 结论 对 k = 0,1,…,n - 1 成 立 .构造 一 个 次 数 不 高 于 n - 1 次 的 多 项 式 ， 使 它 在 每 个 点 
а 处 取 值 为 af ,i = 1,2,…,n， шинин Ад, 这 个 多 项 式 为 


p(x) = У П а. уа lea, Jep = maan Y е. 
另 一 方面 ,多 项 式 p(x) 和 多 项 式 = 相等 В ЧЕ сп ТАЎ, х 的 系数 为 0, 而 当 h = n — 
аА 
1 时 , 则 为 1, 这 就 证 明了 对 大 = 0,1,1, а - 1 时 , >) = 都 是 整数 . 
现在 证 明 ,如 果 对 某 个 人 > йе 


Wao € ZM = e, 2..4 S 也 是 整数 ,于 是 ,由 数学 归纳 法 ,所 从 证 的 结 沦 对 每 
个 EN 成 立 . 

Жду усу + cox + + <, 的 根 为 41,0,，…,o,, 则 由 韦 达 定理 ,这 个 多 项 式 有 系数 
ese 为 台数 ,并 且 对 每 个 = 1,2,…,n 有 = Уса Ван) 中 的 方程 依次 乘 以 
Kasa 


加 = 为 六 


ти ЕП 


сус; 


>. о! 
А ` 

= 
£ p. £p, 


即 如 =- De 为 整数 ,这 正 是 所 要 证 明 的 . 
э. 用 反 证 法 . Ж d < p -2. 则 多 项 式 fx) 完全 由 它 在 0,1,… түр -2 处 的 值 所 确定 ,由 拉 格 朗 晶 
жд, НТН а, 有 
х0 -De(z k+ Оба В 0 = +2). 
AD = Ўу - х р р 2 
将 x = p -1 代 人 上 式 ,得 


Ap-D= дю. hs - блю Dr а. Ф 


对 简单 地 归纳 可 发 现 ,车 p 是 素数 , 且 0 < k < р- 1,0) Су = (— 1): (modp). 


M k = 0 时 ,上 述 结论 显然 成 立 . 设 Cf = (- 1) (modp), @ 


则 由 CÉ = 0(modp), 可 得 Сез = Ct С = 0- (- DO = (= 1) (юр). 
由 数学 归纳 法 原理 可 知 ,结论 @ 成 立 . 


iH DR 8 /(p - 1) = (- D” булвар). 


£ 
注意 到 00) = 0, 因 此 上 式 对 任意 素数 p 都 可 化 为 1(0) + f(1) + …+ f(p - 1) = 0(modp)， 
另 一 方面 ,由 已 知 /(0) = 0,/(1) = 1,702) = 0 或 modp),i = 2,3,…,p - 1. 因此 

ДОО) + (1) + + /\р — 1) = k(modp), 其 中 为 满足 Ai) = 1,1 < i < p - 18 i УУК. 
显然 1< k<p- 1,05 Q sJ. d > p - 1. 


第 二 十 八 章 ”多 项 式 的 牛顿 公式 及 应 用 
习题 A 

1. 设 a,b,c 是 三 次 多 项 式 f(x) = + aa + ам + a 的 三 根 ,由 牛顿 公式 ,有 7T， = - a, = 0, 
Ша = 0.Т, = — a, T, аТ, - Заз = Заз =0, 即 a = 0.834 k > 3, T, = - а; Т, АЙТ» = 
-mT = ФТ =з =- Т, = 0.Жа” + b” + с? = 0. 

2, $ Т, = xà + 发 , 则 据 牛 顿 公式 ,有 Т, = - ЗТ, - Т... 
x( + ma =-3,Т, = xl + m = (x, + к) - 2 = 7, 
ЗТ, - T, = - 18, T, = - 3T, - T, = 47, T, = - ЗТ, - T, - 123, 
T, = - 3T, - T, = 322, T, = — ЗТ, - T, = - 843, 
BD x + z; = - 843. 
З.Т, = ах + by' ,这 里 *\y 是 一 元 二 次 方程 P = pt + q 的 两 个 实 根 , 则 据 牛 顿 公式 ,有 

T, = pT, + 97 [= 7р + 34 a =- 14, 

Т‹=р,+ 97, (42= 16р +74 lq = 38. 
ЖТ, = pT, + qT, = – 14 x 42 + 38 x 16 = 20,80 ал? + Бу? = 20. 
4. ФОШ а,Ь, сЗа о + (ab + bc + ca)x - abc = 0 的 三 根 . 
£ T. = а^ + b" + (n = 0,1,2,---) Т, = - (ab + be + са)Т,, + аст, з(п > 3). 
ХТ = 3,T, = 0,Й] T, = – (ab + bc + ca)T, + bacT, = 3abe. 
ñ T, = а + 02 + 2 = (a+ b+ с)? - 2(ab + bc + ca) =- 2(ab + be + ca), МЇ 


Т, = рТ, + а.и] 


т, = Т.а + TPT T. (n 23), Т, = +T, 


1 
п = KT ттт = тт = TTJJ + TTT = Т, 


从 而 TT = STI. = ы]. 


Ы 49 12 49 ша 
атт = 4 ` 875тен = 90 РЕЗ. 


она-то 
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习题 B 
上 易 知 9 = ha(k = 0,1,2,…,6,a = т) 是 方程 tan(76) = 0 的 根 , 令 x = tang, H tan40 = 


4x — 4з? За - 2) 
A M 


аб — 214% + 3522 -7 = 0. 

Фа = y, 于 是 易 知 方程 一 21y* – 35у -7 = 0 Ф 
的 根 为 ar etam2a,tan3c. 据 牛顿 公式 ,有 (п +3) = 21/(л + 2) - 35/(n + I) + 7/6). @ 

由 方程 © 及 韦 达 定理 知 K0) = 3,/(1) = 21,/(2) = tanta + бапа + tar 3a = (апа + 
tam2a +4ап?За)? — 2(tanatarz2a + tanatan3a + tarm2ctarp3a) = 212 ~ 2 x 35 = 371. 根 据 递 推 关系 式 
外 ,不 难 用 数学 归纳 法 证 明 /(n) € N(n > 0). 

2. х,у,:,ю 是 四 次 多 项 式 /(x) = ñ +a, + ay + аз + а, 的 四 个 根 , 令 Т, = аву 
ъа, Т =- а = 0, а = 0.7, =-2a,T, = - Заз, Т, = 2ai - 4а,,Т, = Ѕазаз,Т, = 
Таз (а, - aj) = 0, а, - а = Ова, = 0.0) 3 a,- al = 0,0 Т, =- 20 < 0,18 Т, = X'+ 
X'+ z+ wt 0, Т, = 0, а= у= r= w = 0, 此 时 ,w(w + х) (о + y)(u + z) = 0.(ü) # 
а = 0, f(z) = (2 х)(1-у)(1-:)(1-ю) = r + a + .因此 ,多 项 式 /(1) 的 四 个 根 必 由 
两 对 正 负 相反 的 数 构成 .此 时 w(w + х)( + y)(w + z) = 0. 故 所 求 值 总 为 0。 

3. 设 a ,oo ,as 是 四 次 多 项 式 (2) = f + A +В? + Ge + DJ. Т, + al + a) + 
а) = aq,MJ T, = - A,T, = А - 2B,T, =- А +ЗАВ - 3C,T,., = ~ АТ, - BT - СТ, - ОТ. 
X n аа Є N) 的 奇偶 性 相同 ,及 T= al + a) + а + а} = 0 是 偶数 , 则 4 = (a, +а + а + 
ац) 是 偶数 ,从 而 21 A, BHH T, = 0 知 = ЗАВ - 3C, 知 31 А? JA TI3 1 4. 由 (2,3) = 1,8614. 
又 结合 4 = ЗАВ — C, 得 61C. 下 面 用 数学 归纳 法 证 明 61 7,, ,n = 1,2,… 当 ”= 1 时 ,61 T, , Ë 
л КЕ, ШУ н = k+ 1.Taans = 一 АТ» — BTa-i ~ СТ. — РТ з. 61 A,6 | C, 
结合 归纳 假设 ,6 1 Pix-,,6 1 Т, 和 上 面 的 等 式 ,可 知 61 Тулу, “由 数学 归纳 法 原理 ,对 所 有 п € N, 
61 Tan = 1,2, 


第 二 十 九 章 ”多项式 与 母 函 数 方法 
习题 A 
1. а, :1, -~ 2,3, -4,--.(- 1) "(a +1), 
由 1-25 + 3а - 45 + + (Q D "(n + 1)2' у... 
=1-Gx+ G Со + + (= Сл + 


Š Кы Р P. 1 1 
名 x)*' = У.С а) = ПО(ТӘР = пур 


Р _ ї 
故 所 求 数列 | a, | 的 母 函 数 f(x) = ато: 


2. H f(x) = as + az + аж ++ ад? t+) 


л Zb 2 яа, 
== ах as — *-* — аа = 


以 上 三 式 相 加 ,注意 到 题 设 有 (1 - x - 0) (0) = 1. 
故 所 求 数列 ja. 上 的 母 函 数 为 /(x) = — 


кү 3J 
3. Š m = nf, пе „дас = (- D* = 0; 当 m < n 时 ,考虑 数列 
© „с\ ,00,0 和 1,(- 1) ,1)", 


它们 对 应 的 母 本 数 分 别 是 Ла) = Se авав) = 0-0 = үнд, 


жй z" 的 系数 为 BC D = (-1)" 2 Die ,而 右边 为 全 二 世 ”= Q + 2) ,将 其 展开 


Z,” BUENOS СТ (m < п), Wik 5С Ct = (-1)"с ,综合 起 来 ,得 
ГЕ А 0,4 т = ти, 
РЫ бар. сам. 
4. 由 公式 4 MN = уа, L= Ула. 
ву = 22 тале: эе ман) (32), 
比较 <" СТ, = C 1+ C + ж Са * 


= Са + С, + р ж Рам 
利用 恒等式 С = Сг" 并 把 n - 1 换 成 n 即 证 . 


习题 B 

1. 解法 1 ”由 于 同一 颜色 的 球 不 可 辨 ,属于 3 个 元 素 的 12 元 重复 组 合 .又 因 每 次 抽取 时 ,要 求 三 
种 颜色 的 球 都 有 ,于 是 我 们 可 以 先 取 红 白 . 黑 球 各 一 个 ,然后 再 从 红 白 ,黑色 种 颜色 的 球 中 ,无 限制 
地 每 次 取 9 个 ,而 每 种 颜色 的 球 可取 0,1,2,…,9 个 ,因此 ,如 果 设 每 次 取出 "个 球 的 取 法 的 总 数 为 o ， 
На, ЖО Ла) = вва ев). 


由 于 f(x) = ( = = (1-x) + (1- x)? = 222 


В 的 系数 只 能 由 > 内 令 r = 9 而 得 . 故 a。= Ch = 55 为 所 求 . 


解法 2 ” 依 题 意 ,每 种 颜色 的 球 至 少 取 一 个 1, 即 每 种 颜色 的 球 不 能 取 0 个 ,而 最 多 取 10 个 ,因此 ， 
如 果 设 每 次 取出 r 个 球 的 取 法 的 总 数 为 w , 则 数列 1a,1 的 母 函 数 为 f(x) = (x+ в x" 六. 


Ша) = завк у а (а) орао а-а)? 


= (0 - 349 +389 - «”*), УС. 
= 


АТА ўво 


Иа Кіта во 


显然 ,x” 的 系数 只 可 能 由 》) 内 r = 9 而 得 . 故 аһ = C = 55 为 所 求 . 


2.0) шй, ЖГНЕ Са) = улуг), 


1 1 
而 /La) = 和 Ira Tr xT 


А B с р Е F 
lrztl1-x (1-2 (1- x) t l- ot1- ox 


Buro = - 1.3. piatu Kaos 


1 1 1 
Е = Р-р. 


Š 1 17 1 Жн 1 1 
于 是 几 z) = гез) + Га) + NI + GT z)' + 9(1- ax) + 9(1 аа) 


хоо. Tea сато 


Kma = (Ет) rl. D. LC 2. 2. о) 


Wa = 1716,16 ,17 01,2. 2 为 所 求 . 


(0) Фата +1,y= у +1,г = YY+1, 则 本 题 化 为 求 x +2y +32 = 9 的 非 负 整数 解 ,由 (x ) 
式 即 求 得 a,，= 12, 这 就 是 要 求 得 结果 . 
3. 设 方程 x + m + zv + = 六 ,满足 条 件 <, < 9, 和 < 8,z < 7,x, < 6 的 正 整 数 解 的 个 数 为 


а, „а, 的 母 函 数 为 (z +? е а?) (а + 0) (а ++ аЛ) (а + А6) 


пра) = е ОО aC Уа = 地 ), 因 此 求 算 开 式 中 үа 的 系数 a 就 是 求 (а) 


Фа” 的 系数 .而 у = Уус» д) 的 分 子 乘 出 来, 并 去 掉 次 数 高 于 19 次 的 项 , 问 是 


ЖЛЕЙЖ(1-5*°—- <! — <° — z + x + xW +2x5 + x" + КУУГ 展开 式 中 x” 的 系数 , 易 知 
名 
它 等 于 Ch - Ch - Ch - Су - Ch + С) + Сү +2С} + С} + С = 115 为 所 求 . 
4. 设 jz) = а +ахжал ++ a, + 
-2x * f(x) = 205 — 2а? — -— — a, a s -…， 
-345+ f(x) = Заа? - = — Заз — 5, 


1 # Е ^. ... 
тозу ®-1-3#-3а5---3з/ - =. 


以 上 四 式 相 加 ,并 利用 已 知 条 件 得 (1 - 2z - 342). Ax) - т = -2. 


бх-1 А В С 
EG) = TY OQ за = T+ + зру + 


则 4 = К + ж) а = В = Л) - За) 1,4 - 5, 


Е „ү ж Сх 1 =-21 
s= ано е Bare; а-ы т-ы)-4- y СУЛ C = 34 =- 16: 


21 
ЖЛ) = теу +31 s 2: -16( -3а) 


а 
=ч Ср #+2%) Сыз'з^ - 16223 


= ў 46-3). 1С >]. 


ft 


Ж а, = 1604" -3).3"% -7(- 1)") 为 所 求 - 

4. 某 公 的 家 谱 可 用 类 似 于 右边 的 树 形 图 表示 ,这 种 家 谱 可 如 下 作 жа 
出 ,每 位 成 员 用 黑 点 表示 ,有 父子 ( 女 ) ,母子 ( 女 ) 关系 者 用 线段 联结 ; 任 
一 成 员 的 儿子 画 在 该 成 员 的 左下 方 ,女儿 画 在 右 下 方 , 记 a, 为 所 求 家 ля, 女儿 
谱 的 种 数 ,显然 a, = 1,0: = 2, 记 ao = 1. 现 考虑 n > 3, 把 家 谱 中 的 某 ЖК, йк 
公 划 掉 , 变 成 某 公 的 儿子 及 女儿 的 两 张 家 谱 图 ,有 下 述 各 种 可 能 情况 ， 
基 公 的 儿子 一 系 有 大 人 ,其 家 谱 图 有 а, 种 可 能 ,此 时 某 公 的 女儿 一 系 有 
ав а, 1.1 种 可 能 , 即 共有 аа, 种 可 能 ,其 中 = 0,1,2,…,n - 1. 于 是 有 关 


ЖЖ а, = аал + aaa+…+ а„лао. 
设 数列 | a,| 的 母 函 数 为 Kxz) = У але , 因 


в = а = 1,5: f (z) = (а + аха ++ a," +7) 


= ах + (оа, + азау) + + (ава, + ааз + + ала) + °° 


= ax + аза + "` + ах + = = f(x) - 1. 
即 母 函数 f(x) 适合 方程 矿 (z) - f(z) + 1 = 0. 于 是 有 2xf(x) = 1+ V1-4x, 但 因 f(0) = aç = 
LR G) = 去 (1- УТ). (w) 


应 用 公式 5, 把 (1 - 4z) 展开 ,并 代 人 ( * ) 则 可 求 得 (过 程 略 )f(x) = У Ch 


ға 


Жа, = 176.09 > 0) 为 所 求 . 


第 三 十 章 。 差分 方法 与 差分 多 项 式 
习题 A 
sin(n + а 


3: Фа) = + + cosz + == + + савх -——— Ml Af(n - 1) = f(n) - f(n - 1) = созлх— 


2* 
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Еа ЧЕНА ўно 


Ваза КНТ Ўжо 


i yaaa = ei Звіп 2. - 45? 之 
ааьан ТРЕ НР = оова - 一 圭一 一 二 |, 
2sin >= 2sin 7 % 
соза + 2ai 5 =0, 故 J(n) = /(1) = 0. 
2. 设 原 式 左边 = o,, 作 出 差分 方程 :0,- а. = туд НИТ 
1 
а = 地， 
| i Ф п = 2,3,…,n, 把 所 得 的 n - 1 个 式 子 累加 得 o。- а = 
a, - 


@ = Ga- D 2а 


1 1 1 1 1 1 
3.415-6* 7 + 0а 102899 = 1.2 t 3.4 t + T27127* 故 原 等 式 成 立 . 

З. 将 递 推 关系 变 为 一 阶 差分 方程 :Kxz + 1) = 3/(x) + 2x - 1,/(1) = 1, 其 特征 根 为 3, 令 g(x) = 
2x - 1, 设 特 解 R(x) = Ах + B, 代 和 信 方 程 ,A(x +1) + В = 3(Ах + B) + 2x - 1. 整 理 后 比较 等 式 两 


边 同 次 和 的 系数 可 得 :4 2 解 出 4 = 一 1,8 ОЯ) = 。. 3: = =. X. 


fO) = зе -1= 1 得 c= 子 . 所 以 数列 通 项 为 o。= 2-3" п. 


зн 
Ц 


4. H д?" р(0) (- D)! + Сл ° p(2n + 1 - k) = 0, 即 有 


(-® + Улс 52 = 0, 即 -30)+2.( 于 ,ze 1) сова =2. 


习题 B 


lah 4'"р0) = 0 即 OC Dr. быс Ю = 0 得 pn+D= 5С ШЕ 
1, 当 4 为 偶数 时 ， 
[ss п энн. 
2. 所 有 次 数 低 于 n 的 多 项 式 p(x) 合 要 求 .事实 上 ,这 时 有 Arp(z) = 0. 于 是 由 本 章 人 性质 2 令 
z = 0. fB a'p(0) = 0 ° C, + pG) = 0 这 里 Arp(O) 是 Ap(z) 在 * совин АУС: 
C, * p(i) = 0. ç а 


3. 由 于 题 设 结论 涉及 п + 2 个 连续 整数 ,对 于 /(х) = а - 8(x) ,应 用 本 章 性 质 2 作 估计 可 获 
证 明 , ЕХ Да" = а" —а' = (а- 1), да = (а-1)да* = (a - 12 + a= As аб = (а- 


а А" аб Т, = (a - 1)"" .于 是 由 性 质 2, 得 Л"! (0) = Se Det. Cha [et 
= 
g(k)] = Да |, Д" (0) = (a -1)"". 若 对 一 切 k = 0,1, п 1, Так -– д(к) < 1, 则 


2"! &(а-1)"" < Усы = 2**! ,而 这 是 不 可 能 的 ,从 而 结论 获 证 - 
Er 


д 作 差分 方程 Kx + 1) - f(x) = (3x +2), 且 f(1) = 8, 设 特 解 R(x) = = ` Q(x) = А + 
в? + G + 严 , 代 人 差分 方程 并 整理 得 44 + (64 + 3В)а° + (44 + ЗВ + 2С)х + (А+ В+ С+ В) = 
27 + 5402 + 36х + 8. 比 较 两 端 司 次 项 系数 可 得 :44 = 27,64 + 3B = 54,44 = 3B+2C = 36,4 + 


в+с+р -8 从 中 解 出 4= 2,8 = 3,6-9. = 1АЙ Л) = C - ° К) + 


.x = 1 得 8 = e+ 8, 亦 得 = 0. 故 求 和 公式 为 5 = - (277° + 18m -9л-4). 

5. 考虑 多 项 式 f(x) 的 n 阶 差分 . 当 х 取 连 续 整数 a,a + 1,…,a + m 时 ,fa) ,f(a +1),› 
Ка +m) 第 为 整数 ,由 性 质 2 知 ,Af(a),A?f/(a),…,A"/(a) 皆 为 整数 .又 由 性 质 4, 对 mm 次 多 项 式 
Ка) f(a + n) = Ка) + С.да) + CAJ(a) + = + C2A"f(a). 所 以 ,对 任意 丽 数 ,fa + п) 
皆 为 整数 , 即 f(x) 为 整 值 多 项 式 . 


Ps 2088 ДУЗЕ-+-4ЕЙЕ ЗЕ ТН S-3so 


љома ўво 


参考 文献 


1] 张 景 中 .函数 方程 ,上 海 教育 出 版 社 ,1993:297 ~- 346 

[2] 李 成 章 . 极 值 问题 .上 海 教育 出 版 社 ,1993:347 ~ 412 

3] 严 镇 军 .多 项 式 .上 海 教育 出 版 社 ,1993: 155 — 194 

4] 方 廷 刚 .应 用 阿 贝尔 变换 解 竞赛 题 .中 等 数学 ,2003(6):5 ~ 8 

51 ЖЕН. ШЖ у = V(x aY + + VCz-cF+ 宣 的 最 小 值 的 求法 探索 .数学 教学 通讯 ， 
2002(3):39 ~ 40 

61 李 康 海 .一 个 函数 不 等 式 及 其 应 用 .数学 通报 ,1997(12) :21 ~ 23 

[7] 下 延 文 ,证 明 数列 不 等 式 的 若干 方法 .中 等 数学 ,2002(1):17 — 20 

8] 崔 金 兴 , 李 运 浩 .竞赛 中 有 关 数 列 的 存在 性 问题 .中 等 数学 ,2001(6)6 ~ 10 

9] 程 峰 . 含 参数 不 等 式 中 的 参数 最 值 问题 .中 等 数学 ,2002(6):6 ~ 10 

ПОЈ 周 型. 含 参数 的 不 等 式 问 题 .中 等 数学 ,2002(4) :14 ~ 14 

11] 鲍 春 核 .对 多 项 式 因 式 分 解 的 探索 .中 等 数学 ,1992(3);23 — 24 

12] 高 灵 . 三 角形 不 等 式 的 一 个 基本 定理 .湖南 数学 通讯 ,1984(2):21 ~ 22 

13] 浦 敏 亚 ,三 次 不 等 式 的 证 明 ,数学 竞赛 (19) .湖南 教育 出 版 社 ,1994:41 — 47 

14] 周 万 林 .牛顿 恒等式 与 数学 竞赛 题 .湖南 数学 通讯 ,1994(3),32 — 35 

[15 黄玉 民 , 夏 兴国 主编 .世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 — 代数 卷 .河北 少年 儿童 出 版 社 ,2003 

16] 沈 文选 主编 .初等 数学 研究 教程 .湖南 教育 出 版 社 ,1996 

17] 沈 文选 .矩阵 的 初等 应 用 .湖南 科学 技术 出 版 社 ,1996 

18] 沈 文 选 .中 学 数学 解 题 方法 基础 .哈尔滨 出 版 社 ,1997 

19] 沈 文选 .中 学 数学 解 题 典 型 方法 例 说 .湖南 师范 大 学 出 版 社 ,1996 

沈 文选 .中 学 数学 建 模 方法 导 引 与 解 题 技巧 .湖南 师范 大 学 出 版 社 ,1999 

沈 文选 .利用 不 动 点 解 题 .数学 通讯 ,1989(2) :30 ~ 34 

沈 文 选 .函数 不 动 点 及 应 用 .中 学 教研 (数学 ) ,1993(3):29 ~ 33 

沈 文选 ,广义 凸 函 数 及 应 用 .中 学 数学 ,2000(12):36 ~ 38 

沈 文选 , 数 集 的 划分 与 覆盖 .数学 竞赛 (17) .湖南 教育 出 版 社 ,1993:27 - 33 

沈 文选 .整数 的 多 项 式 表示 及 应 用 .湖南 数学 通讯 ,1990(3):32 — 35 

沈 文 选 .二 次 函数 .湖南 数学 通讯 ,1990(6):34 ~ 37 

沈 文 选 .逻辑 推理 问题 .湖南 数学 通讯 ,1991(1) 

沈 文 选 . 数 的 二 进位 制 及 应 用 .中 学 数学 (江苏 ) ,1990(10):30 — 32 

沈 文 选 .矩阵 中 元 素 的 几 条 运算 性 质 与 不 等 式 的 证 明 .数学 教学 研究 ,1994(4);39 ~ 43 


зуунун» ы 


40 


沈 文选 .卡尔 松 不 等 式 是 一 批 著名 不 等 式 的 综合 -中 学 数学 ,1994(7):28 ~ 30 
沈 文 选 .一 类 和 (或 积 ) 不 等 式 的 统一 求解 方法 .数学 通讯 ,1993(6):18 ~ 19 
沈 文选 .数学 竞赛 中 条 件 多 项 式 的 求解 方法 .中 学 数学 (江苏 ) A994(6):41 ~ 44 
沈 文 选 .多 项 式 的 拉 格 朗 日 公式 及 应 用 .中 学 教研 (数学 ) , 19941) :32 ~ 36 
沈 文选 .单位 根 的 性 质 及 应 用 .中 学 数学 研究 ,1987(4):17 ~ 20 

沈 文 选 .1 的 п 次 单位 根 的 性 质 及 应 用 .中 学 教研 (数学 ) ,1993(9):31 ~ 35 

沈 文 选 .3 的 剩余 类 及 应 用 .中 等 数学 ,1991(3):2 ~ 4 

冷 岗 松 . 高 中 数学 竞赛 解 题 方法 研究 .清华 大 学 出 版 社 ,1993 

羊 明亮 , 沈 文选 , 柯 西 不 等 式 的 应 用 举例 .中 学 数学 杂志 ,2003(6):55 ~ 56 


羊 明亮 , 沈 文选 .构造 函数 Ki) = (+ - x)(: - y)(t - z) 解 题 .中 学 数学 ,2003(8):28 ~ 29 


刘 诗 雄 主编 ,奥数 教程 .高 二 年 级 .上 海 :华东 师范 大 学 出 版 社 ,2002 
崔 爱 国 主编 .复数 与 多 项 式 .杭州 :浙江 大 学 出 版 社 ,2007 


451 


меои она со 


热点 考题 系列 


ТГ ТАГ] 
оз алина еи 
озде 
ой ws wiae 
оженам 
отин еШ 
окей йлн 
базан еш 

raste "a 

ойт имскзсийи С А 典型 试题 系列 

© БЭЛАН РРР 

обнова 

сайр йанда шит 
бн "| 
: ок йлн BI 

Өк АН. ойни рт 

ойе Фит» 

БКинин Ç иши 

Орнун б Я 

Окезяитяве. вий 分 级 精 讲 与 测试 系列 


Тн 
\ 初中 教程 系列 оў= Ф © Оў 


多 雪 中 数 学 奥 林 光 克 实 用 教程 “第 一 册 
操 初 中 数学 页 林 巡 克 实 用 教程 第 二 册 
信 初 中 数学 与 林 匹 宛 实 用 数 程 过 第 三 册 
отиттин suma 


— WE ЗЛЕ! 


офи 。 口 商 中 数学 
后 初 中 物理 ожти 
ойлу ОЖЖ 
口 高 中 生物 “日 高 中 信息 学 


М 专题 研究 系列 ISBN 978-7-5648-0027-7 
Ойт АВН 
ОЙК АТЛ 
раа ра 
名 奥林匹克 数学 让 的 数论 问题 


9 787564 800277 > 


已 梨 林 诡 克 数学 申 的 真题 分 舌 


